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刖吕 QIANYAN 


由费定晖、周学圣编演，郭大钧、邵品琮主审的图书 《 b . n . 吉米多维 
奇数学分析习题集题解》(以下简称为《题解》),全书共六册，自1979年经 
由山东科学技术出版社出版发行以来，历经34个舂秋，先后共有4个版 
本30余次印刷,一宣畅销不衰，深得读者厚爱。对此我们倍感欣慰，这将 
鞭策我们为读者作出更多奉献。 

这次受山东科学技术出版社的再次约请，由我负责，在《题解》一书的 
基础上，从各章节中挑选出较为经典的习题，除了原解答外，有些题还给 
出了分析提示或思路，从而组成一本新书 《 B . n . 吉米多维奇数学分析习 
题经典解析》(以下简称为《经典解析》)，全书 共一册 出版。 

对于《经典解析》一书，我有以下几点 考虑： 

第一,考虑到不同层次的读者的不同要求，各类型的习题由浅入深， 
由易到难。有些题茌它的后面还加上注，例如，143题证明施托尔茨定理 
及144题的注，又如3793题的注，等等，对于一定层次的读者，这些所加 
的注要仔细阅读，予以密切关注。如果你认真做了，收获将会倍增。 

第二，对不同类型的习题，根据难易程度的不同，对《经典解析》 一书 
中的部分习题，在原题解的前面,分别给出提示，或给 出解题思路， 或给出 
证明思路 ，例如52题、452题、150题，等等，目的是帮助读者怎样分析问 
题，怎样下手解决问题，为他们在学习过程中 提供一 个良师益友。 

第三，根据国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的表达，并对 
全书使用的外国人名，按照现茌的标准或通用译法重新翻译人名，以求统 
一 标准和适应时代发展需要。 

第四,根据当前的语言习惯，对《经典解析》一书的文字作了较多的润 
色，使其表述更加准确，语言更加简洁、凝练和流畅。 

第五，全书所选习题的总题量控制在原习题集4462题的四分之一左 
右，其中证明题的量占到近三成。这样，可使读者在一定量的时间内既能 
保证数学分析基本功的训练，又能提高学习质量和数学素养。 

我们殷切期望使用本书的读者 ，懂 得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功。我们编写本书，希望能帮助读者更好地掌握数 
学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，巩固和加深对该课程基 
本内容的理解。 




前言 


本书特请山东大学郭大钧教授担任主审，他对全书作了重要、仔细的 
审校，其中有的习题的较好解法或证明思路，均出自他的亲笔，这对于提 
高全书的质量极为重要，特致衷心的感谢。 

这次本书能顺利地在较短的时间内出版发行，有赖于山东科学技术 
出版社领导的大力支持，该社责任编辑宋涛同志、邱蕾同志作了大量深入 
细致的编辑和版面设计等工作，付出了艰辛努力，对此我们深表谢意。同 
时感谢山东大学、华东交通大学等学校对本书出版的支持。感谢社会各 
界同仁对本书的支持。 

面对如此庞大、丰富多彩、极其经典的图书，限于本入水平，《经典解 
析》 一 书中难免有错误和不当之处，敬请各位专家、同匸和广大读者批评 
指正，不胜感激，并茌重印中更正。 


费定晖 

2013年6月于华东交通大学 
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第一章分析引论 


§ 1. 实数 

1°数学归纳法为了证明某定理对任意的正整数/ I 为真•只* ** 证明下面两点即马：（1)这定理对^=1 
为真， （2) 设这定理对任何的一个正整数为真•则它对下一个正整数 / I +1 也为真. 

2°分割若分有理数为 A 和 B 两类，使其满足下列条件：（1>两类均非空集，（2>每一个有理数必诚于 
一类，且仅域于一类， （3) 属于 A 类（下类）的任一数小于属于 B 类（上类）的任何数•则这样的一个分类法称 
为分割.（丨 ） 若或是下类 A 有 M 大的数.或是1：类 B 有最小的数•则分割 A / B 确定一个有理数 . （ II ) 若 A 
类无最大数，而 B 类亦无 M 小数•则分割 A / B 确定一个无理数.有理数和无理数统称为实教' 

3°绝对值（或 模〉 若为实数•则用下列条件所确定的非负数 UI , 称为 i 的绝对值（模） ： 

— x . x <0, 
x% x^O. 

对于任何的实数 * r 和: y , 以下的不等式 成立： 

\x\-\y\<\x^y\< ： \x\-¥\y\. 

4°上确界和下确界设入={1}为实数的有界集合 ，若： 

(1>每一个1€欠-满足不等式 ■ rSm * 

(2>对于任何的 e >0, 存在 X •使 /〈 m + c •則数 ，/ i = inH j •丨称为集合 X 的下确界. 

同样.若： 

(1>每一个 X 满足不等式 

(2) 对于任何的 e >0, 存在 X ,使•則数 M = supU } 称为集合 X 的上确界. 

若集合 X 下方无界，则通常说 

若集合 X 上方无界，则认为 sup { x } = - foo . 

5°绝对误差和相对误差设 a ( a 关0> 是被测 ft 的精确数值，而 x 是这个录的近似值.则 
称为被测摄的绝对误差，而 

称为 被测釐 的相对误差. 

若数： r 的绝对误差不超过它的第《个有效数字所对应的位数的单位的一半，则说 I 有 n 位精蜗的數字. 

利用数学归纳法求证下列等式对任何正整数《皆 成立： 

【5】设 a " = a(a —… [a —（/ 1 一 l )/ i ] 及 a ° = 1, 求证： 

霉 

( a +6) W = 2 C ： a ^ m ： br m \ 

••o 

其中 CT 是由 w 个元索中选取 m 个元索的组合数，由此推出牛顿二项式 公式. 


△= \x-a 


T^T 



* 以后若没有相反的附带说明•数这个字我们将理解为实数. 

** 符号 * r 6 X 表示 I 属于集合 X . 
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证当 n=l 时，由于 0+6] [1 ]= fl +6 及 D CT〆 1 — 所以等式 成立. 

■• — 0 

设时，等式成立，即 

(a+« w = 2 CTa^-- 1 ^ , (1) 

_ — 0 

则对于 n = k + l 时，有 

(a + 6) c ^ ，3 = (fl-f-6) w (a + 6-^/i). (2) 

将（1>式代人 (2) 式得 

( fl +6)_ = ( a +6 - M ) 金 CT ， 卜 •]〆_] 

肩-0 

=d a [*， 0 〕-fCJ a w lf ^ +Ci fl—】+CJ 〆*，*+••+« a ⑴屮〕 +CJ a 叫卜 , ] 

=C54-ia [ * +，3 ^ + (CS +C ! ⑴ + … + (C{ -1 +CJ )a c ， ^* ] +Ct ： !a C0：1 ^ +，3 
=cj+, W+*] M + ci+, W y >] + …十 G ， + cj: i V 。 w 0 

= 2 cjv， 1 - _】¥_】， 

■ -0 

故由 （ a +6)w= C： a :4 _" ] 6^ 可推得下式成立： 

_•() 

(a + 6) c ** l3 = 2 CT.4 【 … - ■ 〕 〆 _】， 

_-0 

即对于 n = k ^\ 时，等式也成立. 

于是，对于任何正粮数〜有 

( a +6)[-]= 公。[--〕6^] 

_ — 0 

在式子 ci ” =fl(fl — A) … [a — （ n — 1) A ] 中，令 A = 0, 即得 


(3) 

(4) 


将 （4) 式代人 (3) 式•得牛顿二项式公式 (a + 6)_= C ： a ^ b -. 

【6】 证明伯努利不等式： 

(1 +xj )(14- X2 )** # ( l + x ,)^ l+xi + jc : + … +: r , • 
式中 x , ，: r 2 ，…， A 是符号相同且大于一 1的数. 

证当 n = l 时，此式取等号. 

设 n = A 时，不等式成立 ， BP 

( 1 +Xi )(1 +X2 ) #,, (l-f-X* )^1 + X1 +J：: + … +JT * ， 
则对于 n = A + l 时，由于 x ,(* = l ,2, …， n ) 大于一1,所以 ，l + x .>0. 因而，有 

(1+Xl )(1+J 2 ) — (1+J*)(l+X*4-l) 

Xl+A +Ii + … + JT *)(1+ I * +1 ) 

=(1 + Ji + X : +-.- + I * + J 砉 + 1 ) + ( xiX*+i + X 2 J *-1 +••• + X * X *^1 ). 

由于 x ,： T , X )， 所以， 

(1 + >(1+X 2 ) … （1 + X* + 1 )^1 +Xi +I 2 + …+ 1* 十 1 ， 

即对于 n = k -^ l 时，不等式也成立. 

于是，对于任何 正整数 n ， 有 

(1+Xi )( l + x 2 ) — <1+X,,)^l+Xi + JT 2 + 〜+•!■• 


2 
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【8】 证明不 等式： ”！ <( +)■ 

提示注意不等式 + (走=1，2, …〉. 

证当 n = 2 时，因为 (¥/ = + >2 = 2! •故不等式成立. 

设《 =々时，不等式成立，即灸！ <(¥) 4 ，则对于”=灸+1时•有 

U 十1” <(甲)*(…)= 2 (甲广. 

由于 （ t = i ,2, …）, 

从而有 a + D ! <[ iA ± i >± i ]-\ 

即对于 n = k - bl 时，不等式也成立. 

于是，对于任何正整数”，有”！ <(^)". 


【10】 证明不等式 


1 3 2 『 1 / 1 

• • 1 ••• 1 ■ ■ ■ ■ 

•24 In y^FT 


证 


当 


时， 


因为 +<★ 


不等 式显然 成立. 


设 M = 々时，不等式成立.即+ • 
则对于 《 = ife + l 时，由于 


1 3 2 灸 + 1 / 1 2k^\_V2k¥\ 

T # T … # 2k^2~ 2 走 +2 


故只 要证^即证（2々+1)(24 + 3><(24 + 2) 2 ,而上述不等式由于 
以十 Z >/2袅+ 3 

4 P +8 A +3<4 P +8々 + 4, 

因而是成立的.于是•最后得 

1 3 2务+1/ 1 

2 4 2^2^^21+3 

即对于 n = 时，不等式也成立.于是•由数学归纳法，本越证毕 • 


【11】 设 r 为正整数，而不为整数的平方•且 A / I 3 为确定 实数， 的分割，其中 B 类包含所有满足6 2 
> c 的正有理数6,而/\类包含所有其余的有理数.求 证：在 A 类中无最大数，而在 B 类中无最小数. 

证设若 a <0 •则显然存在 ，> a (/ >0) 且， € A . 故可设 fl >0, 于是 a z < c . 但不可能有 a 2 = c . 

因若《 2 =<：,设^=^,/>与9为互*的正整数，则•由于 c 是正整数，而 〆 与7也是互素的，故必 g = 

1,从而 c= ，，此与假定矛盾，故必 a 2 < c 下面我们证明\存在正整数 n , 使 


于是 a 也属于 A . 

上述不等式相 当于: a 2 + ¥ + ^ r < c ，# + 4< r _ a 2 , 若 n 满足不等式 ^!<c — a 2 , 则上面的第二 


个不等式也自然能满足了. 
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为此，只要取而这是恒为可能的.因此，不论 a 为 A 类内怎样的数•在 A 类内总能找到大于 
它的数，故 A 类中无最大数. 

同法可证 B 类中无最小数.实质上，此处分割 A / B 确定了一个无理数 
【 13 】 作出适当的分割，然后证明等式 

证 （1) 作确定#的分割 A / B : —切有理数 a <0 以及满足 a 1 <2 的正有理数 a 都归于 A 类，一切满足 
b 2 >2 的正有理数6归人13类.又作确定#的分割切有理数^<0以及满足 a /2 <8 的正有理数， 
归人 A ' 类 ，一 切满足6 /2 >8的正有理数 6' 归人类.我们知道，根据实数加法的定义，满足不 等式： 

a -^ a < c < b + b ， (对任何 a ^ A . beB . a ， eA \ b ， eB ， ) 

的唯一实数 c 就是因此，如果我们能证明恒有 ( a +，> : <18( 当 fl +，>0 时），（/;+6') 2 >18,则有 a 
+ d '< yis < b - bb \ 于是得知 / I 8= r = y 2 + >/8. 

若 a + a ' X ), 则与，中至少有一个为正，从而由 aV l <16 知 aa <\, 

(a + fl # ) , = a 2 + fl ，2 + 2 aa ， <2 + 8+8 = 18； 

同样，因6 2 >2,6'*>8,6>0,6’〉0•故 b i b ，1 > U . bb ， >\, 

( 6 + W = 6 2 + 6 '*+ 2 W />2 + 8+8 = 18 . 

于是证毕. 

【 15 】 求 证：任 M 非空且下方有界的数集有下确界•而任何非空且上方有界的数*有上确界. 

证不失一般性，只证本哩的后半部分，分两种情形： 

(1) A 中有 M 大数^ •此时•设则有说明 S 为 A 的上界.又由于 A •故对 A 的任何上界 
M , 均有•故5为 A 的上确界. 

(2) A 中无 M 大数.此时•作分割:取集 A 的一切上界归人类，而其余的数归人 A , 类.这样 ， A 
中一切数全部落在 A , 内， Ai 及/\均非空•且 A , 中的数 小于疚 中的数•这确实是一个实数分荆，易知由此 
分割所产生的实数沒是类中的最小数•即分是 A 的最小上界，从而月是 A 的上确界. 

【 18 】 设为数的集合，这些数是与 <*0 符号相反的数.证明等式： 

( l ) inf { - j } = - sup { j }. 

(i ) 当一 *re 1} 时，一•!：>，/»'* ( ii 〉对于任何的正败“存在有一•使一 / cW + e . 

由（丨)及 （II ) 推得： 

( HI ) 当: r € U > 时， ( jV ) 对于任何的正数 e •存在有 x 6 •使 x 

由 （III ) 及 （ IV ) 知数 一 m ' = sup { j } •即 m /= — sup < j -} ，所以 .inf { — _ r } = — sup { x }. 

【 19 】 设 U+ ： y} 为所有 x+jy 这些和的集合•其中 U} 及: { ： y} •证明 等式： 

(1 )inf { x+.y } = inf { x } + inf {y }. 

证 （1) 设 inf {: r } =m 丨， inf { y } = m ” 則有： 

(j ) 当 { x } , y € : { y } 时 . , y ^ m t i 

(ii )对于任何的正数 e , 存在有数 { x},ye <： y }, 使1'<叫+|, y < m 2 ++. 

由 （I ) 及 （II ) 推得: 

( Hi 〉当 x-f {： r + y } 时（其中 xG { x }，_ y € {y } ) , - hm 2 ； 

( jV ) 对于任何的正数 e ， 存在有 J'+ye { j +« y } (其中 { i } .y 6 )， 使 X + y <( m , + m 2 )+ e . 

由 （Hi ) 及 （ iV ) 知数 mi - fm * = inf { x + y } *W inf { x + y } =inf {x }+inf >. 

解不 等式： 

【 26 】 |x+2| + |x-2|<12. 

4 
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提示 令 ： r _ 2 = “ 易得一 ，从而有 丨 :r | ^6. 

解令 I —2 = r ，则得！ /+4 | + | f | <12或 U +4 | <12- M • 

两边平方，即有 〆 +&+16<144_24 M + f 2 , 或 3| r |<16- r . 

将上式两端再平方，化简整理得 #+4/— 32<0,于是，有 一 8</<4•从而得一 8< x — 2<4,即 

— 6<: c <6 或 |: r |<6. 

【29】 | j (1- x ) I <0.05. 

解由 I x—x 1 I < 士得 z 2 一 * ^ 点〉 。或 — ■一点 <0, 解之得 


5- 730 ^ ^5+ v /30 
10 <X< 10 


5+ >/20 
~10 ~ 


O 或 x < 


一 y/20 

~To ~ 


即 




【40】 设 5( x ) 及狖 jO 为数和: y 的相对误差 Ahjy ) 为数巧的相对误差•求 证： 

S(jcy)^ ： $(x) -hS(y) -\-S(x)S(.y). 

提示由绝对误差与相对误差的定义，命題即获证. 

证设 x = a + A ,： y =6+^, 其中^及6分别是 j ： 及: y 的稍确值，么及厶，是绝对误差，则有 

xy—ab=bA t ^aA y • A y . 

于是， 

A= I xy—ab | ^ | A ! •丄 + | fl | • A y +A M • A y . 


最后得 


此即 


S(xy)< : $(x)^S(y)+S(x)$(y). 


§ 2. 数列理论 

1°数列极限的槪念若对于任何的 e >0, 存在数 N =. V ( e >, 使当 n > N 时， 

I X.— a I <€. 

则称数列 A ，&，…， L …有极限(或者说•收敛于 fl ), 亦即 



特别地，若 lim ;=0, 则称&为无穷小量 • 

IT "» 0O 

没有极限的数列，称为发散的. 

2°极限存在的准则 

U ) 若 及 lim % = limz , = c . 则 limjr . sc ， 

ft^oc ir-^oo 

(2) 单调而且有界的数列有极限. 

(3) 柯西准则数列 { x a } 的极限存在的充分必要条件是 ：对于 任何的 e >0, 存在数 N =； V ( e )， 使当 
iV 和 />>0时， | x n — x n * p | < c . 

3°关于数列极限的基本定理设 limA 和 lim ： y _ 存在， 则有： 

ir-^oo 

(1) 若 a ：«<： y ” •则 limar . glimjy . ; (2) lin ^ a :, 士％ ) = lima :” 士 limjy ” ； 
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(3) lim ( x ff y II ) = limx ,, lim ^ 


V 数 e 数列 


⑷若 判，則胜 


具有有限的极限 


(1 + 士) ■ (” =1,2,…） 

lim ( 1 十 j / = e = 2. 7182818284… 


5°无穷极限符号 


表示 ：对于 任何的 E >0, 存在数使当” > N 时， | >£• 
6 # 聚点若已知数列 x ,(; i = U 2 •…）有子数列 

J ： p x •… (1</>1</»2< 

满足 


则称数$ (或符号 oo ) 为已知数列心（沒=1,2 ，…） 的聚点（聚点也称为极限点 h 

一切有界的数列至少有一个有限的聚点（波尔査诺一拢尔斯特拉斯 原理〉 .若这个聚点是唯一的，则 
它即为已知数列的有限极限. 

数列 •!：_ 的最 小聚点（有限的或无穷的 MiniA 称为此数列的下极限，而它的 M 大聚点 I ^* r , 称为此数列 
的上极限. 

等式 = 为数列 A 的（有限或无穷）极限存在的允分必要条件 • 


44 


求证以_ =，" 11 (^|=1,2，）无界，但当 


时，它并不成为无穷大. 

2 k , n =2 k % 


提示只要注意到当 A 为正整数时•有 


2卜1， 


2务一 1, 


命題即获证. 


证因为 


(2 kf n = 

n= 


2/ rd 为正整数， 
2 k -\. 


所以， 办―00，1 2 卜,— 0 ( k -^ oo ). 由于 办―00， 故无界 i 但因 121-丨一0 •故： T , 并不趋于无 穷大. 

设 n 遍历正整数列，求下列各式之值: 


48 】 

ir-^oo M 十 1 


解 因为 simi ! 有界 ： | simi !|< l 及 




0 ( 


) ，所以， 


【 S2 】 Hm 「 丄 一 

n n n /i 」 

提示分别令 n = 2 k 及 n = 2 A + lU 为正整教）•易知极限不存在 • 

解当 n = 2 A 时 U 为正整数）， 

1 2,3 t ( — 1) •一 1 n _ 1 2,3 2 k_-k 

—— _十 ■ _ ■ 一 ■ ■ 111 -- ■ — ■ ■ ■ ~~ ■ 11 - T ~~ • • • 

n n n n 2 k 2 k 2 k 2 k 2 k 


当 m = 2々+1. 


— - + 


i-ir 


Y 


2 k+l ♦十 1 


2 k + l 2 k + \ 2^+1 


2k + \ 2 々 + l 2 


6 
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，所以，极限化[去 - K 


不 存在. 


羿]. 


( n _ l ) n (2 n — 1) 




—1>* 一 l 2 • 3 1 I • (2n-l) 2 


，先证 


r + …十■ ' 二 • ■ !■■■ =8/(2 yi )-4/( w ) 


53 题即得 


(2n-\) 2 


3 ^- = Iim[8/(2n) —4/(n)] = 


.4- 2 . q - 1 


及茗 （ n > = l + T 十 a + … + 




题的结果即获解. 


2n- 


t 处（”> =1 + 


尸， 


2/(”+1> —/(”）= /(”）+ ^^ =贫("）+ 1,故 


/(n) = /f(n) + l 


2”+1 


故得… +? ¥ 11 )醒 3 . 


+ (” >2) 


： Y = o , 所以= 0 . 


別就*<0,是=1及 a > o 三种情形加以证明 


此时 ， a 


-nA + ^=^ A 2 + … + A ->^^ A 2 (” >2〉 

2 _ w 2 (a — I ) 2 
"1 • 
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⑴当々<0时，这时显然有 


而 


(a-iy 


，所以 ， lim ~7 = 0; 


⑵当 々= m ，0 77^7， 

<3)当务>0时，^ =「^^7 •而 d>l •于是由 （2) 知0,所以，1^^ 

总之，当 fl 〉 l 时 ， lim ^ = 0. 


61 


lim —=0. 


SI 


< 


(2 a y 


提示令々代表任一大于 2| a | 的正整數•則当 n>k 时，有0< 

证令 A 代表任何一个大于2丨 a 丨的正整数.则当，，>▲时•有 

。〈旧卜 ㈣ * 1 ! 1 •…•… ¥)< w (+) 


(2 M 

2- 


由于 = 所以 ，lim 

"oo L « •、、】 


0 . 


【62】 limm /" =0,若丨 g I <1. 

ir^oo 

提示分别就0<«7<1, — 1<*7<0及 q = 0 三种情形加以 证明. 

证 （1) 当0<9<1时•可令(7=丄，其中“>1,所以 • 当 / I — OG 时•叫， 


0 ° 


(2) 当一 1<( / <0时•可令 (/■-(/, 其中0</<1 •所以，当 71— oo 时 ，„矿=(一 1)_„/ •一 0; 

(3) 当 *7=0 时， m /"=0. 

总之•当 UI <1 时 • lirm l ^=0. 

IT ■•的 

* ) 利用60題的结果. 

【 63】 lim 石 =1 (a>0). 

提示分别就 a = l , fl > l 及 0< fl < l 三种情形加以证明 • 

证（1)当<1 = 1时，等式 M 然成立 I 

(2) 当 a 〉 l 时，因为 （ l+«>_>l + nc ( n > l , c >0), 劂当 ri 充分大后，可使 l + nc > fl •即 （1 十 e )_> a . 亊实 


上，只要取 N = 
即 lim^cT = l » 


•当， *>; v 时，就可保证这点.所以 ， i < CG "< i + c , 于是，当|石一1 |< e . 


此 


(3) 当 0< a < l 时，则令 a 


Z 


，其中 ^'>1. 于是，当 n — oo 时•石 




总之，当 a 〉0 时， Iimv ^ T=L 
【68】 证明： lim(y • -|- 


2 w — 
In 


)= 0 . 


提示 利用 10 題 的结果及失逼准則. 

3 2/1-1 


证因为0< 


< 


，又因为 lin 


= 0,所以 ， ’(j • -|- 


2 / 1-1 

2n 


)= 


(m = 


2 4 2 n 二 vOTT 

^ ) 利用 10 題的 结果. 

69 】证明 ：数列 • r li =(l + y ( «= l ， 2 , … > 是单调增加的，且上方有界•而 数列: y”=(l + 士) 
,2,…）是单调减少的，且下方有界.由此推出这些数列有公共的 极限： 

lim (1+ 士） = lim ( l ++) = e . 


0. 
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证 明思路 首先，将 ^=(1+ 士) ■ 展开，可得 

工， 2 # 1 - +)+ A (卜 +)( 1 4) + ". + A ( l -士 )(卜… 

+A (卜 +)( 卜 D+S). 

当 ri 增加时，上式的項教增多，而且每个括孤内的数值也增大，故知数列 X , ( n = 1,2,…）单调增加.由上式， 
利用 ( 々> 2) ,可得厶< 2 + j + 辜 ■ + … + 士< 3 ,即數列 A 上方有界. 

其次，由 

仏)、(1 + 占) - >1+；^>1 十 + • 


即易推出： y ^〉： y •，故知數列： y ,(«= K 2, …）单调 减少. 又显然可知： y .〉( 1 +丄) _>1 +上= 2,即 數列％ 

^ u f n 

下方有界. 

1 , , 1 

=2+ A( l_ ■ 士 ) +A( l_ +)( l_ +)+ … 十；^ 1 —士 )( 1- 1 卜七 一 ¥)—• 

+忐(】-+)(】- +) …(】- ¥)• 

K 中铒一项都为正，当 n 增加时，不但对应的项数增多.而且每一个括弧内的数值也增大，所以，数列 
— 1,2,…）单调增加. 

又当4>2时 ，(1 一所以 • 

( 1 + +)_ <2 十+ + + +… + F ^ = 2 十0 一？^) <3 ， 

此即数列心（《=1,2 /…） 上方 有界. 

由此，我们知! 4 ( 1 + 士 ）- 存在•以 e 表之. 

其次，由于 

(^t)' = ( 1+ A)' >1+ ^t >1+ t- 

即也即所以彳 l ++ y >( l ++)~, 此即％ -•>%， 
因而.数列: y B (/!= l ，2, …，〉 单调减少.又因 

%=( 】 + 士 ) - (1 + 士 )〉1 + ” •士 = 2, 

所以，数列: y ,(/ i = l ，2, …） 下方 有界. 

由此，我们知 i + 存在，且 

lim(l + 士 ）= lim ( 1-h-~ ) ( 1 + 士 ）= lim ( 1 + 士 ） • lim ( 14-~ ) =e. 

于是， lim(l + 丄） = lim(l + 丄) = e . 
if^oo \ n F v n 7 

【71】设 M «= l ,2, …）为趋于 + oo 的任意数列•而％(„ = 1,2,为趋于 一 oo 的任意数列 （/>„,%$ 
[一 1，0]>. 求证： 


证 


十+)_ =1 十 1 +CI 去 + G ++ … + G 


i ^( i + y -= i ^( i + 士 r =e * 
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证 明思路 首先，令利用 69 題的结果可知 iiij ( i + 士广=巧(1+士 y = 

又由士 ^：〉^,可糾胜 ( 1 + 是广 =- 


而 


故 


故 


其次，令％ = —A •，即 得 lim 




证令々《•=[>_],即 t 教 p - 的整数郎分，则 

由于 />■ — + «>, 故 t 一+ 00 ,从而，显然(1 + 士")*•一 e . (参看69题题解〉•由于 

» iM ，( i + j ： y ' l > ( i + j ： y m > ( i + kM ^• 

巧 ( 1 + ^^ 1 疒 = ^( 1+ ；^1 广 ，=e * 


=e. 


土 ( 1 + 士 )’. 

迦 (1+ i 疒 =e . 

其次，若％ ——°°，令（/丨=一/^，其中于是 

174 1 证明不等式 .（ i/cwcd + )•. 




证明思路由 Vk ( n - k ) 



，两边取对數，并就々从1到 w — 1相加，得 


2 ln^<(w—l)ln y ,从而可得 ”！ <2(j) <e(-^-) • 

再令 ■!：•= ) •可得注意到 a = 丄<1 •即知心 ■* T | • — — - <n 

v e • x,-i e xi x.-i 

证由 y / kin — k ) ■•则 ■|■LlM + ln(^ — Ujgln 专，从而 • 

2 ln^^(n—l)In-^-•(n—1) ! ^ ^ ) • 

两边同乘以号•，得 + n ! ^ (-|-) . n ! < e (-|- ) •即 ”！ < e ( y ). 


再证(子） <”!. 设 ；=( 子 ） ，则有 

■ r . _ ”- _ ( i + y ” 0 . 

J»-i (”一 l)’ _l e e • 

所以（注意到^=-^<1).^.=^ - g … A </ i ! •从而•证得 ( + /< n !. 

175 1证明不等式：⑴ ^ y < l n (l + 士)<士，其中 n 为任意的正整数. 

证 （1) 因为1<(1十士 )•<>，两边取对数•得 0< Mn(l 十 +)<1， 故 ln(l + 士) <+, 

又因为 e<(l + 士广 1 •两边取对数•得 l <( n + l > ln(l + +), 故 ln(l + 士 )>土. 

因而 A < ln(l + 士) <+• 


10 
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【76】 求证 ： limn ( a i — l ) = lrw ( fl 〉0), 式中 lruz 是取 e =2. 718…作底时•数 a 的对数 • 

ir~»oo 

证先设 .令& = d — l , 则 6_〉( K 且 ^ = 111(1+6,), 故 


n(aT — l ) = lna 


ln ( l +6 J . 


由于0,故存在正整数 N , 使当 n 〉 A / 时,0<6_<1•于是，对每个 n >； V , 存在唯一正整数使 


h + 1 


hcf . 由于故 t —+ oo •由75题（1)知 


—( 1 + 士) <士 (”=1，2, …)， 

^ <|n ( 1+ ^) <In(1+6J<In ( 1 + ^)<^ 


从而， 


由于 




1+1 


< in(i+A.) < ^r =1 ' f i-- 


) ，故 (一) ，由此得 


limn(a « 一 1 ) = \na. 


现设 0< a < l . 则+ >1. 于是，由上结果可知 


limn (a 士 — 1 ) = lim (一 a 士〉 • w ( ~ l)J = ~ ln ~ = 

当 a = l 时， Umn(d — l 〉= lmi 显然成立，故此式对任何 ti >0 成立.证毕 • 

利用关于单调有界数列极限存在的定理，证明以下各数列的收 敛性： 

【”】工，(1 -- +)• 

证因为 • P 一 所以，数列是单渊减 少的. 

又因0<心<1,所以•数列 { a } 是有界的.因而•数列 收敛. 

利用柯西准则.证明以下各数列的收 敢性： 


【83 



sinn 


证 觸 - a ： J = 1:+卞 … 十^ | <^ T ( 1 + + H -卜 ^ A : )<^TT • — ^~ = ^T (m>n). 

1_ T 

■In — I . 

任给 e >0, 取 iV = i ，则当 ⑺〉 ”〉 N 时，必有古 < e ，从而|1_-心 |< e , 所以，数列 U „> 收敛. 

【86】 对于数列： r _( n = l ,2 •…〉 •若存在数 r •使得 

I x 2 — x , I + | J ：3— X 2 I H - h Ix .- J -.-, I <c (n = 2,3, …）， 

则称数列1-(”=1，2,…）有有界 变差. 

证明 ：凡有 有界变差的数列是收敛的.举出一个收敛数列而无有界变差的例子. 

证设 《 y _= 1 12 _文 1 丨+丨 13—12 丨+…+丨 | (” = 2,3, …）， 则数列 {_ y » 丨单调增加且有界 
所以，它是收敛的. 

根据柯西收敛准則，对于任给的£>0,存在数 N ， 使当 m > n > N 时. | >丨 < e .即 


11 
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:■一 1■-1 I + I X m ^x —X m ^i I +•••+ |x^i—J. I <c. 


而对于数列 { x /} 有 

1^— ^ 1 = 1^ — 
< I *r ■一. 

所以，数列 u .} 是收敛的. 


+ |工_-1一, 


丨 + … +JVM — x . I 
: 購 -2 丨十…+ | x^i — X, I <e 


数列 ： i , 一 1，+，一 


,1,(一 i ) i , …，它是以零为极限的收敛数列.但它不是有有界变 


差的.菸实上， 


I Xt — X \ 1 + | X 3 — X 2 I 
> | J 2 —XX I + | x 4 — X 3 I 


I J 4 — X| I +•••+ I JCu ~X2.-1 

••• + I Xi m — Xt m ^i I 


= 2 ( 1+ T + 1 - 


+• 


•++)， 


而数列 CU _ = 1 +j + … + j 是发散 的^ ，又是递增的，故 cu _- + oo •于是， 

1^2 —II 丨 + 丨 —Xi | H - M IN —12•-1 | 

不是 有界的，因而，收敛数列 <心>:1 •一丨 ，+，一 "I •，…无有界变茇 • 


* ) 详见 88題的 证明. 

【88】利用柯西准则 ，证 明： 数列: r _ = l + j + + + …+ +的发敗性. 

提示取 ； w = 2 n . 

证取 m = 2 n , 则 

u = 土 + 土+… + 忐〉忐 + X = +， 

所以，数列 { J ： •丨 发散. 

【89】 证明： 若数列 A(n-1,2 •…） 收敛•则它的任何子数列也收敛，且有同一极 RUimj > - limx ,,. 

n—oo n ir^oo 

证设则对于任给的 e >0, 存在正整数 N , 使当”时 ，| or , — fl |< e . 

今因正整数列 { p * } 以十~为其极限，所以，对于 N , 存在正整数 A 。 •使当 k > k 。 时， p *〉 iV ， 

此时 I 文, 4 — a | < e ( A > A。〉 ，所以，子数列 { } 收致.且 

【90】 证 明：若 单调数列的某一子数列收敛，則此单调数列本身是收敛的. 

证不失一般性，假设数列 U _} 单调增加，其一子数列{之％}收敛于 a .则对于任给的 e >0, 存在正整 

数 iV •使当务 〉/V 时， | x ~ —a 丨 < e ， 令 N ’ = pN ♦卜设 n > N * ，由于 p \< p z < pi < - - + 00 , 故必有 p k ( k > N ) 

使由上知 

I 工、一 a I <€• I %十 ，一 a I < e . 

而;(因 a 递增〉 ，故必 I — a 丨 < e . 由此可知•即{心丨是收敛的. 

【 91 】 证 明：若 limjr . sfl ， 则 lim 丨 ：!：• 丨 = 丨 a I • 

m^oo 

提示利用极限定义及 I | x .|-| fl | — fl |. 

证因为 lim 心 = fl , 则对于任给的 e >0, 存在正整数 N , 使当/1>〜时， 

•"♦CO 

又因 I J ：, 丨 一 I a I | < 丨 f a 丨•故当《>.\时，丨 1 _ I 一 |fl 丨 | <£，于是，，丨：!：， I = |a I . 


【92】设： r ,— a ， 则极限 lim > 是什么？ 
解按题意，应设 a 关 0( n = l ,2, …〉. 
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若 a 尹0,则显然 lim ^ = 


若 a = 0, 则可能不存在，例如，若彳 or .} 为： 


,1， 


T f T f 2}^ F f F 


则4—0, 但显然 ^-—1， 故 Umk 不存在•下面我们证明，若 lim ¥ 存在，设为 6, 则必有 

Xlm 乙 •— •»—oo X n 


用反证法.若 |6|>1 .取 r , 使 |6|> r > l .利用 91 题结果，知 Un ^ L^ls | 6 | .于是，存在正整数/ V ， 

•^°° I I 

使当/|>~时，恒有从而，当 ”> N 时， 

| x .| = |^| . \^\ . | = |".|^ ： | > |办 I 

由此可知1^4=00,此与 limz , =0矛盾，故必有一 1<6<1. 

•,oo It-^oo 

总结起来，若“关0,则 lim ^"= l;?? a = 0, 则 Um ^ •可能存在也可能不存在，当存在时，它 必城于 

m—oo X m iv，oo X n 

[-1.1]. 

求以下各数列的 聚点： 

【121】试举出以已知数 a ,, a :, …, a , 作为聚点的数列的例子 • 

解数列 

11 111 1 11 1 
ai—y. a*—y ."、 〜 一 f * 山 一了 ， fl : 一了 ， … ， ap "~Y* … ， 山 一 T* ai ~~n' … W? … 

显然以 ， fl 2 ，…， fl ， 为聚点 • 

【122】试举出数列的例子，对此数列而言，已知数列 a , a 2 ，…， L …的所有各项泞为其聚点，所举 
数列还必有怎样的聚点？ 

解例如，数列 



,1 丄1 丄1 丄 1 丄1 丄1 

十 I ， 十 3"， fl 丨十 " T f ° 2 ' " 3 " f a 3 十 卞 Y ， 






就以 a 丨， a 2 ， a 3 •…， a ，…为其 聚点. 

此外，很明显，若 U -} 为一数列，使已知数列<^}的各项〜，(2 2 ,^,〜皆为 { A } 的聚点，则已知数列 
} 本身的聚点也必为数列 { x _} 的聚点 • 


【123】举出数列的 例子： 

(2) 有唯一有限的聚点，但不收敛； 

(4) 以每一实数作为聚点. 

解 （2) 数列： 

1 ，一 19 冬，一 2 ，冬，一 3 ，…， 丄， 一 n « … 

l 6 n 

有唯一有限的聚点0,但此数列却不收敛. 

( 4 > 我们按下述“对角线法则”来构造一个数列，使每一元素后 

面跟一个对应的负数，排列顺次如图 123. 



图123 
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XI =1 1 J 2 = — 1， A = j ， X 4 = — f x 5 =2tX 6 = —2 f 



= — 3 t x 9 


T 


， x 10 = 


2 

了， 



此数列以每一实数作为其聚点，即聚点的集合为（一 oo ，+ oo >. 

【125】 证明： 从有界的数列•…）中，永远可选出收敛的子数列: rh(n = l ，2, …）. 

证明思路 可设 <6 .将区间 [ a , A ] 二等分，其中必至少有一个子区间包含 { a } 的无限多项，记为 
[ a , ,〜]. 再将区间 O , •&] 二等分，又可得区间 [ a 2 ，〜]匚 [>,,6,] •它包含 { j :, } 的无穷多项，依次类推，得 

Lai .6,]3[ a 2 ]3… ZD [ a _，6_] Z >“ • 

每一 [A ] 均包含 { J "!! } 的无限多项•且乂 ~Om = ^r ^0 ( n — oo ) ，由此可知 lima ,, = \imb m =c. 

u ir^oo ir^oo 

桉下法选丨的一个子序列卜先在包含于内的诸八中任取一个作为 Zh .然后，在包含 

于 [ fl2 , 〜] 内且在々，后面的诸 A 中任取一个作为 •!：& ，余类推，可得{厶> 的一个子序列卜, 4 卜满足 

(务 = 1.2, …）. 

由此可得•即>为 U -} 的一个收敛子教列. 

证因为数列 } 有界•故珂设一切项满足不等式 

其中为有限的实数•将区间 0,6] 二等分之，得区间，其中必至少有一个包含所给 

数列的无限多项，将它记为(若两者均含无穷多项，则任取其一作为6,]〉.再将区间 [ a ,,6,] 等分 
之.又可得区间[> 2 ,它包含所治数列的无限多项.依次类推，于是得一串区间 t 

其中每一 0_，心]都包含所给数列 > 中的无限多项，且有 



因此，根据 KN 套定理 m 具有唯一的公共点 h 且 

lima. = lim6_ =c. 

现按 T 法选出 U ，} 的一个子数列 } :在 包含于[〜，仏]内的诸 a 中任取一个作为.然后，在包含于 

[> 2 為]内且在 *1^ 后面 的诸心 中任取一个作为_1：, 2 ，然后，乂在包含于0,,6 3 ]内且在后面的诸 X ，中任 
取一个作为 h 3 . 余类推（这是 ej 能的•因为每个 [«*,&] 中都包含有 a 无穷多 项〉. 于是，我们得出的 

一个子数列卜 。卜 满足 

分* (是=1，2, …）. 

由此，知 | f 丨 <6*—a*U = l ， 2r")^ t lij^j> 4 =c. 从而 . {x Pk }是 {a } 的一个收敛子 数列. 

证毕. 

【126】 证明： 若数列心（/1=1,2 ，…） 无界•则存在子数列 > 2> ，（； 1=1 ， 2^"), 使得 1^*2> 11 =00. 

证因 a ( n = 1,2 ，…〉 无界•故存在某项 ' 满足丨 >1. 由于数列 xJnsA + U / M + Z , …）也无 
界•故又存在某项•使 k , 2 |>2；又由于数列 A(n = p 2 + l , p 2 +2, …）无界，故又存在某项 x , 3 

(仏>灼），使|心 3 | >3.余类推•于是•我们得 { a } 的一个子数列•满足 

\x Pk I >k a=l,2，"h 

由此可证毕. 
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举出在这些关系式中严格不等号成立的例子. 


证明思路 （1) 先证右端不等式•存在 { A } 的子数列丨使: r '— •对于数列 { jy ' 丨，必有子 


数列: y % 使 y 、 —尽•由于 ： r % - 

limCx ” +% ) 及 lim ( jr ” +% lim j , + lim %. 


+沒,故 a+fi 为 < A +> } 的一个聚点•由此有 a + 降 


再证左端不 等式. 存在 { x . + v ,, } 的子數列 { JT % } 使十' —a = lim ( j B -f 3 > w ). 对于 { 卜存 

*-♦00 

在子数列 { j ： % I 使彡 limi ■•由于 

• • k-^oo tr^oc 

y % = +、）一' 一《>’- 〆 • 

故 a ' — 〆 为彳 > > 的一个聚点.由此有 

a 一 〆 > lim % 及 lim ( j ：_ + y _ > =</>〆 + limy _ > lim + limy " 


(2) 冏 （1) 的 思路. 


证 （1〉 先证右端不等式.根据定义，存在 {心} 的子数列 } 使 


.对于数列卜 ％ 卜必 


有子数列显然由于 + y ' —* a + 分，故 a + 尹是 { A +> }的一个聚 点. 
由此可知 

a + ft ^ lim ( x m - hy 9 ). 


故得 


lim (；!：• + % Xfl+W hmi _ 十 lim %. 


再证左端的不等式，根据定义，存在 { a +%} 的子数列 +： y % } 使化 （〜+>). 对 

歸 - ♦» 

于数列 { 丨，存在子数列 { 心* }使： ％ -♦ 〆 = limjr % ，显然 limx. t > lim j _ .由于 

1 . k^oo 秦-•— n -«> 

y ' =( i % . 十 ) 一' — a ’ 一 〆 • 

故 </— 〆 是{% } 的一个 聚点. 从而•(>’一 〆 > limy ■，由此可知 lim (■!■•+>)=(/>〆 + limy " + limjy ,. 

rn^oo m^oo 歸 m^oo w-^oo 

(2) 先证右端不等式•根据定义，存在 {々+》} 的一个子数列卜使、 

对于数列 {•Tq } ，存在子数列•!：% — 显然由于 

y %i =(jr ' +3 \ f ) — :%• —m 

故 r - r 是{%}的一个聚点•从而 ， r — r < Yimy n •由此可知 lim ( or , + % ) = r < r + lim % < limx ,, -f limy ,,. 

ir^oo m^oo ir-»ao ir^oo it 今 oo 

再证左端的不等式.根据定义，存在 <%} 的一个子数列卜使知对于数列卜存 
在子数列 r % } 使工' — / = 显然由于 


k ^> 


故 〆 + 〆 是 + y n } 的一个 聚点. 从而， 


Um ( I 两 +% ) » r ’• 


由此可知 linUa^ +%)>〆 ++ 11111% • 证毕 • 

*一°° 

以下举严格不等号成立的例子.例如，令 
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:/为：1,0,1,0,1,0, 


、 } 为：0,2,0,2,0,2，”' 


则有不等式 


而对于数列 


lima : 歸 + lim% = 0< lim(x w + % ) = 1 < Um jt_ + limy” = 2_ 


{ x m > 为 ： 0, 2, 0, 2, 0, 2, 


㈤ 为 ：1, 0, 1, 0, 1, 0 


则有 Umj： n + lim % = ^ limCar ^+ y ,,) =2< Iimj JI + lim ^, = 3. 

【132】设 x ,^0 fn yXKifl ，2 •… >• 证明： 

(1) limx ^ • limy ,, ^ lim ( x n y m ) ^ lim j , • limy , t 及 

n，oo If-^oo rn^oc m-^oo 

(2) limx lt • limy ^ lin ^ jroOdimjr , • limy .. 

举出在这些关系式中严格不等号成立的例子. 

证（1>先证右端的不等式.根据定义，存在 <心> 的一个子数列使 《 r % 
} •存在子数列 { >\ } •使夕〜 -*- p = V \ my mk ^0. 显然 jinjA glim %. 由于 j 


对于数列 


yn k — 故 a /? 是数列 


，: yd 的-个聚点.因此， 


limCx ^. Xa^t 


由此，再注意到卢>0,即得知 

limlimy.) —( limj,) • (limy,). 


冉证左端的不等式•若 1^ a = o , 则此+ 等式敁 然成立•故设 > o .于是•存在正粮数 N 。， 使当 

歸 - ♦©© 9-^00 

n>N 0 时， aX) .根据定义，存在 : y] 的子数列卜 ％ ： y % 卜使 

1% y% limCa:,, y m )^0. 

• 令 _ 

对于数列 {■ r % 丨，存在子数列丨 * r % } .使 

一 〆 =limj ： 两 

• 

注意到 〆 > o 以及 j _> o (”> n 。） •知 

!-•<» ir-^oo 

故 f 是<%>的一个聚点.从而 • 

/ 

由此可知 lim(■!•■»>>»» )=</>〆 (lim < y w )^(l»mx.) • (limy,). 

n-^oo 歸 m^oo m-^oo 

(2) 先证右端不等式，可设 {%> 有界（若无界•则 !^% = + oo , 从而此不等式显然成 立）. 根据定 


义，存在的子数列 { x ^ % } ，使 


对于 < x % } ，存在子数列 } ，使 


y 、 ^*a= lirn(j ： m y m )^0. 


J V 一卜函 

若卢 =0•则由于 {: y , } 有界，知 < r '： y % —0, 从而5 = 0•此时所要证的不等式显然成立，故下设^>0.于是.当 
;充分大时（《〉*。），\ >0,故得 
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ym k r = ^ Xm k 




因此， f 是{: y ,} 的一个聚点，从而 < g ： y ,: 由此可知 

lim(j,y.)=a^^(limy ll )^(Iimj il ) • (limy,). 

^-•oo gf^oo it^oo ir^oc 

再证左端的不等式.根据定义•存在 { jy / 的一子 数列卜 ％ 卜使: y - 4 — r =]^： y ,>0, 对于卜 , 4 } ，存在子 
数列 } ，使 

J % -^r= limx % ^0. 


显然 > limj w >0. 由于 


故 rr 是 } 的一个 聚点 . 从而， 


w — rr 


rr < lim ( jvy . 


由此可知 （limj：”）•（ lim% Xrr^lim(A>0 •证毕 • 

口 -一 

下面举严格不等号成立的例子.例如，令 


} 为：+，2，+，2，+，2，". {_y_ } 为：2•+ ，2，+，2• + 


则有不等式 


(limx,,) • ( 1101 ^) = — <lim( j^,) = -r-<( limj,,) • ( lim 

^ZZ 口^ 乙 JT : •，的 




再令 


为，2, + ,2, + 么 + , 


T •… 


，職 }为*7,2，了，2，了，2 


则有不等式 


(limi,) • ( limy,> = > = 1<( lim j_) • (lim%) = 4. 

m-^oc C m^oo ir-^ao 

【 133 】证 明：若 limi, 存在，则对于任何数列 : y,(/i=l,2 ， … 〉，有： 

•r—oa 

(1) lim(x ll + 3f (l )= lim j, + lim% * 

”00 ”00 lt-^« 

( 2 ) 111 X 1 (^^,,)= limx, • lim^ (*r,>0). 

ir^oo m^oo 

证 （ 1 ) 由于 linn 存在•故 1 丨 11^_ = 1 丨 11^ = 1^ 心 • 从而•利用 131 独的结果可知 

1^00 m^oo 

limCx,, +y_ )^limj it 4- lim^ = limi_ + lim% = limr, + limy,,^ limCx,, ）， 


故得 


故得 


lim( j,, ) = limx,, + 

»-♦«» ir-^ao H-»oo 

(2) 分三种情形 ：（ I 〉设: y ,>0( n = l ,2, …).则利用 132 题的结果可知 

lim(x ll< y ll )^( limx,,) • ( lim^) = (limx. ) • (lim%) = (limi-) • ( \imy n )^\im(x n y n ), 

ir^oo 雕一 oo 薄 ，oo it^oo a-^oc 屬 ■ 〜 n-^oo iv-^oo 

lim(jyy 爾 > =(limi 轉） • （ lim%). 

• ■• jo 灣 ■• oo • ■• ro 

ii ) 设： y -<0(/ i = l ,2, …）. 则一 : y . XKnsld , …〉 ，于是，仍利用 132 题的结果可知 
lim( — x n y n )^ lim y m ) • limx,, = lim (— y m ) • limj*, = lim (— >0 • lim j, ^ lim ( — x n y 9 


故得 
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\\m(—x n y m ) = YiTnx m • \\m( — y m ) ； 


但是根据上、下极限的定义，显然有等式 


lim ( — x m y m ) = —lim( ayy • ) ， lim( —>.) = — lim 夂 


由此可知 


limx. 


lim j, • V\my m = limj,, • limy 爾 

蠡 - »QO k-^oo * IV^OC tr^OQ 


(iii )设{%}中有无穷多项是非负的•设这些项构成的子数列为 )( y. k >0, 走= 1,2 ，…〉 （如果 
丨中只有有限项是非负的•则从某一项开始有 ><0•这时应用 （ii ) 的结果即知所要证的等式成立）.丁- 
是，注意到显然有（利用（丨 ） 已证的 结果〉 

lim(x JI >r ll ) = 

It~*oo 

证毕. 

【134】 证明： 若对于某非负•数列1,2 ，…〉 ，无论数列>(，*= 1,2 ，…） 怎样选取，以下两 
个等式中至少有一个成& 

( 1 ) lim (x, + ^, ) = lim j, + lim 3 >. . (2) lim(jvy_ > = lim*r, • lim 夕 ■ • 

m—oo m—oc tr^oo m-^oo 

则数列 a 是收敛的. 

证取 Uj 的子数列{1 % >，使取 

m—oc 

I ~Xm t riT^n k t 

%= ( 々 =1,2 , …）， 

liA t n=n k • 


其中 A 为任取的正常数，对此若 （1) 成立•则由（注意到 

lim ( x . 4-^) = ( limx li )4 -Af limy _= A ， 

^°° 

知（1^心）+八=(:1)+>\,由此可知1^4=1^1.故<_|^收敛. 

若 (2) 成立，则由（同样，注意到 ^>0) 

\ im ( j ： m y 9 )=A • limx . 

口 

知 A • limx . = A - •由此可知•故 U .> 也是收敛的•证毕 • 

^°° ^7^ 

* ) 作者 注：原 著中将 Xn >0 的假定加在条件 （2) 后，似不妥，因为教列 A 应该是預先給定的. 

【136】 证明： 若数列: r _( n = l ,2, …）有界，且•则此数列的聚点充满于下极限和上极限 

/ = lim j •，和 L = \ imx m 

之间，即间隔 [/， L ] 中的任意一个数都是该数列的聚点. 

证根据定义，/与 L 都是{心 } 的聚点，故我们只要证明/与 L 之间的任何数 a (/< fl < U 都是 U - } 的 
聚点.先 证：对 于任意给定的€>0及任意给定的正整数. V •必有正整数 rT > N 存在，使 I a .— a I < e . 

由假定，必有正整数 N ' 存在，使当时，恒有 - x..|<€. 令乂二咖乂彳/^^卜则于数列 
Abs/Vo + U/Vo+Z, …）中必至少有两项々和 ov 存在，使(因为否则的话，例如，无小于 a 
的项，则必，此与 Ka 矛盾），不妨设 n'<n ' 令满足 '且使 a < a 的正整数 n 中之 最大者 

• r-^oo 

为 /I ••显 然， </一1,且 I ,. < fl , f ■ nSfl •故 / T > N ， n . 〉 N '并且 

I Xn m 一“ I < X .* ~ X m m <€. 

现取 使 ly — a j <1, 再取 6 2 = + ，乂 =71 1 , 则存在 :^ (〜>〜）* 

卜 (12 -«|<+ ; 又取£ 3 = + , 乂 = 〜，则存在 ； 3 (n 3 > 叱） 使 l ^- flKyi 这样一直继续下去，则得 


<〜} 的一个子数列>，满足 
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\^ k ~ a\<Y (务=1，2,…)， 

故： r 、— a ，即 a 是 U , } 的一个聚点，证毕. 

【 138 】 证明： 若数列 x _( n = l ,2, …） 收敛，则算术平均值数列 （•= 丄 （々 + 0 ： 2 +… +x w ) (n 


=1，2,…） 


也收敛，且 




逆命题不成立，举例说明. 

证 明思路 设 linn = a ， 則对任誇的 e >0, 存在正整数 N ， 使当 n>N 时， | : r , 一 a | < c . 令 s , = a：i +: r 2 + 
… + •! •，则 

S m _SN i Ss _ SN i • 


取 N f >N ，使当 n>/ST 时，性有 ^ •<€, —<TT1T 

n n |fl|+e 

(n-l ，2 , …）. 

= + = f ^ + fy - r ? 


n-N 

，可证 


+ ••: ±^ (1 一 △)• 


^--a I <3 e . 反之不然，例如 ，: !：《* = ( — 


1 )_ 


+ ••1^( 卜么 )• 


n-N 

因为 lima :, 存在，设收敛于 a , 则对于任给的 e 〉0, 存在正整败 N , 使当 n > N 时， lA - fljCe , 即 f 


工 jv +2 ，…均€ (a — e ， a +€). 由此推得 




n-N 

I . V+1 十 Jjy 肀 2 +… +: r , 

n-N 


1 也含在 (fl — hfl + €) 之内，即 


a + at 


式中 a < c . 


这样， i => = l + ( a + a >(l — 2). 由此得 


Sm 

- 1 

n 


今取 Y 〉 N , 使当”〉 AT 时，恒有 


<1^1+ | a | +( | a | + | a| 


iicdc •，〜 e 


lal + e . 


于是，当时，恒有 


<3 c . 


由此可知 limi = a ，即 乜 +」" - + - J j = limx . = a . 

pf-^oo Tl tf-^oo Tl m^oo 

反之不然，例如，数列 A = (_ l )— …）是发散的，但是数列 

0， ri 为偶数， 

1 

- *—t ”为奇数， 


却是收敛的. 

【 139 】 证 明：若 limAS + cx ), 则 lim i ± ^ + …十心 


= +oo. 


提示同138題的思路. 

证因为 UmAS + oo , 故对于任给的 M >0, 存在正整数 N , 使当”>〜时，0： || >3从,此时，仿138题的 


证明，有 
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时，则 lim ( — lor _) = + oo , 利用139題的 结果. 


证设 因2 (| 〉0(^1=1，2，一），故£1>0.先设 a >0, 则 limlru ^^ lna ， 于是，利用 138题的结果 


可知 


lim 丄 （lari + lnx 2 + …+ lnx . ) = \ na . 


m-^oo Tl 


由此可知 


lim ^/ x x xt ^ 9 x n = * { ^ r * … — a — limx ,,. 


若 a = 0, 则 lim (- lar ,) = + oo.Wffi 139 题的结果可知 


lim — (一 lari — Inxi 一…一 lnx « 

薄 •» n 


由此可知 


证毕 • 


lim =0= \ imx m . 


【141】证 明：若 aXK / isIJ ，…〉 且 li m £m 存在，则 i im ；^7= lim £ ili . 

"oo JT_ "OO "oo X_ 


证明思路令 : 則： y_>0 • 且 lim% 存在，设为 a. 注意到 《 r,=X| • ^ ^ . 并利 

•!：• m^oo X\ Xl X «-1 



第一章分析引论 §2. 数列理论 



y . V +2 


都包含在 ( “一 +，< 2 + 含） 内，注意到 y ■- 


'期 （ m = l ，2, …） ，得 


(a _ ys^ 1 ) <-2 ： .V^2 _ 1 < (^ + -|- ) ( yN^Z ~ ys^ 1 


(a - f )( 外 +3 - 


— + + > ( 外 +3 一 y‘V+ : 


(a—+>(> 十 I —y m )<x m ^i —x li <(a + -|- )( y--i —yd ， 


相加，即得 


3 Vm 


< y . 再注意到 


y - 


yn \ym — yN^i / 


取 M > JV , 使当 n > M 时，忸有 1 ^ 1 -" a ^- } - 1 <~| ■，則 可知劣 ">； Sr 时，恒有 


： y _ 


< c . 


证假定 UmH 


% 


i. 由此，并注意到 ％- + oo 知对于任给的 e〉0, 存在正整数 A /， 使当 n>N 


时，恒有 




<+ (且％>0〉. 


于是，分数（当时） 




Xn 


ys ^ t ~ ys^i ys ^ i — ys^i y m — y m ^i y n ^i — y m 

都 包含在 — 之内，因为:所以，这些分数的分母都是正数，于是，得 


( fl —专 >( y . v +2 — yN ^ iXxs^t 一 《 r >^ i<(fl + 十)(}、•♦* — 


乂 V + 


— - yv + i )< J . v ” — Xn ^ i < ( a + -|-)(J — y . v^i ) 


相加之，得 


(a — 专 )( ， 1 十 1 一 y_ 〉 <i • 十 》 — + 


(a — j)(y_+i — 乂 v+i)<JVm - JT‘v.i<(fl + f )(y“i 一 3N+i 


即 a- 


3 Vm ~ ys^i 


< fl + + , 所以，当 n>N 时，恒有 I 二二 I^|- Q <~| •.另外，我们有（当”〉;V时) 


3^ 


+ •(! 


yn 


/ x m — x s ^ 

\yn — ys ^\ 


故 


一 


< JN 4-1 ~ gys^x 


T - 


现取正整数〆>〜,使当 nsiNT 时，恒有 

1 — ays^i 

y - 

于是，当 n>N 7 时，恒有 


< 


2 f 


〈£• 
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由此可知 t lim—= a= lin 

m^ooy m if^c 




= . 证毕 . 


yn 


注本題中，若将条件 （ 3) 換为 lin 


iii+i 


1 ~yn 

lim— = lim 

m^ooy m m-^oo 


> (或一 OO )， 則结论仍 成立： 

J-.l —Xn 

y ，+!_%• 


详见 r . M . 菲赫金哥尔茨著《微积分学 教程） 第一幸 § 2. 

【144】求 ( a > l ). 

— a " 

提示利用 143 題的结果. 

解（ 1 )设 1 _ = « 2 ， y H = a _( a > l ) .则 y „^ i > y m ，>-*• + <»，且有 

x m *i ~ j . _ (w-f- 1 y —w 2 _ 2n+l 

再设 : r: = 2n+l ， y_=a’ ， _y—i 〉 y_ ， y_-** + °° •且有 

xUi — x m _ 2 


a m ( a —\) 9 


因而利用 143 题的结果得 = 即 limH 


yn ^ i—ym a m (a — l ) 
— = 0 . 


0, 


woo a 


继续利用 143® 的结果 . 得 lim> = 0, 即 lim~ = 0. 


♦00 fl 


OO 


注 143 题的结果属于 O. Stolz, 当 y, = n 时，早巳被 A. L. Cauchy 所讧明，此蛣果常用于确定“一”型 


的不定式 1 ^的极卩艮，144題即是一例•应用此结果•也可证明138超及139题的结果（此结果属于柯西 
Cauchy ). 事实上，令 

: ri = j ： i + i : + …+1.. y m = n . 

則 

limf, = lim Xl +為 + … +f- = li m 与 = lim J 广 , 二 = limx^, = limx.. 

ir^oo Tl m^ooy m w^ooy | y m 9-^00 ir-»oo 

【 146 】 证明： 数列 1 _ = 1 + 去 + + + … + 丄 一 lrm (n= 1 ， 2 •… ）收致 • 

l o n 

因此有公式 

1 + + + + + … + 士 = C + Inn +€■ ， 

式中 C =0. 577216 …称为欧拉常數•且当 ”― oo 时， 0. 

证 明思路 利用 75 題⑴的 结果： ln(l + 士 )<+, 故 ln(n+l)-lnn<-i-. 分别令 n= 1,2, … ， ; 1 ，将 n 

个不等式相加，得比(”+1><1 + ~^ + ~|~ + — + ~^.又 x m *i =1 + + + + +… + + + 』 i —In (”+1)> 

+ ；>0.且 > 2： 1| -1 11+1 =111(1 + +) — ^>0,故^:^ 存在，记为 C , 其中 C 的近似值为 0.577216, 即 1 + 

4* + 冬 + …+ 丄 = C+lrm+e_ (e, 一 0 ) • 

2 3 n 

证因为 ln(l + 士 ■)< 士 ，故 In (” +1) 一，令 n = 1，2,3,…得出 

ln2 - lnl<l ， ln3 —In2<^-. In4 - ln3<j ， … ln(n+l) —lnn<j ， 

相加之，得 ln ( n + l><l + + + + + … + 丄. 于是， 

2 3 n 
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― = 1 + f + t +". + t + 由 - ln ( ”+ 1 〉 > HT 〉 0 ， 

即{^ } 是一个有下界的数列.其次， 

因为;+ ，所以，；一心 +1 >0,这就是说， <■!：■} 又是一个单调下降的数列•因而 

在，用 C 表示之 ， BP 


、存 


•= lim(l 


2 3 


4 » +…+丄一 1 加）， 


它的近似值为 0. 577216. 或表成 




C+lnn + e , 


其中 lime w =0. 

歸 - 

* )及》 * ) 利用 75題 （1) 的 结果. 

【 150 】 证明 ：由下 列各式 

•ri=fl. yi^b, jvm = Vx m y m • y, 4 .,= 

确定的数列 A 和…〉有公共的极限 

^( a ,6) = limx , = limy . (数 fl 和6的算术几何平均值〉. 

证明思路 分两种情形： 


( l ) a 与6中至少有一个为零，例如，设 


，.則有 =专=… = 


(2) 设 a ^0,6 关0,則必有 a >0,6>0 •不妨假定•应用数学归纳法可 : 
证分两种 悄形： 


(1) “与6中至少有一个为零•例如•设 “ = 0. 則显然有1=0 (/ i = l , 2•…） • ：,从而，递推得 

. % = 2^7 ( h =1，2 •…) • 

由此可知 lim ; = 0= \imy n . 

(2) 设“关0,6乒0,这时，必须 “>0,6>0. 否则，若《6<0,则 ■!：: = # 没有意 义：若 a <0, 6<0,则 x , = 

v ^>0, 力<0,从而 v ^37 没有意义.因此•必须 a >0, 6>0.不妨假定 a <6. 由于两正数的 

等比中项不超过它们的等差中项，并且 ffi 界于原来两数之间，故有 

由此又有 a < x 2 < x 3 <>»3 

应用数学归纳法可知一般有 

(” = 2,3, …〉. 

故 { x „> 为单调增大的有界数列，{%>为单调减小的有界数列，因此它们的极限都存在.令1^心=心 lim ^ 
= /?. 在等式两端取极限，得卢=故 a =分，即 lim a = lim % • 

证毕 • 
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§3. 函数的概念 

1°函数的槪念若对于集合中的每一个 X ，有一个确定的实数: y 6 y ={： y } 与之对应. 则变量 
: y 称为变 Si 在所给变化域 X 上的单 值函数 ，并记为: y =/( x ). 

集合 X 称为函数 /(： r > 的定义域或存 在域； y 称为这个函数 的值城 ，在最简单的情形下，集合 x 或为开 
区间 （“， A 〉： a <: r 〈6 •或 为半开区间 （ a ，6] : 或 [ a ，6>: •或为 闭区间 （线段） [ a ， A ] 

其中和6为某实数或符号一 oo 和 + OC (在这 种情形 f •没有等 号）. 

若对于 X 中的每一个值 * r 有若干个值 : y = /( x ) 与之对应，则: y 称为 x 的多值函數. 

2°反函数若把 I 了解为满足方程 

A^=y 

(式中 ： y 为；4于函数 /( x > 的值域 Y 中之一个固定 数值〉 的任何数值.则这个对应关系确定出在集合 y 上的 
某函数 

x = r , ( y ). 

这个函敗称为函数 /( d 的反函數，这个函 数-般 说来是多值函数.若确数 _ y -/( x ) 是严格单凋的，即当工 2 
> x , 时， / Cr :)>/(： Ti > [或相应地 /(々 X / Cr ,〉]， 則反函败: r =/ M (： y ) 为单值而且严格单调的函败. 

求下列函数的存 在域： 

1157] y - log ( s in - j ). 

解当 sin f 〉0 时，: y 值确定•即只要 

2 it 7 r <—<(2 ^-f Dtt U = 0, l ,2 •…）及 一 （2 务 + 2> tt < "^〈一（2*+1 ) tt . 

J X 

所以，存在域为满足不等式^ U »0, l ,2 ，…） 及一 ^1<><一5^的数1的 粜合. 

求下列函数的存在域和函数 值域： 

【 167 】 y=\g(\ — 2cosx). 

提示 由1 一 2 cosj >0 易得存在城 A . 注意. 由 max < 1 — 2 cosx ) 二3 ， inf ( 1 — 2 cosj ) “ 0•即可求得函教 

m€A x6A 

值城. 

解当1 一 2 co S _ r >0 时，: y 值确定.解之，得存在域为满足不等式 

2^+-|-<0-<2^+^ a = 0 •士 1, 士 2,…） 

的数 J 的集合 A . 因为 max ( 1 — 2 cosx ) = 1 —( — 2)=3, inf ( 1 — 2 cosx ) =0. 

x€A 

所以，函数值域为满足不等式一的数: y 的集合. 

【173】在等腰梯形 ABCD 中（图173 — 1>,底 AD = a , BC = 

6)，高 = h 引直线 M . V /// JH . M . V 与顶点相距 = n 
ABNMA 的面积 S 表示为变贵 j : 的函数.作函数 S = S ( d 的图像. 

提示 分三种情况 求解： 

( l )0< x <^； (2)^< x <^； 

解 AH = — 6〉，分三种情况 讨论： 

图 173-1 
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(1) 当时，即 MN 线在内，此时7 = 3, MN= ^b 


于是， S= | MN • 工=爯，如图 173-2 中弧 5 X ( 系抛物线 段〉. 

(2) 当 ^<: r <¥+6 =f 时，面积 

5 =宁畤+小-宁)=+-宁)， 

如图173 — 2中不含 A 点及13点的直线段 Afl . 

(3) 当$ <1<^时，面积 

s= ， -占.(一 >1= {宁 — 

如图 173 — 2 中拋物线段 

图173 — 2中各点的位置如下： 



图 173-2 


A ^ hU ^ b )^ b (^,^±^), 


又 xana = h . 


则 


【223】设 9( i ) W <« r ) 及/(了）为单凋增函数.证 明：若 

9< xX /( xX ^( x ), 

j: 〉 ]• 

提示利用函教单调性的定义. 

证设 X 。为三个函数公共域内的任一点，则 


( 1 ) 

( 2 ) 


fUoXf(jCoXipCjCo). 

由 （1) 以及函数/( X )的单调增加性知 

从而 ，^>( A )]</ t /(* r 。）]. 同理，可证/[/(1。）]<^0(1。）],由： T 。 的任意性，于是 ， （2) 式得证. 

求反函数 x = 〆 : V )和它的 存在® •若： 


【229】 y = thj ， 式中 thj = 
e "- e ^ 


e x - 


解 由于乂 


e"+c 
(eO 2 -! 


^ T 7 (—00< J ：< + 00). 


e x + 


( 〆 ）; 


即 A = 两雉再取对数，并注意到 J ^>0 即一 l <： y < l , 于是 


arth>=-|-* n - l<y<l. 


y 


【233】若存在数 T >0( 函数的周期一在广义的意义上）使定义于集合£：的函数 / U ) 满足等式 

/(I 士丁 )=/Cr) (x€E). 

则函数/( X )称为用期函数. 

说明下列函数中哪些是周期函数，并求它们的最小 周期： 


(1) /(x) = AcosAx+BsinAj ； 


(2)/(x) = sinx + 了 sin2j + 了 sin3jr; 


(3)/(x) = 2tany-3tan 


(4)/(x) = sii 


(5)/(x) = 


(6)/( x )= v / tana * 
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(7)/(x) = tanVx ; (8)/( ： r> = siar+sin(xy^>. 

提示 （ 5) 用反证法.设 sin (: r+a) 2 = sirur 2 . 

解 对于 （1), 由于 

/(x+_ ) =AcosA (x+^ ) +BsinA (x-f ^ ) =AcosAx+BsinAx==/(x), 

故为周期函数，最小周期为 T=^f ( A >0). 同理珂证：（2)、（3)、（4〉和（6)也是周期函数，最小周期分别为 


2 tt 、6 it、k 和 it •对于 （5), 若周期为 a , 即 si n («r + a > 2 = sinx 2 •令 x = 0 即得^1=士 (m 为某正整数〉，代 


入，又令 0 ：= v ^ T , 易得 sin (2#// m )=0 •但 2 A；/i 显然不是整数•得到 矛盾. 于是， siar 2 不是周期函数, 
同理，（7> 和 （8) 也不是周期函数. 

【234】 证明：对于狄利克笛函数 


任何有理数皆为其周期. 



x 为有理数. 


• r 为无理数， 


证设/为任一有理数，则当 x 为有理数时,^+/也为有理数.若 x 为无理数，则 x +/ 也为无理数,所以, 


^( x 4-/) = 


Ot 


J ： 为有理数， 
x 为无理数. 


即为周期 • 

【236】 证明： 若函数 /(文) （一 oo <： r < + oo ) 满足等式/(1+了）=々/(1),式中 务和： T 为正的常数，则 
/(: r )= fl >(: r ), 式中 a 为常数•而 9 >( x ) 为以 T 为周期的函数. 

提示利用； *1 期函数的定义. 


证由假定 A >0,7>0, 令 fl = d >0, 則 a T = k . 于是有 /( x + T )= a T /<^> - 
今定义函数 #1) 如下#(工）=^1/(1).易知 pu ) 是周期为 r 的函数 .亊 实上， 

9(x+T) = a" < ^ r) /(x4-T)=fl- , a* r a r /(x)=a- x /(x) = 9>(x). 
于是,其中 〆 •!：〉是周期为了的函数•证毕 • 


§ 4. 函数的图像表示法 

1°要作函数 : y = /( d 的图像可按以下方式进行：（1〉确定函数的存在域； C =< xh (2) 从 X 中选出充分 
密集的自变贵值 A , x 2 ,-, x . 与相应函数值组成对应数值表 

yi = /( x , ) (i = l ，2 | 

(3) 在坐标平面上绘出一系列的点并用线把它们连接起来，连线时应考虑中 
间各点的位置对曲线形状的影响. 

2°为了得到函数的正确图像，应当研究这个函数的一般性质. 

首先必须：（1)解方程 /( z )=0 •求出函数图像与 0: r 轴的交点（函数的芩点） 〆 2) 确定函数为正或为负 
时自变鼉的变化域：（3)若有珂能，说明函数单调（增或减） 区间； （4) 研究当自变最无限趋于函数存在域边界 
点时函数的情况. 

这一节里要假定读者已经知道最简单的初等函数的性质•如幂函数、指数函数、三角函数等. 

利用这些性质，不用作大量的计算工作，立即可以画出许多函数的草图，其他的图像有时就是这些最简 
单图像的组合（和或乘积等等）. 

作出下列高于二次的有理函数的 图像： 

【247】 y = x 2 ~ x A . 
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解 n 2 (l -1 〉 (1+1) =+— (P -+ ) 1 . 


图像关于 Qy 轴对称，与两坐标轴的交点为(一 1, 0),(1, 0),(0, 0〉， 
且在 (0, 0) 点与 Ox 轴相切. 

当工=士时 ，尸 l 此时(一 i ;) 均为图 
像上的最高点. 

当 ( Xorcj ： 时，曲线 上升； 当 grCiC + oc 时，曲线下降.如图 
247所示. 

作出下列分式线性函数的 ffl 像（双曲 线）： 

【251】把分式线性函数 

广盟 ( ad - bc ^ 0 , c ^ O ). 

化为以下形式 ^ = ^0+^-. 再作它的图像.研究例子 >=| f ^|. 



be — ad 


图247 


合，其中 


所示 • 


3 x 4-2 


对于有 1。=加=亏 ，如图 251 — 2 所示 • 


• m = 如图251 — 



图 251-1 

作出下列有理分式函数的田像 


【260】 尸由一 f + 


1 -x 



图 251-2 


m ^ y=Y^^ = -T Ry= T^^ mWi9：mm ' mj& ^ 

一 l，:r = 0，: r=l 及 y =0, 如图260所示 • 

【263】把函数 = ^1±^±£ ( a ,^0) 

a \ X ^ rb \ 


化为以下形式 


y=^x+m + — 37 


然后作出它的草图.研究例子 y = 


x 2 -4 x +3 
~ 1+1 ~ . 



图260 
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= kx+m + 


其中 


aib—abi 

flr ， 


=-A •”=丄一 


(a\b—ab \). 


如图 263-1 中黑粗线所示 . 
对于 

x 2 -4x+3 

x+r 

= x ~ 5 + 7 Ti ' 

如图 263 — 2 中黑粗线所示 . 


图 263-1 


作出下列无理函数的 图像： 

【謂】 ,=±Vrrf- 

提示注意 


图 263-2 


解卜兒，! 

将 1= 一 1 及： r= 


一 1 + 


，漸近线为 I — 一 1.利用 ffl 涞相加 法即得所需困诹（ 1< x <1) 


TT 7, 


的图像叠加即得，如图 270 所示（一 



图 270 

作出下列三角函数的 图像： 

【 296 】 y = siarsin3j. 


图 296 


解 cos2x — cos4x). 图像关于 Oy 轴 对称 . 周期为 it. 将 jCOs2j 及夕 =— 了 cos4«r 的图像 

叠加即得 . 如图 296 所示 . 

作出下列函数的 图像： 


【 298 】 y=si\ 
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第一章分析引论 §4. 函数的图像表示法 


解题思路 图像关于 0 ：y 轴对称 • /( V ^) = 0 (n = l ,2 ，…〉 ，且 lim ( v /( n + l )7 r 一 y / rm )= 0 . 由于 sinx 2 

< x 2 , 故曲线位于抛物线： y = x 2 的下方. 

解图像关于 Oy 轴对称.因为 

/(>/^) = /(在)一 =/( v ^)= o . 

并且 lim ( y (”+ l )7 T - v / W ) = 0, 所以，曲线和横轴的相邻交点的相互距离所成的数列的极限为零. 

n-^oo 

由不等式 sior 2 <^，我们知道这条曲线位于抛物线 y = x 2 的 下方. 如图298 所示. 



【 299 】 >»=sin -j-. 


解题思路 一 l <： y < l . y =0 为渐近线.图像关于原点对称•当 j ： 无限接近0时，函数在一1与1之间 
接动，并且凝聚于原点 o . 

解 一为渐近线. 

Jt—oo 

当 * r 由 + oo 减小到 上时， 则丄由0增大到 f ,而 : y 

W X L 

由0增到1;但当 *r 由 | 减小到長，则+由•增大到 
孕，而 y 由1减小到一 1.当尤=丄时， y = 0 等.因为： y 

2 ^ 图299 



是奇函数， 故阁像 关于原点对称.当 x 无限接近0时， 


函数在1与1之间摆动，并且凝聚于 O 点，而在点 x = 0 处，函数 y 没有定义•如图299 所示. 



图301 
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吉米多维奇数学分析习题经典解析 


当 x = ( 2 kl~iu (灸 = 0 ,士 I 士 2 , …） 时，士工•当 X = J ^ (走=士1,士2,…）时，： y =0. 


当 : r > i 时，: y 单调增加，且有 



的图俅，如图 302 — 2 所示. 

*) 此结果参看本章 §5. 
【 305 】 y B e J cosx. 


解由于一，故图像在: y = f 及 : y = e 〜之间 • 

当工=(2*+1) + U = 0, 士 1, 士2, …） 时 ， y =0 •且 lixn y =0, 但 lim fcosi 却不存在 

C •一 oo ^-♦ 4 -oo 


如图 305 所示 • 



作出下列反三角函数的 田像: 


【 M9 】 y= arcsinC cosx). 

提示注意 ，当 （2 务 一1)兀<^<2以 时，: y=(f+i)—2ibrU = 0, 士 1, 士 2, … >• 
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解 U ) 函数> =/(：|：一办>的图像 SI 由 ：y = /(: r ) 的图像平移距 
离 Ucl 得出. 

当& >0时，向右平移：当^<0时，向左平移. 

如图 326-1 所示. 

(2) 函数: y =： y 6 +/(：i :—為）的图像可由 ： y =/(* r ) 的图像先平移距 
典|1。丨，再上下平移距离1於丨得出•其中当: y «>>0 时，向上平移丨当; y 0 
<0时，向下平移. 

事实上，只要先将坐标原点平移到点（办，％).坐标轴的方向均 
不变，再在新坐标系中作父=/( 〆 ）的图像•其中 

y=y—yof x=x—x 0 . 

如图326 — 2所示. 






图 326- 




图 326-3 


(3) 函数 ： y=/(2:r) 的图像可由 ： y=/(x) 的图像沿 Oi 轴方向缩小二倍得出. 

如图 326-3 所示. 

【330】 已知函数: y=/(:r) 和： y=gU) 的图像•作下列各函数的 图像： 

(3)^=/[g(x)]. 

解 （3) 如图330所示.设 P 点是 Or 轴上横坐标为: r 的点.通过 P 点引铅直线.它和 ：y = 《 (x) 的图像 
相交得 Q 点（当然假定值 PQ 在 /(x) 的存在域内） .PQ=W ： r). 过 Q 点引水平线，它与: y=x 交于 K 良，过 R 








吉米多维奇数学分析习题经典解析 


作铅直线与 ar 轴及: y=/Cr) 分别交于了点及 S 点•则 OT= 
7^= PQ = g (: r ) ，因而 TS = /[ g ( x )]. 最后，把 S 点向通过 P 
点的铅直线投影得 M 点，此即函数 ：y = / I ^(： r 〉] 图像上的一 
点.至于该图像上的其他点，同法求得. 

但要注意，函数 ： y=/I^( ： r)] 的存在域是满足不等式 

a < g ( x )<6 

的数 I 的集合，式中 0,6] 是 / Gr ) 的存在域. 

利用图像的乘法，作出下列函数的 图像： 

【350】作函数 ^^ jr + V ^ sgnCsinTM *) 的图像. 

解当 2 k < x <2 k -\-\ (4=0, 1,2•…）时, 
sinirx>0,sgn(simrj) = 1 . 

因而 >y = x -\- Jx . 




而当 2 A + l <: r <2 A + 2 时，> = 1一>/^•图 350 — 1 中系函数 ^^ V ^ sgrUsinTU ") 的图像 （黑粗线所 示 ）. J 


中在 _ y = x 上的一支系 y = Vx -\- x 的一段 • 


至于函数 ： y = J +>/? sgn ( sinir : r ) 的图像如图 350 — 2 





所以， 9?[0( J ：〉] = 1. 

当 VJ <: r < 2 时， 0 ( 1 ) = 2 — ^,由于一 2 < 2 — : r *<- l ， ~0 

所以，史|>(1)] = 0. 8 

当 x〉2 时，#1 ) = 2,所以， 9 >[ 0 ( x )] = O . 

如图358所示. 

【363】 证明： 若函数 jyz / XiW-ooCiC + oo ) 的图像关于竖直方向上的两条直线 
(6> a ) 对称，则函数 /( x ) 为周期函数. 


=a 和 x=b 
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第一章分析引论 §4. 函数的图像表示法 


证明思路 设尺，则有 /( a + x ) = /( a — x >，/(6+: r )=/(6 — X 〉， 在前一等式中将 工 換成 x + (6 — a )， 
可得 f ( b - x ) = f { 2 a - b ~ x '). 再 依次将 b - x 換成: r 及换成 2(6 — a )+ r •即知周期丁 =2(6 — a ). 


证设 x 为任一实数.則按假设有 

/(a-f-x) = /(a— j) 及 /(6+x) = /(6—x). 
在 /(a+:r) = /(fl —j ) 中将 J ： 换成 j: + (6 — a) ，贝 lj 得 

/( x +6) = /(a — x —6+ a ) = f ( 2 a — b — x )； 
而 /(: r + 6 ) = /( 6 — X )， 所以， 

/(6-x) = /(2a-6-j). 

将 6— a : 换成: r ， 则得 /( j ) = /(2 a -26-*- x ). 

再将 : r 换成 2(6—a)+:r ， 即得 

/(x+2(6- a ))=/(x), 

即 fU ) 为一以 2(6— a ) 周期的周期函数.如图363 所示. 



【 364 】 证明： 若函数 ： y=/(a:)(—oo<i<+oo> 的图像关于两点 A( fl , ： y 。） 和3(6，：^)(6>^)对称，则函 
数 /( x ) 是线性函数与周期函数的和.特别是，若: y 。^：^ ，則函数 /( d 是周期函数. 

证 明思路 设 :r€ 尺 ，则有 /(a 十 1) 一 >» 0 = 加 一 /(a — j :)，/(6 十 j) 一妁 =>»i —/(6— x). 在前一等式中， 


将 *r 換成 1 +( 6 — a ) •可得 f ( b — x ) = 2 (yi 一加 ）+ /( 2a — 6 — jt ). 再依次将 6 —： r 換成 j 及 j : 换成 2 ( 6 — a ) + x . 


又可得 /( x )*2( y 。 一 yi )+/[2(6 —“） + j :]. 


令 fix ') — — - f - y ( x ) ，可证 tp { x ) =9^ x 4-2(6— a )]. 

证设 i 是任一实数，按假设有， 

f ( a ^ x )- y 0 = yo - fCa - jc ') 9 (1) 

/(6+ x)-yi 一/(6— : r ). (2) 

在 （1) 中，将 x 换成 : r + (6 — a ) 则得 

/(6+ x )-> r 0 = yo -/(2 a -6- x ). (3) 

将 （3) 代入 (2) 得 

2>，- /( 卜 x ) = 2_ y 。-/(2 a - b — x ), 

即 

fCb — x ) = 2 Cy { — _ y 0 ) + /(2 a —6— x ). (4) 

在 (4) 中，将 6— a : 换成: r , 则得 

/( x ) = 2( y ,->) + /(2 a -26- fx ). (5) 

再在 （5) 中将 x 换成 2(6— a )+： r ， 则得 

/(■ x ) = 2( y 0 — %)+/[2(6— fl )+ ar ]. (6) 

令 

/( x ) = y ( x ). (7) 

下面证明 #： r ) 一定是周期函数.事实上，由 （7) 式我们有 

/ [.r+ 2 ( 6 —a)]= — [1+2(6 — fl>] + y[:r+ 2 ( 6 — a )] ， 

/(x) —/Cx+2(6—a)] = 2(yo — ) + —9>[xH-2(6—a)]. 

因此，由 （6) 式可得 

^ j ( x ) = ^[ x +2(6— a )]. (8) 

由 （7) 式和 （8) 式可知， /( or ) 是一个线性函数与一个周期函数的和. 

若:^=义，则由 （7) 式和 （8) 式可知， /( or ) 是一个周期函数. 
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吉米多维奇数学分析习题经典解析 


§5. 函数的极限 


1° 函数的有界性 设存在某两数 m 和 M ， 使得当: re ( fl ,6) 时， 

m </( x )< M , 

则称函数 /(•!) 在这区间上为有界的. 

数 mo = inf </(：1：〉}称为函数/(0：)在这区间（0,6)上的下确界，而数从。= 5 叩 {/( i )} 称为函数 

x6(«.6) z6(«.« 

/( x ) 在这区间 （ a ,6) 上的上确界. 

差 Mo - mo 称 为函数 在区间上的振幅. 

2° 函数在某一点的极限 设函数 /(： r ) 定义在集合 X = U } 上，且该集合以 a 为聚点.记号 

lim /( x)=A (1) 

表示，对于任一个数 e >0, 都存在数衣=狖0>0,使得对于满足条件0< 1 1 — a | 并使 /( x > 有意义的一 

切1下列不等式 成立： 

|/( x )- A |< e . 

函数的极限 （1) 存在的充分必要条件是：对于每一个数列 (〃== 1,2,…），下面的等式都成立 

lim/Cjr.pA. 

有两个著名的极限： 

( l ) lim — =1, (2) iim ( l + x )7 = e . 

x-^O X 

柯西 准则. 函数/(工)在 a 点的极限存在的充分必要条件是 ：对于 每一个 e >0, 都存在 5=«5( e )〉0, 使得 

只要 

0<\ x - a\<d 和 0<|: r ，一 a |<5, 

就有 

|/(X)-/(X # )|<€. 

式中: r ' 和/厲 于函数 / Cr ) 的定义域. 

3° 单侧极限 若对于任何 e >0 •都存在 <5=狖《>>0,使得 

当 OCa - iC ^ c ) 时，有 | A '- fU )\ < e , 则称数 A ' 为函数/(1〉在点的左 极限： 

A '= lim /( x ) = /(a —0). 

类似地，若当 OCi - aC ^ c ) 时，有 I A ^-/( x )| < e , 则称数 A " 为函数 /( x ) 在 ci 点的右 极限： 

A "= lim /( x ) = /( a +0). 

x ■♦ 澹十 0 

函数/(0：)在 《 点的极限存在的充分必要条 件为： 

/(a-0) = /(a + 0). 

4°无 穷极限 约定记号 


lim /(x) = oo 

表示，对于任何的£>0,只要0< I x - a \ <5( E ) ,则有 

I /Cx)| >E. 

5°子列极限若对于某数列 A—a 有等式 

lim/(x 1I ) = B f 

^*♦30 

则称数（或符号 oo ) B 为函数/(2)在 a 点的子 列极限 （有限的或无穷的）. 
这些子列极限中最小的和最大的用 

lim/(jr) 和 lim/(jr) 

来表示，分别称为函数 /( Z ) 在 a 点 的下极限和上极限. 
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第一章分析引论 §5. 函数的极限 


等式 lim / Cr ) = 1 ^/( 1 ) 

7^7 一 

为函数/(：1：)在 a 点有极限（有限的或无穷的〉的充分必要条件. 

【381】证明 ：函数 

[ n , : r = I(m 和 n 为互索的整数，且 n 〉0), 

/(i 叫 n 

U : r 为无理数， 

在每一点 x 为有限的，但并非有界的（即在这点的任何邻域中是无界 的）. 

提示任给1。>0,注意在（0：。 一占, 1 0 +5> 内总有无限多个有理数.只要证明对任给的5>0,/(工）在 
(Xo — ^ t-To +5) 内 无界. 用反 ii 法. 

证任给 aX ), 当 o ：。 固定时，/(办）值确定•由于有理数在数轴上处处稠密，故在办的任何邻域 
( X 。一 $,1。+幻内总有无限多个有理数.下面证明对于任给的化>0,函数 / Cr > 在区间 （ j :。一 幻内是无 
界的•若不然•存在 M >0 •使当：1^(：1：。一心了。+5)时， 



于是，在（之。一5,办+幻中的有理败只能表示成 A , 其中々是与分母互索的整数， [ M ] 为 M 

的整数部分.由于这些有理数都在（ X 。一心 X 。 +5) 中，故有 

( x 0 - d )[ M ]< iK ( xo + d )[ M ]. 

上式表明在 ( x 。一 5,1。+ 幻中的有理数仅为有限个，这与有理数在数轴上的处处稠密性相矛盾. 

于是，本独所定义的函数/( I )在每一点:《•(有 限〉 的任何邻域中是无界的. 

【384】证明 ：函数 /(: r ) = jcosj 在点1=0的任何邻域内是无界的•但当 •!：— 0时不成为无穷大. 

证 当工 时 • /( ' r 〉 SSS0 * 而当时 ， 广工）"^- 1 〉*“ •于是•当々 时 ， 点 （2 i ^ l )； r 及 

&均在点1=0的任何邻域内.由于丨（一 + oo U -+ 00 ), 故函数 /( i ) 在点 z = 0 的任何邻域内是 

无界的.然而当 々— 0O 时， /(： r ) 不断地与 Or 轴相交，即 /(: r ) =0( 这样的数 o : 的集合是无限的）.因时，当 
时， /(: r ) 又不成为无穷大. 

【399】设 m [/] 和 M [/] 分别为函数 /( x ) 在区间 U ,6) 内的下确界和上确界. 

证明：若/ 〆 ：*：)和 AU ) 为定义于(〜6>内的函数，则 

+ 及 M [/, +/* ]+ M [/,]. 

举出函数/ 〆 ■!：〉和/ 〆 ：!：）的例子，使上述两个关系式为 〆 1>等式|(2> 不等式. 

提示 利用上 、下确 界定义且注意 m [/]</< M [/], 命超易 获证. 

证因为 

及 m Lfz ] * 

所以， 

m[/i ] + m [/:]</, +/ 2 ， 

从而有 


^[/i ] + m[/ 2 ]<m[/, +/ 2 ]. 



所以, 

MLA +/*]<M[/,]+M[/ 2 ]. 

(1) 当/ ,U) 及/ 2 (or) 在 (a4) 内具有相同的单调性，且 m 及 JVf 均为有限时，取等式. 

(2) / 1 ( x )= x 2 ,/ 2 ( x ) = - x 2 在区间（一1，1)内 
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m[/i] = O f M[/i] = li 


m [/ 2 ] = — 1 • M [/:] = 0. 


又因为 / i + AcO , 所以， 


«[/i +/2X/1 +/ 2 ] = 0, 


此时 


+/2]>m[/,] + w[/2lt M[/i +/!]<M[/i] + M[/2], 


取不等式. 


利用不等式表示下列结论,并举出适当的 例子： 


【 405 】（6 〉 lim /( x ) = + oo , (8) lim /( x )= — oo . 

X" ♦• 輯 0 0 

解 （6) 任给 E >0, 存在数使当 0 < a — z <5 时, /( j :>〉 E ， 此即 lim /(: r ) 


例如， /(： r ) = ^— ，即有 Um /( o :) = + oo . 

1 — X x —1-0 


(8) 任给 £：>0, 存在数 <5>0,使当 0<: r - fl <3 时，/( 1 )<一£,此即 lim /( x ) = -< 


例如， /(:)- 占，即 Wlim /( x ) = - 00 . 


【 408 】设 +•••+<!_ •式中 a (丨= 0,1 •••• , n ) 为 实数. 

证明 ： lim | p ( x ) I = + 00 . 


证不妨设 a 。 关0,则 





r-«|Xr 


1 - (fel • 忐 +tej • 点+… + fe | • T ^ F ) |〉+， 


从而有 | pCr )|> j | a。 I - | x |". 


任给 M >0 ,设 £： 2 •取 £= max ( E , , E :) ，则当 | j ： | >£:时，恒有 | p ( x ) | >M ，故 


lim p ( x ) I = 


[410] 设尺 U ) = g^, 式中 P ( x ) 和 Q(x) 为 i 的多项式，且 P( a )=Q(a) = 0. 


表 达式! 能取何值？ 


解 若 a 仅为 PCr )=0 及 Q ( x ) = 0 的一電根，则极限为一确定值（不等于零）. 


若为 PU )=0 的 M 歌根，而为 QCr ) = 0 的 m 重根，则当 M 〉 m ( n ， m 均大于 1) 时，此极限为0;当 n<m 
时，此极限为 00 ;当时，此极限为一不等于零的值 • 


总之，极限为0,或为00,或为不等于零的值. 


求下列各式 之值: 


【 414 】 lim (1 + mjr ~ (1+ ^ 


与/!为正整数）. 


提示将 （ l+mx)_ 及 （ l+nW 展开即易 获解 . 


(l + mx )” 一 （l + mV 
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[ 1 + nm , r +^ rn(n — 1) t 7 i 2 j 2 + — [1 + mnx+^r 

Z ! I 么！ 


m(m — l ) n 2 : r 2 + … 


x 2 


= -?-(n — l ) m 2 —-^( m — l ) w 2 + o ( ar ) • 〉 = — mn(n — m )+ o ( jt ) 


于是 ， lim 


(l + mx )" — ( l +/!•!：>_ 




o ( jr ) 表示当 x ^ O 时的无穷 小量. 


【424 】 lin 


+jt 2 + … +j 两 一 /i 

T 11 ! 


提示尤 + 工 2 + — +/—《=(：1：-1〉[>1+(11-1)1+(71—2)1 2 + — +1两 

解： r + a : 2 + … + y-/i = (j — l ) + (y — l ) + … + ( JT --1) 
-( JT-Drl + U+U + m + C ^ d + y^+m + l )] 

于是 • 

lin ^+ J 二 广 J -- = Iim [ n4 -(? i — l ) x+(n — 2 ) x 2 + •••+ x * _, ] 

= n + ( n — 1) + ( n — 2〉 + ••• +1 _ U ^21^ lll 9 


[4281 l ^( Y^r — (m 和 《 为正 ® 数〉. 


解题思路当⑺关/!时，不失一般性，设//!</!•且令 m + /=n (/6 N ). 通分后求极限，所得结果对于 
m = n 的情况仍适用. 

解当 m = n 时，此极限显然为零. 

当；》关 rz 时，不失一般性，假设 m <〜 且 m +/ = n . 此时 

m _ n _ md+jr+.M + x 18 一 1 > — ” （ l+:r+."+:r" > — 1 ) 

1 一 •!：， _1 一 ^ - (1-1)(1+2：+:^+ — + 尸 -*)(1+1+ — +0^*) 

— 一 /-/j: 一…一 ^^―+ 別 ^+ 防 ^^ 十 … +mj_ 

( 1 - j ：〉（ 1 +:r+ …+ 广 1 ) ( 1 +zH - h^ 14 ^ 1 ) 

_ mj_ ♦ 卜 2 +2mj ： ■♦ 卜 a + “. + m/:r 網 1 +/(m 一 1)j_h+/( m 一 2)1"^+ ••• + / 

(1+JT+ …+1 ，一 1 >(1+ 工+… +' ♦卜 *) (1+Z+ …+/ 〉（ 1+ 尤 +… +W 1 〉. 


于是， 


m /(/—1) . m /( m + l ) 


mn 


m[l+2 + — + (Z—l)] + f[y?i + (yw—l) + .” + l- 

mn 

二 ml(m + l ) 一 m — n 
- l^n 2~ # 


当 m = ri 时，上述结果就等于零.即上述结果对 m = n 的情况仍然适用. 


总之，不论// I 及为任何的正整数.均有& — 

r - …1 3 +4 3 +7 3 +…+ (3« — 2) 3 
【 433 】 ]™[14-4 + 7 + ... + (3 n -2)] 2 - 

解题思路 令 I 3 + 4 3 + 7 3 +…+ (3n — 2) 3 = jt ■及 [1 + 4 + 7 + …+ (3n — 2)] 2 =>，则 〉3»"，且 
利用143题的结果. 

解令 I 3 +4 3 +7 3 +… + (3n—2〉 3 =：!：■, [1 + 4 + 7 + … + (3/i —2>] 2 =%， 

则 ％+1>%，且: y , — + °°,由于 
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Xn^l — X n 


(3 n + l ) 


yn^l 


y . [1 + 4 + 7 + … + (3 n + l>] 2 -[l + 4+7 + … + (3 n _2)]* 

(3 n + l ) 3 


(l + n )(3 n +2) 


♦3 


)• 


+ ? - (3 0 + i ) 

利用 143 酬结果.即得土 

求极限： 

[452] lim ? 1 于狂 — 社 也 ( m 及/!为整数 >• 

X— 0 X 

解®思路 分三 种情况 ：（ l)m 及 n 均为正整数 〆 2>m 及 n 均为负整数，可令 m =- m\n 
m' 及 〆 为正 整数； （ 3>m 及; I 中有一个为正整數.另一个为负 整教. 

解如果济及〃为正整数，则 


V^T-fox — +Ar 


= lim 


( l +( M ：)__( l +/ ir )_ 


^ x ( l /(\+ axr (tm ^ l) + … +7(1+ 妗）類(_ 


= j. (wg — m /?) + ( C ^ o 2 1 — 


li 


— ••• — 




十 ••• + < 7( l +/ lrW- n 

_ na 一 mB — a ^ 

mn m n 

如果 m 及； I 为负整数.设 m __ m '•/!=—”'， 其中 m ' 及 n ' 为正整数，则 

y / X^ax • \/l +^r 

上式的分母趋于1，于是利用本题前半段的结果，得 


i 7 


o x n m m n 

如采 m 及 n 中有一个为负整数，另一个为正整数，则同法可证上述结论仍然成立.因此， 


|. V^l +OJ ~ !/\ ^0X _ g _^ 


m 


( mn ^ O ). 


i. (1 — )(1—-i^) •••(!—-Jf ) 
【456】力-- • 

揋示 令 j := 〆 . 

解设 x = f ，则 

(l-V^)(l-v^)---(l-v^) (I -/ 3 


)(1 _ f 2.4 小 •… 〉 … （ 1 _ 广 3 


i - l ) 


(1 一： rV 1 

(l+r+f 2 + m+j- 1 )(l++"+j 


• • • 


( 1 +/+ … 


(i-r , ) 1 
21-1、 


(出+…+产 

当 X -1 时^ -1. 于是，上式趋向于 


wr 


即 lin 


( 1 —77)(1 -方)…(卜石) 
(1- W 1 


n 


【459 】 lim : r ( v /^ 2 +2 x — 2 vx 2 + x + x ). 


提示令 


一^，其中 
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解设工=+，则 




2( 71 + 2/-1-/) _ 2( v /1 + 2 卜卜 0(1+ ^1 + 2/) 


/ 2 ( v/ 1 + 27+1 + 2 ^1+7) r 2 (>/r+27+l+2 /l+7)(l+ yTT^r) 2 


(/ T +27+1 + 2 vT +7)(1+ vT - F 27) 2 
当1- + 00时， /-0. 于是，上式趋向于一 +，即 


lim x( \/x 2 + 2 j — 2 y/or^rx +x) 


【 465 】 lim [ W (x+ai ) — (i+a_> — ： r]. 

霣一+00 

解 lim [ y(.3C+ax ) 9 ^Cx+a m ) —x] = lim 


( S «. )，，+••• + !!>. 

lim ■ • 匕 1 • - izi_ = i im 




广 i 


(I + gl>...(：T + 0_> — J _ 

E [ lT(x + a .)^] x >- 

i -1 i-I 

(士） 


2 


a. 


I 470 J - - 从条件 


lim ( v/ar* — x+1 —a,x —6, )=0 f lim ( y/x z —x^\ —a 2 x—6 2 ) = 0 

求常数 a . 和 6.(*=1,2). 

解题思路 将式子—: r + l — fl ,: r —6, 化为二求得其极限为零的 

V ^ x 1 — j +1 - faix +6| 

必要条件是 ai = 士 1 ， 6 i =平分别就 <^ = 1 , 6 ! = — + 及 a! = — 1 .61 = ~^• 检验 -/ x 2 一 >r + 1 +a 1 x + 6 | 的 


极限（当 J ：— 一 OO 时）， 并与条件比较，决定取舍•最后得«现可得々=1,6 = 一 

解 ^TT - 一 , 


上式极限为零的必要条件是 


解之，得 A = ± l,h = T 


一 a ?=0 及 l + ZaJeO , 


T - 


⑴ 


当时，有 


vx 2 —x+1 +fli ： r+6 1 = vx 2— x+1 +x— 


x*-x+l-(x-Y ： 


Vx^jr+l -(x-y) x/x : -x-M-x+y 


(当 


时）， 


从而，由 （1> 式知 


* ® 号右上角带“+”号表示 e 解答案与原习題集中译本所附答案不一致，以后不再说明.中译本基本是按俄文第二 
皈翻译的.俄文第二版中有一些错误已在俄文第三版中 改正. 
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VX 2 —X+1 ——6!— + 


(当 


一 oo 时） 


此与假定不符合，故舍弃 q = l，h = 


当 a ,= —1,&=|时，显然有 


一 x +1 + aix +6 j = V ?— j +1— X +- 7 ; ^ + °° (当 J ：— 一 00 时）， 


从而，由 （1) 式知 


x / x 2 — X-M — axX^bi - ►O (当 一 oo 时） 


此与假定符合，故得〜=一14=| • 同理可得 a t = Ub 2 


T 


[4731 (m 及 n 为盩数 ）• 

sinwx 

提示 令： r = ff +3 r . 

解 设:，则当时， y ~»0. 于是， 
sinmx .. (一 1) 


1111 i 

r^n sinnx 




m 

n 


w MgXAm 1 一 cosxcos2xcos3x 

【 494 】 1 而- 1- •一二 - • 


COST 


解题思路注意 1 一 cosjcos2jcos3j =— (sin ? 

后利用重要极限 . 

解 因为 


2j + sin 2 3jc) 及 1 一 cosj = 


x 

T 


1 — cosjcos2 jcos3j= 1 — r-(cos4x+cos2x)cos2x= 1 — r-cos4xcos2x — 


T ( 


2x 


— —(cos6j + cos2x) — —(1 + cos4x) — 了 （ sin 2 x + sin 2 2x4 - sin 2 3x) ♦ 


所以， 


li 


1 一 cosjcos2j:cos3x 


-tt( sin 2 x+sin 2 2x4 - sin 2 3 j) 


hi 


—COSJ 


till 




零 

X 

T 


T 


lim 


■(巧 )、罔、(，广 

.' sin ' sin 7 x sin 7 _ 


-4-(4 + 16 + 36) = 14, 


(4991 lim ^ + taru-- ^l ±sin £ 
X-0 X 


报示分子分母同来以式 v/l + taiu + v/l + sinj. 

幼 + tanj — v^l + siar tan*r —siar 

解 l!!5 ? =1 -^77 tt^T7tt1^ 


= lim 


sinx(l —cosx) 


x -° j： 3 cosj( >/l + tanx+ v 1 + siru ) 


lim 


sino: 


* 2 f 


(f ) 2 


cosx( \/l + tana* + + sinx ) 


T. 


【504】 lim 


- COSX >/ COs2x y/ COs3j 
Zi 


，将原式变形 
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題的结果. 


于是 • lim 七 

X- • 十 oofl 



*) 利用60 

[607J 设 lim ^(: r 〉= A 及 lim 0( j ) = B ， 则由此是否可推出 linyr (9?(: r )) = B ? 

t—A 


研究例子. • 



工 = f ( P ，9 是互素的整 数）, 
X 为无理数， 
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并且 x-O. 

解不一定.例如，对于函数 


< p ( x )=< Q 


f (/>, g 是互索的整 数〉， 


及 

则有 


0( x) 


0, x 为无理数. 
x 尹0， 


It x 尹0, 

0 ， x=0. 


lim ^ Cx ) =0( = A ) 及 lim 0(: r > = l • 

但是，极限却不存在.亊实上，当 J： 以一串无理数列 a 趋近于零时，有.因此^^(心）） 
= 0( n = l,2, …）； 而当 j 以一串有理数列 jt : S 近于零时#(丈）关0,因此，〆…）. 

由此可知，极限 1^0(f(：r)) 不 存在. 

【608】证明柯西 定理： 若函数 /(d 定义于区间 （fl, + oo ), 且在每一个有限的区间 6) 内是有界的， 


则 


(1) lim 




lim [/( j +1) —/(x)]t 


(2) lim C /( x )] T = iim (/ Cr ) 彡 c >0), 

假定等式右端的极限都存在. 

证 （1) 记 Um [/( 1 + 1 > — / Cr )] = A •任铪 e >0, 必存在正败乂。>«，使当 or > X 。 时，恒有 

|/(x+l)-/(x)-A|<-|-. 

现设 •rSXe + l . 于是•恰有一个正整数”(依赖于•满足 一； 《：。<«+1.令 r=i 一 X 。一”，则 0 < r <l 
= Xo + r + n . 我们有 


/(x) A _ n 「 /(j) 一 /I 

x x n 

■ 


—/( X 0 + r) 


A 


/(Xo+r) (X 0 +r)A 


显然 


— /( X 0 + r ) 


II 


/( Aa + r + n ) — /( X 0 + r ) 


I 含[也 

■ I 2[/(X 0 + r 十々〉 一 /( X 0 十 r + 是一 1) — A] 


一 A 


<丄公 \ f ( Xo + T + k )- f(Xo 


+ ▲- 1)-A| < 丄 • 咢 =+• 

n o o 


由假定， /Cr) 在 Xo < x<Xo + l 上有界•故存在正数 X, ，使当 x>X, 时，恒有 

/(X 0 +r) 


(0<r<l) 


另外，显然存在正数 X 2 , 使当时，恒有 

|( X 0 + 1) A | 

令久= 01心{；^。+ 1，；^,乂 2 }.于是，当文>久时，必有 

/(^) 


<T- 


-A 


< 


T 


T =e - 


由此可知 lim ^=A. 故 （1) 获证. 


(2) 由假定 ，/(x) 彡 c>0 .记 jjm = 显然，彡0.下证 A'>0 .事实上，若 A' = 0, 则存在正数 
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X 。，使当: r > X 。 时，必于是， 


0 < 


/⑴ 

fXX 0 + n ) fCXo + n ) 


/( X 0 ) /( X 0 + n —1) 


/(Xo + n -1) 
/(Xo + n -2) 


帶 <(+)■• 


由此可知 lim /(Xo + n >=0, 此显然与 /( x » c >0 矛盾，因此，有 Y >0. 

X—- foo 

由于 /( 2 )> c > 0 且 / U ) 在每个有限区间内有界，故函数 ln /( x ) 在每个有限区间~, 6 )内也有 
界，并且 

lim [ ln /( x + l ) 一 ln /( j )]= lim In ,¥+、】〉 = \ nA \ 
x^ + oo +oo J\X) 


于是，将 （1> 的结果用于函数 ln / Cr ), 即知 




= e ^= A \ 


故有 lim [/( x )]7 = lim [ e ln/<x) ]"7 = lim e - 

r^ + oo x^ + oo X^ + OO 

证毕. 

【609】 证 明：若 （1) 函数 /( X 〉定义 于区域内 ：（2〉在每一个有 限的区域^<1<6 内是有界的》(3> 
lim [/( x - hl ) —/( j :)] = -f oo (或 —《»〉•》 ，则 

X ^ + oo 

Ax ) 


lim 


证只要证明 Um [/( x + l )-/( x )] 


(或 一 oo 〉. 


的悄形，这时要证 lim 




十 00( 对于一 oo 的情形，只 


要考虑函数 一 / Cr ) 即珂归结为 + OC 的 悄形) •任给必存在正数，使当时，恒有 

/( x + l )-/( x »4 G . 

现设 > r >2( X () + l 〉 •仿608 题 （1>的证明，恰有一个正整败 n (依赖于 1 〉，满足 n < j ： — ACfi + l . 令 r 
一 X 0 — n ， 则 0< r < l ， 0 ： = 义。 + r +”. 由于 n + l 〉: r — X 0 〉 X 0 +2,故 n > X 0 - M > X 0 + r . 从而， 2 n > j ：， 即 


> Y * 


又，我们有 


fix ) 


/( j )-/( X 0 + r ) , /( Xg - fr ) 
n x 


显然 


} =— 2 [/( x 0 + r + 幻一 /( Xo + r +4 — 1)]>丄 • 4 nG =4 G . 


故 


JL • /(x)-/(X 0 + r) >2C 
x n 

由假定，/ (•!：) 在 Xo < x < Xo - f-l 上有界•故存在正数 X , •使当 x > X , 时，恒有 

/( Xo - fr ) <G 

X • 

令 X = max {2 (Xo + l ), X I } ，则当时•恒有 ^〉 G . 由此可知 lim ^ 


证毕 • 


原題条件 （3) 误写为 lim [/( z +1) — /( j ：)] = oo , 结论误写为 hm 


/( x ) 


= 00. 例如•按下式定义 


:0,+ oo ) 上的函数 /( x ) : 


2 n 9 2 n ^ x < C 2 n + 1 f 
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則显然 / Cr ) 满足原題的条件 （1) 和 （2)( 这时 a = 0), 并且 lim [/(工+1) — / Cr )] = oo ; 但显然 li m 


/(x) 


00 X 

关 00 ( 实际 lim ^不存在， lim A ^ = 0, ^ = 1), 

X—+ oo 工 x^T^o X X 

【610】证 明：若 （1) 函数 / Or ) 定义于区域: r>a 内； （2) 在每一个有限的区域 fl < or <6 内是有界的； 
(3) 存在着有限的或无穷的（带确定符号的无穷，即 + OC 和一 00广> 极限 


lim 


/( x + l )-/( x )_ 

x - 


则 


w + 1* 

证先证一条一般性的定理 （ Smlz 定理在函数情形的推广） 若： （1) 函数 /(： r ) 与都定义于区域 
(2)/( ar ) 与在每一个有限区域 a <: r <6 内有界，并且容( I )当时满足 《（ x + l )> g ( x ) 且 


lim g ( x ) = 

一 • 十 oo 


(3) 存在极限 


= / ㈣ 有限数或为 + oc 或为- oo ) 


则必 lim 


fix ) 


: g (: r ) •• 

证如下 ■ 

先证/为有限数.任给存在正数 Xo > fl ，使当 x ^ Xo 时，恒有 


/( x + l )-/( x ) 丄 

g ( x + D - g ( x ) y # 


g ( x ) 

现设:*:>乂。+ 1.于是，拾有一个正整数 n (依赖于 1) •使— Xo < f »+ 1•令【，^:一心一〜则 0< r < l，*r = 

X 0 + r + m 我们有 

/(x)-/(X 0 -fr) 

gCx)—g(X 0 +r) 

^)— /( Xp +r+ — l) 

+ r+ 务）一 gOCo + r+ 走一 1) 」 ’ 


g ( X 0 ^ T + k )— g ( X Q + r + 灸一 1) • 「 /(X 

h \ ^( x )-^( X 0 + r ) • 


而 


fiX 


+ r + fe 〉-/( X 0 + r + 是 
o 十 r + 灸〉一房 （Xo + r + 走 


/|<+ (是 = 1，2 •…， ”)， 


又由于 


从 [ fn ， 


g ( x ) = ^( X 0 4- r + n )>^( X 0 4- r + fi — 1)>^( X 0 + r+n — 2〉>^"> g(Xo + r 〉， 


^± g ^^ i 2 >0 ㈣ ， 2 , 


由此可知 


I /(j)~/(X 0 +r) I ^ g(X 0 +r+ 灸）一 g(X 0 + r+ ★ — 1 ) = 丄 

!^(x)-^(Xo-r) _ '| g(x)-^(Xo+r) T* 

容易直接验证等式 

/(J) — 卜「】 — g(X 0 + r) ~] . r/(j)—/(Xp-f-r) _ .~| . /(Xp-i-r) —/g(XpH-r) 
g ( x ) L g (_ r ) 」 L ^( j )— g ( X 0 + r ) 」 g (:) • 

由于 lim W ： r) = +oo, 并且 /U) 与 ^j：) 都在 Xo<x<X 0 +l 上有界，故必有正数 X,>a 存在，使当 

JT-^ + OO 

时，恒有 


| 臀 HI ， 

令 X = max { X 0 + l , X 1 } •于是，当 1 〉欠时，恒有 


/( Xo ^ r )- lg ( Xo ^ r ) 


< 
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I 岩 H 


< 


2 • 


由此可知/为有限数获证. 


下设 /=+ oo (若 /=一00,则考虑函数一 / Cr ) 即可化为 /=+ oo 的情形）.任给 G 〉0, 存在正数 Xo > a , 
使当:时，恒有 

/( x + D - fU ) 


gCx + l ) — g ( x ) 


>4G. 


当工>^ + 1时，仿前一段之证，有 


/(j)-/(Xo+r)_ 十 g(Xo+T+k)-g(Xo^T^k-l) • f(Xo+T+k)-/(Xo^T+k-\) 
g(x)—g(Xo^r) ~ 乙 t 、一/ fmt . • 7T7"TTTTTirmr"xzmrn 


g ( l )— g ( Xo + T ) 


g ( Xo + T + k )— g ( Xo ^ T ^ k —\) 


从而， 

/( x )-/( X 0 + r ) 

茗(工)一 g ( X 0 + r ) 

易知 

餚=[ 卜 


^( j ) —^( X 0 + r ) 


■ /( x )~. 

■ • 价)一. 


( X 0 + r)l . /( x )-/( X 0 + r ) | /( Xg + r ) 

^( x ) 


gix ) 」 g ( x )— g ( Xo + r ) 

根据 lim g U ) = +oo 以及/(文），尽（丈）在 Xo < x < X 0 + l 上的有界性，可取正数 X,>a ，使当 x > X l 

x ^ + oo 

时，恒有 

臀|<+， I 赞卜 

令 X = max { X 0 4- l . X , } .于是，当: r>X 时.恒有 

- • 4G—G ! 

fix ) 


/( x ) 

g(j) 


由此玎知 lim 


.所述一般性定理获证. 


oogU ) 

现在我们应用此一般定理来证明本题，在一般性定理中取 g ( X )= y + 1 . 显然此 g (: T ) 满足一般性定理的 
条件 ，并且 

/( x + l )-/( x ). .. /( x + l )-/( j ) 

4-OD^(x+l) — ^(x) wfooCl+l) 11 . 1 — I*. 1 


=lim 


/(x+l)-/(x) 


x —(”+ l ) < r - + + (”+ l ) W , +M + (”+ l ) < r+l 


=lim T 


/( j - M )-/( j ) 

X * 


(/1+1〉+ + (”+1)；1一+- + (”+1)2： 


•鼸 +1 


二 ] = A 


由此，根据此一般性定理，即得 lim lim 脸= 


I 出 AToog ( x ) n + T 

证毕. 

* ) 原题所说的无穷，必须是带确定符号的无穷，即 +oo 或 一 oo; 参肴 609 題末尾加的注. 
注 608 題的 （1) 和 609 題可直接从上述一般性定理推出.实际上，只需令 尽 (1)= ： 1：, 由 


lim = lim ， - d — /(J：) = lim [/ U + D —/ U )] 

〜十 oog (工 +1>— x--oo ( x +1 )—X x - + oo 


即知 • 


【611】证明 ：（ l)lim (1 + f ) = e x ； (2 )lim (1+ J+&+ … +^y ) = e ' 


证 （1) 当 o : = 0 时是显 然的； 当 I 关 0 时，令: y ，！ ，由 71 题的结果，得 
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lim(l + 子 ）= lim ( 1 + — ) = e * » 

(2) 当 x = 0 时是显然的，我们先讨论 i >0 的情形.由牛顿二项式定理知 

( 1 + f )■ =1+工+务(1 一 + )+ …+ 荞 (1 一 


工 +fr + … 


另一方面，当 m > n 时有 

( 1 + y > 1 + : r + fi ( 1 - i )+ …十咅卩-去).. 〆 1 - 2 ^ 1 )， 

令 m ^ oo („ 保持不变）•得 


e^l + :+ X . 


由此可知 


由于 


lim ( l +： r+t + … ) = e ’ ( j >0). 

(…+鈐 如 •• + 3)( 1 — S + … + ( — n ， S) = 1 + ( 一 喷广 


而由61哩知，对固定的 J ： 有^3 = 0.于是•对于 j :<0, 仍然有 


1 i m ( 1 + j : + g + …+ 〜 ) 

"oo c ! n ! 


(x<0). 


【627】求下列曲线的渐近线并作其图像： 

(1) y = 7 T ^2* (4) y = ^ I - 

提示 （ 1 ) 注意 lim > r = oo 及 lim ： y = oo , 并利用626題的结果，即得渐近线 


一2及>»=1.(4)仿 


( 2 ). 


解（1>因为 Umy « oo 及 limjyoo , 所以•直线0：-1及 j ：» — 2为曲线的垂直渐近线•其次，因为 


J ^7 


2= lim 


x ( x 2 + x -2) 


而 


b = lim ( y —是 j )= lim 


x * 


一 2 


所以， y = l 为曲线的水平渐近线. 

曲线通过原点. 

当一 2< Cr<l 时，: y <0 •故曲线在 Or 轴的 下方， 

当 x > l 或 x < — 2 时，: y >0 •故曲线在 Or 轴的上方. 
适当描若干点； 

A (2, l ), B (-^2 . - V 2 ), C (4,-|-), D (-3, y ), 

并用光滑曲线连接，即得图像（图 627-1). 

(4) 当 i >0 时， 

xe x 



k = lim 

X—-^OO. 

故渐近线为: V = I ; 当1<0时， 


( e "- l ) 


=1， b = 


= 』 t [务 -十上 1 1 六 = 0 
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故另一渐近线为: y =0. 

曲线在 x = 0 处无定义（以后可以说明它是“可去的间断”). 
因为: V >0, 故图像始终在 ar 轴的上方.如图 627-2 所示. 


求下列极限： 


【628】 lim [ 


■一 = L ( „+ i)r („+2)! 

解®思路 注意到 


㈤ ]. 



图 627-2 


如" + &| < 



(1+ | x | +…+ | z | 


当 | i | =1时，不等式右端趋于零.当 |: r | 关1 时， 

右域=士•[編 




利用61題的结果也趋于零. 
解由于 


/ I 


x |- : 




解因为 


1 +x 


= 1^- Kx -备 …， W 


1 -〆 


所以， 


( l + x)(l + x*)(l + x 4 )---( l + x 2 ")] = i ： =^-. 


又因 | ar |< l , 故当 rr 


0. 最 后得到 


lim [( l + jr 〉（ l +: r 2 〉（ l +: r 4 〉“.（ l + x J _ )] = t^7 

ir-*oo 1 . 


【631】 设巧 _ = 1, 其中 〆1 )> 0 ,再设 ”- oo 时 a _=>0 ( m = l ，2, …，”），换言之，对于任意 e >0, 


存在正整数 NU ), 当讲=1,2广.，”且”>〜(6)时|口_ |< e . 再假定 a _^0. 0 
证明： 

lim[9(ai_ > + (piazm ) + …+ p(a_ )]= lim[0(au 〉 + #(a2- ) + … + 0(a ，）] ， 

ir-^oo m-^oo 

此处假定等式 （1) 右端的极限存在. 

证任给 e 〉0, 存在5>0,使当0< 卜|<占时，恒有 


( 1 ) 
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磨 - 1 卜 

从而 （注 意到 0(1)〉0)， 

<1— e )0( x )<9(- r )<( l + c )^( x ). 

由 ‘40 以及 a _=>0 (m=l, 2 , …， 知，必有正整数 N=N(c) 存在，使当时，恒有 

0 <| 0 華 |< 占 （ m=l ，2 , 

于是， 

(1 一 c ) 必 ( a _><9>( fl_><(l + e )# a _) (”>； V ， fn = 1,2,…，”)• 

将这 n 个不等式相加，得 

轉 m _ 

<1-€) 2 —_)< 2 —_><(l + e ) 2 （"> W . 




即 


_ C < 


2^ (a - 


<l+c (n>N) 


2—_〉 ■ 

由此可知- =1 •由假定•极限 D 〆 ‘> 存在•故 




lim 2 ) = ( ’ ^ 




2^ (a - 


(lim 2 ) ) =lim 2〆<»_>• 


证毕 • 


( 2 ) 


* ) 作者注：此題应加上条件 a _7 t 0( 原书 没有） ，因为 9 (工〉或 〆X 〉郝可能在1 = 0处无定义•另外 
:1，2,…应改为 m = l ，2 , …， m 

利用上述定理 ，求： 

【632】 

解題思路令 I =^, f ( i ： 〉 = yrT 7- l . v &( x ) = y . 先求出化袁吾=1,其次， 说明表 

,•••,«)• 最后，求出 g $ = +•利用631超的结果•即知所求的极限也是 +• 

下列各題 （633 〜636> 的思路相同. 

解设: r =^ •，我们将首先说明它满足631题的条件.首先， 




Vim yr±^zi = I im i51±i>l±v3±i±l =lil 


>/ ( l + x )* 十 >1 十 J + 1 


其次， -T=^0 (n-^oo, A=l，2 


”〉•*后， 


n(n+l) 


•所以 


【635】 limIT (1 + ^-). 
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提示令 : y= 六 (1 + 表 ) ，則有 kv= 客 ln(l + 表)•利用 631 題的结果，先求出 ^ 客 ln(l + ^ 
解设： y = n(l + 含)， \ ny =±\ n ( l^y 

我们考虑下列极限， 


) 


ln ( l + jr ) 


=1 •又表 =>0 (”—oo 时，务=1，2•且有 lim ^ ^ = j , KW ， limlrvy =~^~， 



因为 lir 

即胜 n ( 1 十 表） 

【638】函数序列：^=%( 0 ：) (0< x < l ) 用以下的方法来确 定：: y ,=*|, y ^ y -^ y 1 <n = 2.3. 
求 limy ”. 

m—oo 

解当 : r =0 时， y _= 0 , ”=1，2,…，则 Umy , = 0. 

m-^oo 

当00<1时，用数学归纳法可证: y ,>0, ”=1,2，"：力>0.若>>0,由：可得 

x yl 41—(1—>{-!)*、3 jt 一 

y^ = Y 一 * ~ - o - > o . 

因而有 


8 


用数学归纳法可证 


即 


yi -力= y >0, yi — y 4 = — 2 ^<0, 


<0» y 2 .-| — ytm ^ l >0 (”= 1，2 


了 = %>>3»0， 0< y ,< y 4 <“.< y . 

可见序列，…及序列力,…都是收敛的.设极限分别为 A , A ,由 

x 3^.-1 


yin 


Y 


及 ytm^X =Y 


一冬 


求极限得 A , =专 一爭，八,=号一孕，相喊得八,一/\ 2 =(八,一八 > ) ( 〜言' ) .而0<八,<音<+，0</\ 2 < 

■ H 如故 


A\ =A 2 =A. 

用极限定义直接可以证 明：若 的两个子序列及 >(”=1,2, …）收敛于同一个极限，则 
} 也收敛于这个极限，由 A=f — f 解得 /m — 1, 即& 卩>= >/TT7-l. 

此结果对: r =0 也 成立. 

【640】为了求开普勒方程 


X—csinx = m (0< Cc < 1〉 

的近似解，假设 

x 0 = m 9 x x = m + csinx 0 • … • x , = m +£510,-1 t ••• (逐步逼近法 ）• 
证明 ：存在 Hhia , 且数 $ 为方程 U ) 的唯一的根 • 

证首先考虑 | x _— or _| .由于 



~ x \ = c(siari — sinx 0 ) = 2 esin 


+ i 0 


( 1 ) 
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所以, 


同理可证 


设 


则有 


x 2 —xi I 


<2 c - 


x \ —. 


c | xi—Xo |. 


I <e 2 I Xi — Jo I. 


x m —x m ^i I <e ■叫 I Ji —x 0 I t 


I JVm — i 两丨 = 2c 




X ,+ X .. 


I X m — X m ^\ I ^€" I X\ —Xo I . 


由数学归纳法得知，对于任意的正整数/»，均有I ■T- - J.-I | <€• 丨 | J：i 一 1。 | •于是，当时•有 

I —X„ I < I x m —x m -x I + I x.-i — x w -2 I + … + I X,*| —x. I <<c" _, +e-_*+ … +«**) I A —x 0 | 




而 I 一 x 0 I =c| siar 0 |<c， 所以， | x m -x m \ 1 • 1 由此知 | x„ | - *-0 (w—oo). 按柯 

西准则得知极限 limt 存在.设其值为6由等式 Asm + csiru^M 取极限即得 e=m + e S ine. 这就是说，变遺 

19^00 

T. 的极限$是方程（1>的根. 

最后，证明此根的唯一性•设色是另一根•则 右一芒 =e(si 吣一 由此得 
因为0<«<1 •故 

于是，我们就证明了 方程 （1) 的唯一的根 • 



§6. 函数无穷小和无穷大的阶 


1°记号 


^( x )=0 # (0( j )) 

表示函数和 ㈣在 x-a 的已知过程中 是狭义地同阶的无穷小或无穷大， 就是说 


特别是，若当0时，有 


li 


:截 


=k 


(0<| 走 |<+OC>. 


9 >(x) = 0 - (i.) (n>0) f 

则称 # x) 为对于无穷小 ：! ■是 M 阶无穷小. 

仿此，若当 •r-oo 时，有 

<pCx)=O m (x-) (ff>0)t 

则称〆X)为对于无穷大 J： 是 n 阶无 穷大. 

2°记号 


93( x )= o (^( x )) 

表示当 X-a 时，函数9(工）比函数 #■!■) 是较 高阶的无穷小 ，或函数〆 Z ) 比函数 〆：!：）是较 低阶的无穷大 ，就 
是说 


,• < pix ) ^ 
^( x ) =0 - 


3° 若当 a 时，无穷小函数 9)(« r ) 的阶（在广义的意义上）不低于某一正的函数 0(0：) 无穷小的阶（或无 
穷大函数 〆 ：*：〉 的阶不高于函数 0(1) 无穷大 的阶〉 ，即 
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=k (0<务< + 00), 


则约定写为： 


4 0 若 


^( x )= O ( 0 ( x )). 


l ; rrL g (工 ） 一 1 

.士和) 一 1 

则称函数 9 (文)和#文）当时为 等价的 O ( x ) 〜 〆 or )]. 


例如，当 K0 时 ，有： 


一 1 〜 jrlna (< 2 〉 0 ) ; 7 l+:r — 1 〜 


ln ( l + x ) 


一般地说来， < p ( x )^ oi < p ( x ))^< pix ). 

当求两个函数比的极限时•已知函数珂用其等价的函数来代换. 

【645】 把圆心角 AOfl = x (图 645) 当作一阶无穷小 M ， 求 T 列各无穷小量的阶 
(1) 弦 AB ; (2) 拱离 CD » (4) 三角形 ABC 的 面积. . 

解 （1) Afi =2 i ? s i n f ,式中/?为圆的半径.因为 ^ 


AB _ 2Rsm f 


所以，弦 Afl 是关于 T 的一阶无穷小. 


( x -^0) « 


CD = R-Rcosf = 2 Rsin 2 子•因为穿•，所以，拱高 CD 是关于 



m 645 


的二阶无穷小. 

(4) S A ^= y | AB | • | CD | =2 R 2 sin | sin 2 +•因为 •所以 •△ABC 的面积是关于 j •的 

三阶无穷小 • 

【646】设 o (/ U >) 为当 ■ x - fl 时比函数 /( JT ) 有较低阶的任意无穷大函数 ， RO (/( x )) 为 • r - fl 时与函 
数 /( X 〉 同阶（在广义的意义上〉的任意无穷大函数，其中 /( x )>0. 

证明：（ 1 ) o { o [/( i :)]}= o [/( x )], ( 2 ) O { o [/( x )]}= o [/( x )], 

(3) o { OC /( x )]}= o [/( x )], (4) 0{0[/( x )]}=0[/( x )], 

(5) 0[/( x )] + o [/< x )] = 0[/( x)]i ( 6 ) 0[/( x )] • 0[ g ( x )] = 0[/( x )^( x )]. 

解題思路 （2) 由 133 題 （2) 的结果，有 



i-lQ<^/(x)])l =i r 
/( x ) 卜 


= 0 . 




lim ojj^n =0t 

fix) 


/( X ) … 

) 利用 133 題 （2) 的结果，仿 （2). 

) 利用 132 題 （2) 的结果. 

) 利用 131 題 （2) 的结果. 

) 利用 132 题 （2) 的结果. 

( 1 ) 因为 

.. 0 <qC/(j ： 
= fix') 




o [/(^)]}= o [/( x )]. 

;〉由133题 （2) 的结果，有 
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o{/U) 


/⑺ 



得知0(文”0(，〉= 0(^麵〉. 

【653】设 1—0 .分出下列函数的形如 Cx "( C 为常数）的主部•并求其对于无穷小变量 x 的阶： 
(2) y /\ 4 -x 一 y /\— x I (4) tanjr — sino \ 

解所谓函数 /( x ) 的主部 g ( x )， 即满足 


fU) 

g(i) 


或 /( x ) =^( x ) + o ( x ) 


(2) 因为 


- _ 




•0)， 故其主部为 h 它对于 ^ :是一阶的. 


(4) 因为 taor —sinx = 


，于是， 


(• r — 0)，故其主部为 | •，它对于: r 是三 
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阶的. 

【656】设 ^- + oo . 分出下列函数的形如 Cr - 的主部，并求其对于无穷大录 x 的阶： 

(3) l/x l —x -¥-/x i (4) y/l • 

解 （3) ( j 1 一士 +>> y ^)， 于是， + <> y ^ 一1 ( x -^ 

+ ~)， 故其主部为 x +, 它对于无穷大 Mx 是 f 阶的. 

(4) 因为 + 益十 么 •- 1 Cr — + 00)，故其主部为&，它对于无穷大量: r 是+阶 的. 

【661】证明：对于任意的函数序列 

/l(x) ，/ 2 (I)， •••，/■(!：) •… （ 1 。 <0：< 十 00). 

可举出一函数 /(X), 当时它比函数 fAx ) ( n = l ,2, …）中的每一个都增加得较快. 

证取正整数 N > x 0 . 定义 x c <: r < + oo 上的函数 / Cr > 如下： 


/⑴ 


n ( SlACx )|+ l ). 


0 , 


于是，对任何正整数〜当时，冇 


n ^ x < n-f 1 t(n = iV,N+l, … ）霧 
x 0 < x < N . 


fnU ) 

/⑺ 


其中 [X] 表 I 的粮数部分.由此可知 


/•(X) 


[ i ]( 21 / 〆 :> 1+ 1) 


< 




故当 


“ m 《(々 =0 (”= 1，2,…〉， 

J KX) 

时 •/(•!：) 比/_(1> („=1,2•…）中的每一个都增加得较快. 


§7. 函数的连续性 


1°函数的连续性设 

lim /( x ) = /( j 0 ) * ( 1 ) 

产 x 0 

即，函数 /(:r) 对 工 = 0：。 有定义，并且对于每一个 e>0, 都存在 衣 =^(£,1 。〉 >0, 使当 I X-Xo I <5 时，对于 
/( I )的有意义的一切值，不等式 

I /( x ) —/( x 0 ) I <e 

都成立，则称函数 / Cr > 当: r =: r 。 时（或在点々 ） 是连续的. 

若函数 /( x ) 在所给的集合 X ( 开区间，闭区间等等）上的每一点都是连续的，则称函数 /( z ) 在集合 
x = 上是连 续的. 

若某值1 = ：!：。 属于函数 /( I ) 的定义域 X = <2} 或为此集合的聚点，而当 X = Xo 时，等式 （1) 不成立 
[即 ，（丨 ）数/(办）不存在，换言之，函数在点1=1。没有 定义； 或 （ji Himyxj ) 不存在；或（⑴）公式 （1) 的两 

端虽有意义，但它们不相等],则称: T 。 为函数 / Gr ) 的不连续点（不连续点也称间断点）. 

不连续点分为：（1)第一类不连续点 x 。， 在这些点存在有限的单侧 极限： 

/(x o -0)= lim /Cr) 和 /Cr o +0)= lim fU ). 

x〜 n -0 x«^ A +0 
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(2) 第二类不连续点 一其余的一切不连续点. 

差/(1。+0) — /(xo — 0) 称为函数在点： r 。 的突跃. 

若等式 

/( xo -0) = /( x 0 +0) 

成立，则不连续点了。称为可 去的. 若极限 /( 办一 0) 或 /( 办 +0) 中至少有一个等于符号 OO , 则称: r 。 为无穷 
型不连续点. 

若等式 

/( I 。一 0〉= /(: r 。〉 [或 /( x 0 +0) = /( x 0 )] 

成立，则称函数 /(a：) 在点 X 。是左（或右）连續.函数 /( i ) 在点 _ r 。 连续的充分必要条件为下面三个数 相等： 

/( xo -0) = /(^ o +0)=/( x o ). 

2°初等函数的连续性若函数 / U 〉 和发(：1：>在1 =办连续，则函数 


(1) /( I )士容 U ), (2〉 /( x ) g ( x ), (3) [«( x 0 )^0] 


也在 or = : r 。 连续. 

特殊情形 ：（1) 有理函数 

对任何的 x 值都是连续的》 
(2) 分式有理函数 


P (: r ) = < io 十 tii * r + … 


R ( x ) 


flp J+ 

b 0 +6| : r+ … +6.x" 


对所有不使其分母为；的 *r 值•都是连续的. 

一般地说，基本初等函数： x"，sinx，cosj，taar，fl* •lofci •arcsinj.arccosurctanx ，…在一切使它们有意 
义的点都连续. 

更为一•般的结果 如下： 若函数 /Cr) 当 x=x e 时连续，函数 g(：y> 当: y=/(x。） 时连续，则函数 g(/(:r)) 当 
T = X 0 时连续. 

3°关于连读函数的基本定理若函数 /( Z) 在有限的闭区间 0,6] 上连续，则：（1)函数 /(x) 在此闭区 
间内是有界的 1(2) 达到其下确界 m 和上确界 M (魏尔斯特拉斯定理>|(3)在每一个区间 （ fl ，刃 (Z[ fl ,6] 中，函 
数取到所有介于 /(<») 和 /( 辦间的值 （柯西 定理）.例如，若/( 0 )/(分><0,则可找到一个数值 y ( a < y < p ). 
使得 /(y) = o. 

【669】设对于某些数 e>0, 可找到对应的数3=狖£,1。）>0•使得只要丨 t - Xo | <5•则 

|/(a:)-/(xo)|<€. 


若 ： （1) 诸数 e 形成一有限的集合* (2) 数 £ 组成分数 € = + (〃=1，2,…〉的无穷集合，则可否断定函数 /O：) 


在点 X 。连续？ 

提示 （1) 不能 .（2) 可以.可取充分大的 ”•使 
解 （1) 不能.因为 e 不能任意地小. 


(2) SI 以.事实上，对于任给的 e >0, 总可以取充分大的 n •使士 < e . 于是，存在5>0,使当 | x-xo | 


时•恒有丨 /( x ) —/( x 0 ) I <^ r <€. 

【670】设已知函数 /(: r 〉= x +0.00 l [>] .证明 ：对于 每一个 e >0.001, 可以选出 ^=5 U ,: r )>0, 使得只 
要丨 : r '— a : | <5,则 | fix )- fix ') I < e . 然而当 0 < e <0. 001 时，对于所有的值都无法选出这样的 
这个函数的连续性在哪些点透到破坏？ 
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证当£>0.001，且卜'一工|<1时， 

| fix')-fix) I = I x-x+o. 001(Dr]-|y]) I < I JT-x I +0.001 
此时只要取 5=min<e-0. 001 ，】 > , 则当 U —: r' I <5 时恒有 I /(x)-/(x) | <£. 

当 0< e <0.001， 且 j :。 不为整数时，有整数 n ， 使得 n < x 0 < n + l . 只要取 

5= min ( j ： 0 — n ， n+l —: r 0 ， e )>0， 

则当 \ x — x 0 |<$时，有[>]=[>。].从而， 

I /( x ) —/( x 0 ) I = I x — x 0 I <^ e . 

而当 x 0 = n 为整数时，则对于无论怎样取正数总有 I 满足 1 <办及 * r 。一 jCh 此时 

|/( x )-/( x 0 ) I =( x o - x ) + 0. 001> c . 

于是，函数 / Cr ) 在 ： r =; i ( 整数）的点失去了连续性. 

【672】设对于每一个数£>0,都存在数5=狖^。）>0,使得若|/(；|0 — /(： 1 "。）丨<^,则 | x-xo | <^. 
由此是否可知函数 /( i ) 在 x = o :。 连续？这些不等式描述了函数的什么性质？ 

解不对，若函数 /(： r ) 在有限的区间内有定义，则只要取 5=2(6- fi ), 不等式 | j ： 一 a ：。 |<5恒成 
立.若 UA ) 为无穷区间，例如•设 6=+ oo •则必然 Um |/(* r ) | =+ oo .亊实上•若不然，则 lim | / U ) | =c 

< + oo . 于是•存在数列 x.>a (n = l ,2 •…）•: r . —+ OQ 使 fU •、— c . 由此可知数列 /( A )( n = K 2, …）有界， 
令 

e 0 = sup { | /( j .) I -f I /( I。） I +1 }>0. 

显然 

I /( x .) — /( x 0 ) I < e 0 (” =1，2, …）， 

但是， 



故对此€。〉0,不存在对应的5=沢€。，為）>0,此与假定矛盾.由此可知•必有 lim \ fU ) I =+ oo . 

求出下列函数的不连续点，并硏究这些点的 性质： 


【691】 

sinx 

解 因为 lim ： y = l , limy = oo ( k 为不等于零的 整数） •所以，: r = 0 为“可去”的不连续点•而 i h 

x -^0 

(是=士1,士2,“*)为无穷型不连续点. 

【694】 y — sgn ( sin 含) • 


解 ：c = 0 为第二类不连续点•因为 lim : y =(- l )*, lim : y =( —】,故 i = + U = 士 1, 士 2,为 
第一类不连续点. 


17001 


卜 e TV 

解 因为 Um y = l f lim y =0, lim y = — oo f lim >r = 

x^l + O 0 x-^-0 

无穷型不连续点. 


，所以 ， i = l 为第一类不连续点，而 * r =0 为 


硏究下列函数的连续性并绘出其大略图像. 


【708】 3»= sgn(cos 士). 

解 1 = 0为笫二类不连续点. 

凡使 cos -1 = 0 的点，即 U = 0, 士 1,士2,…）为第一类不连续点. 
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图708仅画了当 A = 0, 士 1,士2时的情形，图像关于 Ojy 轴 对称. 
【 709 】 y= [+] sgn(sin f). 

解 ： r=0 为第二类不连续点 • 



为第一类不连续点. 

图709的两轴所取的比例单位不同. 



图 709 

【 710 】 y=cot 含 . 

解 凡使 sinf = 0,即1= + (々=士1, 士 2,…）为无穷 

型不连续点.工=0为第二类不连续点. 

图像 关于原点对称 ，如图 710所示 • 

当 ： r— 一 oo 时， — oo; 当 ： r-^ + oo 时， + oo. 

研究下列函数的连续性并作出其 图像： 

【 724 】 y =lijn lT( ^— 2 ,. 


Xf 

| X—kK 1 

解尸 ‘ "f *， 

■r=h 士 (★=(), 士 1, 士 2, …〉 

o. 

f<\x~kn\<f. 
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工= 妊士 f 为第一类不连续点. 
如图724 所示 • 



5 n 




5 n 


7^ 


图724 

【732】函数 d = 是数轴 Or 上的点: r 与由线段及 2<_ r <3 所构成点集间 的最短 距离. 

求函数 d 的解析表示式，作出其图*并研究其连续性. 

解 



— oo<x<0t 

i <:< j ， 

音<:<2， 

2«3， 
3<x< + oo # 



处处连续，如田732 所示. 

【733】图像£：是由离为1底为1的等腰三角形及底为1离为 2 及 3 的二矩形所构成（图 733— 1). 
函数 S = S(;y)(0< ： y< + oo) 是图像£介于平行线 y = 0 及 y = y 之间的那一邢分面积 ； 而函数 6=6( ： y) 
(0< ： y< + oo) 是用平行线 Y = ；y 去截 囝像所 得截痕之长.求函数 S 及 A 的解析表示式•作出它们的图像并 


研究其连续性. 

解 



0«1, 

l<y<2. 

2<><3, 

3<y<+oo. 


处处连续，如图733 — 2 所示. 

对于函数 6=6(; y 〉 根据假设，则有如下解析表 示式： 


b = 


3— : V ， 

0<： y < l , 

2, 

1«2, 

1. 

2<： y <3, 

0, 

3<> f < + oo . 
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: y = 2 及^=3为第一类不连续点，如图 733-3 所示 • 



【734】 证明： 狄利克甫函数 



图 733-3 


y ( j )= lim { limcos ’（ irm ! j ：) } 


对于每一个值都是不连续的. 


证明思路令 f ( m , n ) = cos _(7 tm ! I )•当 ：r 为有攻数时，即 (/ 为互素的整数，且 p >0) .因此， 

P 


酱 m>p 时，有 /(m，n) = 1，于是 ，文 (i > = 1丨当 i 为无理數时，則对任一因定的 m， 有丨 cos( irm! : r〉 | <1，于 
是，; ^(x 〉=0. 由此可知 


: fU) = 


0 , 


a •为有 理教. 
x 为无逻数. 


设1 0 €尺•由于办的任何邻域中都有无穷多个有攻教和无穷多个无攻数，故极限^不存在，从而 

；^(1)在任一点 j：。 均不 连续. 

证 记 = cos**(ffm !:r). 

当 *r 为有理数时，总可认为 m 〉 p , 其中 x =-^( p , q 为互索的整 败). 于是，= 1,故此时 X U ) = U 
当 X 为无理数时•则对任一固定的 w 而言 • 丨 cos <7 rm ! x ) | <1 •从而， limcos "(7 rm ! j ：) =0,故此时 ^( x ) = 0. 
总之 • 



Z 为有 理数. 
• T 为无理数. 


由实数的稠密性可知，对于 I 的任意值在其任一邻域内含有无限个有理数和无理数，因而 x ( a :) 的值总 
在 1 和 0 这两个数中取一个.这样 ，； f(X) 的极限就不存在.于是，当 I 取任一值时， Z (: T) 都是不连续的. 

【736】证 明：黎 曼函数 


"、其中历和”为互素 的数， 

0，为无理数. 

当 x 取任一个有理值时不连续的，而当 _ r 取任一个无理 
值时是连续的.作出这个函数的略图. 

证不失一般性，我们仅就区间 [0,1] 讨论，图736为 
/(• r ) 在 ■ r €[0,2] 时的略图. 

对于任意的《1：。€[0，1]来说•若任取 £ >0•则满足不等式 
+ 的正整数 n 至多只有有限个，即在[0，1]中至多只有有 



2 




图736 


限个有理数 f •，使得/(子)=+>€.因而我们可以取5>0,使得; r 。 的邻域(: r 。一 心办+幻内不含有这样的 
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有理数（若 x 。 为有理数，则可能除去 x 0 ). 于是，只要0< U — aI <心不论 I 是否为有理数•都成立 
| fix ) | < c . 即证明了对于 [0,1] 中任意点 z 。， 都成立 

/( xo +0) = /( xo -0) = 0. 

若 X 。 为无理数，则 /( 々 > = (),可见 /(■!〉 在 A 连续； 若 X 。 是有理数，则 /(;> 关 0 , 函数 /U 〉 在 ； 点有 
“可去”的间断，即点 * r 。 为 /(: r ) 的“可去”的不连续点. 

【741】 设：⑴函数 / Gr ) 当 x 时是连续的，而函数当 1 = 1 。时是不连 续的； （2) 当时 
函数 /(d 和 /? Cr ) 二者都是不连续的•則此二函数的和 / Cr ) + g ( x ) 在已知点 a *。 是否必为不连续的？举出 
适当的例子. 

提示 （1) 用反证法易证不连续. 


(2) 不.例如， /(■!) = 


(-!： 


x <0. 


* 一;: 


x <0. 


解 （1) /( i ) + g(o：) 必为不连 续的. 事实上•设 F(x) = /( x ) + g ( x ). 

对于函数 F ( x > — /( ： r) = 《(d •如果 F(x) 在: r 。 连续，则有 

lim^(x)= lim[F(x) —/(x)]= IimF(j)— lim /(x) = F(x 0 ) — /(j 0 ) = g( Jo). 

因此若当 K ( or 。） 有意义，则《(々^/^^^-/(々…^^(“，这与假设是牙盾的瀲 F ( i > 在点 A 不连续》 

若 g ( x 。） 没有意义，那么当然它在: r 。 点不连续. 

(2) 不.例如， 


1. 

/( x ) = 

— It 


x <0. 


及 




=i 


-K 




x<0. 


它们在点 x =0 处均不连续•但其和 /( x ) + / f ( j 0=0 却处处连续 • 

【742】 设：（1)函数/( I )在点 I 。连续•而函数 g ( i ) 在点: r 。 不连续》 (2) 当1=1。时函数 /& 〉 *〆•!：) 
二者都是不连续的•则此二函数的乘积/(：1*>只(1)在已知点 z 。 是否必不连续？举出适当的例子. 

( 1 1 x^0» 

提示 （1) 不. 例如， /( z )=0 及 g ( x ) = 

I -It x<0. 


(2) ^.^^,/( j ) = g ( x )=|_| ， 

解 （1) 不•例如 • 


，叫 一;: 


x <0 


及 /( x ) = 0. 


它们满足假设条件•其中 /( i ) 处处连续•而 gCr ) 在点 x = 0 不连续•但 fU ) gCx )=0 处处连续. 
(2〉不•例如 


1, 

/(x) = 

一 1 1 


J^Ot 

x <0 


及 ^( x ) = /( x ). 


它们均在点 x =0 处不连续，但其乘积 f ( x ) gU ) = \ 却处处连续 • 

【743】 可否断定不连续函数的平方仍为不连续函数？举出处处不连续但其平方连续的函数的例子. 
解 不能.例如742题 （2) 之例 • 

I 1 

又对于函数 /(: r )= / 一’ 处处不连续•但平方后所得函数 / 2 ( x ) = l 却处处连续 • 

I 1，为无理败， 

【744】 研究函数 AgCr )] 及 《[/( d ] 的连 续性： 

(2) /(: r ) = sgnjr 及尽 （: r ) = x ( l —：!•*)• 

解 （2) 因为 g ( i )=: r(l — P ) 当 or < — 1 或00<1时为正•而当_ l < Cr <0 或 i >1 时为负，故 
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0 

一 1 

/! 〆 ：)]=- 0 

1 

0 


1<-1, 

X = — 1, 
一1<0：<0, 
: r=0, 
0< Cr < l , 
X=1 , 
x > l . 


在点 j := — l,i = 0, i = l 处不 连续. 而 g [/(« r )]=0 却处处 连续. 
【748】 证明： 若函数 /( i ) 在闭区间 [ fl , A ] 上连续.则函数 


m ( x )= inf } 和 M ( x ) = 




在 [ fl ，6] 上也是连续的. 

证只证 m ( i ) 在 0,6] 连续 . M ( x ) 连续性之证完全类似.设.先证 m (« r ) 在点 * r 。 右连续.任 
给 c >0 .由于 /( d 在点 I 。连续•故存在00,使当丨 J ： 一 X 。丨<$时•恒有 

|/ Cx )-/( xc )|<£. 


于是，当 10<1<1。+占时，有 /< j )>/( j 0 ) — e ^ m ( xo ) — e . 

而当 时 •/(■!■)) — c . 由此可知当 1。< j < x 0 十时 • w ( J ：)> m ( j ：。） 一 e . 又因 

m ( a :) 显然是递减的，故 w (* r 0 >> m (* r )>” i <* r 。） 一 c (当 x 0 < x < x 0 +占 时）. 

由此卩 J 知 lim //丨(^)=肌( 1 。）•即 m ( j > 在 I 。右 连续. K 证左连续•不妨设 /( i ) 在1>,办]的诳小值在点 

x 〜 0 +0 

x = j 0 达到，即 m ( J 0 )^/( i 。〉 （否则，若 m ( x 0 ) = /( x ,). u < j ,< xo . 则显然知，当 々〈• tSj :。 时 m ( x ) = 
从而左连续）•任给 e 〉0 •仿上述，存在£>0,使当 j :。 一 3< x <: r 。 时，恒有 


/(xX /(x 0 )-fc = /w(x 0 )4-ct 


W 此 ，，《 ( 1 >< 历 ( ： 1 ：。） 十 e •从 rfW ，，《 (ioXwi(J)<m(jro)+e (当 x 0 j<x 0 时〉 •由此可知 lim mix ) = 

m ( j ：。） ，即 tn ( x ) 在 左连续 • 

证毕 • 


【750】设函数 /( x ) 在闭区间 [ ei ,6] 有定义并有界•证明 ：函数 

m(x)= ^nf {/( 冬 ” 

在闭区 间[>.6] 上是左连续的.而函数 

m ( x )= inf { f ( V ) 

在闭区间 6] 上是右连续的 

证设办€ ( a ， A ]， 要证 m (_ r ) 在 I 。左连续•由于 / U ) 在 0,6] 上有界•故 m ( i ) 恒为 有限. 任给£>0,必 
存在一点$>€[>, 1 。），使得 /($>>< mCr 0 >+ € •于是，当 $>< x < x 0 时，必有 


和 M ( x )= sup </(疗）} 
和 M ( x )= sup {/(^)> 


mCxo Xm(xXf($o )<im(x 0 〉 +e ， 

由此可知 lim ; w ( i ) = / h ( i 。） •故 m (: r ) 在 j :。 点左 连续. 

… 0 -o 

同法可证 M (_ r ) 在 [ a ，6] 上也为左连续. 

* > i ( x ) 和 M ( I ) 在 [ fl , 6] 上右连续的结论是错误的 ，今 举反例证明之•例如，对于有界函數 


(H :: 


a^x^pf 丨一 1 ， 

/*( i > = { 

p<Zx^b. \ 0 ， p<Zx^b. 

分别有 5(jt) = /,U )， M(t) = / 2 (x), 显然它们在点/>不是右连续的. 

若定义 &( x )= inf {/(0}, A ?( I )= sup </(0} 則可证明 GCr 〉 与 M ( or ) 在 0,6] 上右连续. 

x<«6 x<K6 

【751】 证明： 若函数 /( x ) 在区间 fl <: r < + oo 上连续•且有有限的 lim /( I )，则此函数在已知区间上 

X— * 4 *<» 

是有界的. 
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. 1 •则存在； Oa , 使当 0 ：〉：\： 时，恒有 |/ Cr)|<|A +1. .. 

上连续，因而有界，即存在常数 M ,， 使当: r €[>, X ] 时，恒有 |/(： r ) |< M , •取 M = m a x ( | A | +1,从 ） •则当 
• r 6 [ fl ，+ °°) 时，恒有 I fix') I < M . 

【752】设函数 /( x ) 在区间（《1：。，+00)上连续并有界，证明 ：对于 任何数丁，可求得数列 A —+ OD , 使 

lim [/( x . + T )-/( x .)] = 0. 

tr^oo 

证不妨设 丁〉 0 , 记 g(_y)=/(J 0 + (夕 + 1) 了 > — /(1。+ 3» 丁） •ySl . 取一数列 <ej (n = 1 ， 2 ,…），且当 
„—oo 时 ,6,-0. 易见，是 [1 ， +°°) 上连续且有界的函数，今按下法取 xi = 1。+1 丁，使 j 公 ( 怂 > | <ei ，如 
果尺（ 1) ，只 (2) 异号，则由连续函数介值定理，存在 6 ，且 1 <怂 <2 •使得 | g(kO\ =0<e, ，这时取勾 =1 0 + 
々 ,7\ 若 g(l) 与 g(2) 同号，艮以 1>, 尽 (2) ，以 3>4(4 卜 _ 都是同号的，不妨设它们均大于零，那么我们可以证 
明，必存在一个正整数使 «(-< ： ,)<€,. 因为，若对一切正整数 n ， g(n» ei ，则由 g( ： y) 的定义， 

/( xo +2 T )^ e ,+/( x 0 - f - T ), 
fix, +3 T ) 〜 + /( x 0 +2 T ). 
fix , +4 T )^ e , +/( x 0 +3 T ), 


/(x 0 +nT)^ei +/[x 0 + (n—1)T], 

则 /( A +”* r )>(«— l) Cl +/( i 。 十 7*), 这与 /( i ) 在 （ I 。，+ oo ) 内有界矛盾，故必存在正整数心，使得 
k ( t ) l < d , 取然后，取正粮数〜〉怂+丨，通过考虑/?(/>，），《(/>2 + 1),"*的符号*仿11,可 
取 >12 =^。+心7^ 2 〉怂+1,使|客(4: 2 >|<€ 2 .依此类推，我们就51得到一数列{心}适合要求. 

【754】证明 ：单脚 有界函数的一切不连 续点泞 为第一类不连续点. 

证不妨设 /(： r ) 为单调增函数，取其定义域 A 中的任意点: r 。， 且设 x D 不是 A 的左端点，由于 o :< x 。 

时显然有 /UX/(j: 。）. 由关于单调闲数的极限定理知 /(j: 。 一 0)= lim /(iX/U。）. 可见若 /(x) 在 x 0 

”，0 -0 

点不连续.则函数在该点只可能有突跃，即第一类不连续点. 

【755】 证明： 若函数 /( x ) 異有下列 性质： 

(1>在闭区间0,幻上有定义且单调* 

(2>取介于 /( a ) 和/(6)之间所有的数作为其函数值，则此函数在 [ a ,6] 上连续. 

证明思路 用反证法.设 1 。 €[> ， 6],/(1 。）在点： 1： 0 不连续 ，利用 754 題的结果得出 矛盾. 

证用反证法，不妨设单调函数 /(X 〉 为递增的且在 x 。 不连续 （々 €[>,6 ]〉， 由 754 题知只能是第 
一类不连续点，则 /( 々）一 /( 々一 ())& /(為 +0) —/( I 。）中至少有一个大于军，例如 /(xo)-/(x 0 -0)>0. 
于是，由函数 /( x ) 的单调性知， /( jt ) 无法取到/(办一 0) 和 /(* r D > 之间的数值. 

这与题设函数 /( x > 的性质 （2) 矛盾•从而，/(«!：)在[>，幻上连续. 


【758】设函数/(1〉在区间 （ a ，6> 上连续，且/= lim /( i ) 及 L = ^ /(. 

真-•虐 ♦ 0 


证明 ： 对于任意的数 A , 此处 /< A < L ， 则存在数列 


•fl + 0 (n = 


) ，使得 


证当 A = / 或 A = L 时结沦都是显然的 . 因此设 / <A<L. 

由条件有 w-fl + 0,6.—fl + 0, 且 lim/(^)-L. 于是，存在正整数使当《 

rn^oo 

>iV 时，恒有 /(aXA 及 f(b n )>X. 

再由 /(I) 的连续性知，在〜及 6- 之间存在 a ， 使 /(x.)=A («>N). 

这样选取的 {i, } ，由于 a.—a + O, 6 B ~*a+0 , 故 x.-*-a + 0. 从而 • lim/( j:, ) =A. 

m-^oc. 


61 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


§8. 反函数.用参数形式表示的函数 

1°反函数的存在性和连续性若函数 >=/(•!：) 具有下列性质：（1)在区间 U ，6) 上有定义并 连续； 
(2) 在此区间上是严格单调的，则存在单值的反函数 • rsrWjy ), 此函数在区间 （ A , B ) 上有定义并连续，而 
且是严格单调的，其中 

A = lim /(: r ) 和 lim fix ). 

X — x ~ •泰 一 0 

连续函数: y =/( d 的多值反函数的一个单值连续分枝，可被理解为在其有定义的最大区域上满足方程 
f ( g ( y )) = y 的任何一个单值连续函数 ■ rsWj ). 

T 以参 数形式 表示的函数的连缕性若函数和 0 Q ) 在区间（〜和上有定义并且连续，且函数 < p ( t ) 
在此区间上是严格单调的，则方程组 

x =< p ( t ), y = t / Kt ) 

在区间上把: y 定义成 x 的单值连续 函数： 

y=^<P ’ U )]， 

其中 

a — lim 史(0 及 6= lim ©(/). 

【761】证明：存在唯一的连续函数 y =_ y (_ r > ( — ©©〈■aC + oo ) 满足开普 勒方程 C sin^=x (0< e < l ). 

证由640 M 知数列 

ya = x * y \ = x -\~ esiny 0 ,力 = jr + esirvy , = x 4- csiny.-i t … 

的极限: yk ) 为开酋勒方程 y - esin ^- x 的唯一 的根. 现在证明: y »： y (* r > 是连续的.我们只要证明当 x - x 0 
时•: yk )- 〆 *!：。）. 为此•我们考虑 

I %(文〉一 y « t ( io ) | = | (-r — x 0 )+ c [ sin>».-i ( x ) —8 in>„-i ( x 0 )] | 

(\ x — x ^ I + c | y 1 ,- i ( x ) — 3 ».- i ( j ： o ) |. 

逐次应用此不等式，即得 

I ^( x )->„( xo )| <| x-Xo I ( l + c +« 2 + … 1 + c _) 

=| x-Xo I • 1 } t € — I 一工 0 I • 

令便有 | jy ( i ) — ： yCr 。）|<+|: r —： r。I (0< e < l > •于是，显 然有^ : >( 1 ) = 〆 :*:。） •这就证明了 
: y (* r ) 的连 续性. 

【762】证 明：对 于每一个实数 W — oo < A < + oo ), 方程 cotr = iLr 在区间 0<_ r < n 中有唯一连续的根 

J = x ( ife ). 

证令 /( x )=^. S 然•在 （0,7 T ) 上 COLT 和+都 是连续的严格减函数.从而， /( T ) 在 （0,7 T ) 上也是连 
续的严格减函数.并且，很明显 

lim /( x ) = + oo f lim /( x ) = — co . 

x ^+0 —0 

由此可知，对每一个实数 K — + 恰有一个1€(0,70,使 /( I ) = h 即 cotx = ife : r •另外，由于 /(: r ) 

在 （0，； T > 上是连续的严格减函数，故々=/(0：)的反函数1=1(0=厂 1 (4)存在而且是一00<>< + 00 

上的连续的严格 滅函数 .此即方程 coVc=kx 的根. 

综上所述，可知：对任何一 + •方程 cotx=kx 在 (0,7 T ) 上具有唯一的根= ，而且 J ：( A ) 是 

K 一 00<^<+00)的连续的严格喊函数，证毕 • 
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求下列函数的反函数的连续单值 分支: 

【刪 


解由于 o: 2 ：y — 2: r +： y =0, 故 


1 士 v /1- y 2 

y 

0, 




y= 


又由于 


lim : 

y-0 




y 


= lir 


y 


■I 


= 0 


广°夕（1+ vl — y ) 


lim 


i+yi-y 

y 


故反函数的连续单值分枝为 


-Vl-y 2 


(一 1«1)及 x = 


1+ yi- 


y y 

【773】证 明：连 续函数: y = l + siar 在区间 0< z <27 r 内的值域是闭区间. 


(o<bl<i). 


证显然，当 J ：6 (0.2 w ) 时，一 Ksiar<l 从而 •0 <l + siar <2 •而由于 y | , f =2，_ =0.而 y = 

1+ sinx 是[号，孕]上的连续函数•故由介值定理知当 x 从号变到亨时，夕取 。到 2之间的■-切数值.由此 
可知当 0< x <2 ic 时，: y 的值域是闭区间 [0,2]. 


【775】证明 ：等式 arctarur+arctan 


(•r^O). 


证当 x >0 时•令 farctaru : •贝 lj 得 tanpjr •且•.又 cot ( • — 炉 ) = tanfJ ：， 故 

⑽(十-9>)=+. 

因为0< 号一 〈号，而在 (0，|) 内仅有唯一的数，使其正切 等于士 ，故 j — parctan 士， 即当: r >0 


时 f arctanj + arctan — = -^-. 


当 j :<0 时，令 9= arctaaz ， 则得 181^=1，且一 


:0•又 


cot ( —■一 9) = tan 9= j , gp tan •一 9) = 士， 

因为一号<一"|■一史<0,而在(一号，0)内有唯一的数•使其正切等下士•故一号一 y?=arctan 士，即 
当 j :〈0 时， arctanx + arctan —=—号. 


总之，当时 . arctanjr+arctan — = 

X u 

【781】设 j = ch /， y=sht (一 oo </< + oo ). 在参撤 
值函数？求: y 在不同变化域上的表达式. 

解 由于 x = cht 9 y = shf ， 故 x 2 — y 2 = ch 2 t — sh z t = 1. 


的哪些变化域中 5 J 以把变贵: y 看作变最 x 的单 


当 shr 


e ( -e 


>0时，即 e 1 彡 f 或#>1 或 00时，: y =>/ j ： 2 — ld 时，: y =-/ j ： 2 — 1 


不论 f 为何值，: r > l ， 故有意义」= 0是函数：单值区域的分 界值. 

【冗2】 设: ySz 的函数关系由方程组 : r = 〆 /)， ： y = 〆 /) 给出，问 ： y = ： y (* r ) 是单值函数的充分必要条 
件是什么？ 

解其充分必要条件为，使 < p ( t )= x 的一切 r 值，函数应有同一的值.下面加以证明.先证必要性. 


63 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 

若不然，则存在 z •及，使 

tpCti) = <pUz) = j： 9 且 ipit\ 

于是，对于这样的，，一方面有: y ,= 〆 /,) 及: y 2 = ^ r z 〉， 另一方面又有: V ,尹: y 2 ，这样 jy 就不定义为 I 的单值 
函数.因此，使 〆 0= x 的一切 r 值• 〆 £)应有同一 的值. 

再证充分性.设所述条件满足，则对于任一 ， e {< p ( t )} •有/’使 

< pU m ) = x B , 〆 /• )= y 9 

有意义，这样定义的函数: y=：y (: T ) 不因 r 的不同选取而不同，因此，它由： r ' 唯一确定.从而，: V 定义为 X 的 
单值函数. 


§9. 函数的一致连续性 


r 一致连续性的定义设函数 /( x ) 定义在集合 x = u } 上 （ x 是开区间、闭区间，等等），若对于每一 
个€>0都存在 ^=5 U )>0, 使得对于任何数值 x , 由不等式 

\ x f - x 0 \<d 

可得不等式 

|/(x )-/( x ")|<€. 

则称函数 /( I ) 在 X 上为一致连續的. 

r 康托尔定理在有限的闭区间 0,6] 上有定义的连续函数 /( j ：) 在此区间上一致连续. 


【787】以“一於的*言用肯定的方式表达下述论断意义 ：函数 /( d 在某集合（开区间，闭区间，等等） 
上连续，但 在此集 合上并不一致连续. 

解设*合为厂所需论断的 《 f 一釘说明如下，对于任给的 c >0, 及£：,总存在一个数 5( c , x o »0. 
使当•一 1。|<汛€,1。>时，恒有 

| /(x) —/(x 0 ) I <C. 

同时，至少存在一个 G >0 •使对于任意给定的5>0,那可找到 a , •!:€£： •满足丨 & 一心 I <«5, 但是 

I /( x ,) —/( jr 2 ) I ^€0. 

【790】证明 ：函数 /( x )= sinx 2 在无穷区间一 00 < 0 ：< + 00 上是连续的并且有界，但在此区间上并非 
一致连续的. 

证明思路真數/(尤）在（一 oo , + oo ) 上显然有界且连续.只需证其不一致连績性.为此，考虑（一 OO , 
+ 00) 上的两串点 



( n + l)ir 


则当 0< e 0 < I 时，不论5>0如何选取，只要 n 充分大，总可以使 I or , — /丨<5,但是， |/( a : lt ) — / U / _)| =1 


>€ o . 

证函数/(1)的连续性及其有界性是显然的.现证其不一致连续性. 
考虑(一 oc ,+ oo) 上的两串点 



则当 0<6。<1 时，不论 S > 0 如何选取，只要 n 充分大•总可以使 




但是，丨/0^)—/(允）丨 =l〉e。 •因而，/(I)在 （一oo,+oo) 上并非一致 连续. 
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【791】 证明： 若函数 /( x ) 在区域 a <: r < + oc 上有定义并且连续，而且有限的 lim / Cr ) 存在，则 /( a :) 

x —4-00 

在此区域上是一致连续的. 

证任给 e >0 •由于 lim / U ) 存在，故必存在，使当时，恒有 

X ^ + OO 

由于 /(： r ) 在 0, X +1] 上连续，故一致连续，从而，必有正数 5' 存在，使当 x e [ a ， X + l ],^ e [ a , X + l ], 
x — x | <5'时，恒有 

|/(X)-/(^)|<€. 

令5= min { 占'，1 } •现设/， j " 为满足 a < I ' < + oo • a < * r " < + oo ， 丨 J ' — i " 丨 <5的任何两点.由于 
卜'一工"|<心故 > 2： / 与/或同时属于[>,义+1],或同时满足/>义，/>义，因此，恒有 

|/(X )-/( x ") |<6, 

故 f ( x ) 在 fl <* r < + oo 上一致连续. 证毕. 

【793】 函数 /(* r >= x 2 在下列区间中是否为一致连续的 ： U > 这里/为任意大的正数； （2) 在区 
间（一 oo ,+ oo ) 上？ 

解题思路 <1)丨/(2 / )-/(/) |<2/|/ —^丨 ( x . x^e (-/./)). 

(2) 考虑 •!：；《=” + 丄， ： r := n . 下面仿790越. 

n 

解 （1) 当: ( — /•/) 时. 

I /( xi ) —/( x 2 ) I <2/| x ,— x 2 |. 

对于任给的6>0,取5-合，则当| > !： 1 -0： 2 |<5,且1 | ,0：:€(—/,/)时,恒有|/( > 1：1)一/(*1： 2 )|<£,故 /( I ) 在 
(_/,/) 上一致 连续. 

(2) 取 《。= 1, 不沦 5>0 取得多小，只要”充分大，我们总 SJ 以使： r '_=” + 丄.父=”的距离 

n 

I /( x ：)-/( x ：) I =2 + (^)*> to . 

可见 /(： r ) 在（一 oo , + oo ) 上非一致连续. 

研 究下列 函数在 给定区 域上的一致连 续性： 

參 

【796】 /( x ) = 〒 ( 0 < x < k >. 

解 由于 lim @= l .我们定义函数 

X 40 X 



易见 fXa ：) 在 [0,； r ] 上连续，由康托尔定理知 Kl ) 在 [0,7 T ] 上一致连续•从而 •/(•!：) 也在 (0,7 T ) 上一致 连续. 
【798】 /( j ) = arctaiLr (― oo < x<-f oo ) # 

解 由于 / Cr ) 在区间（一 oo , l ]、[0, + oo ) 上连续，且有 

lim arctanx =-^ t lim arctaar = 一- ^ ， 

由 791 题知 /( x ) 在 [0,+ oo 〉 及（一 oo ， l ] 上均一致连续 • 

于是，对于任给的 e >0, 存在衣 U )>0, 当( — oo ， l ]， Ia — x : |<3, U > 时，恒有 

I — I <€ 
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成立. 

又存在灸 （ e )>0, 当 xuJCO .+ oo )，|： m 2 |<而 （ e ) 时，恒有 |/(： r 1 )-/( A )|< e 成立• 

今取 5(c) = min{ 1 ,81 U),S 2 U) } ，则当 ，了 2 € ( — oo ，+ oo )， | —x 2 | <5(e) 时，: ^ 与 ： r: 必或同时 

斶于 （一 °°，1]， 或同时属于 [0，+ oo )， 故恒有 

I /(A) —/(J：*) | <€. 

即 /( J ：) 在 （_ oo ，+ oo ) 上一致 连续. 

【801】证明 ：函数 /(: r ) = l ^ i 在每个区间 ^ r ^- lc ^ CO 〉 及 J : = (0<1< 1 ) 上是一致连续的， 

但在它们的和人+/:=={0<丨1|<1}上并非一致连续的. 

证在乃 =( 一 10<0>上 /( x > = -_, 在上/(文）=_,它们的一致连续性由 

796题可知. 

由于 

馨 馨 

lim /( x )= lim 1 * lim /( x ) = — lim — l f 

x —+0 r ^+0 X x -^-0 x -*-0 X 

故必存在 vXKitCI ), 使当0<文,< 7 . — 7<乃<0时恒有 |/( i ,) — /( x :) |>1 .现取 co = l , 则不论衣 >0 取 
得多么小•都可取两点 j’i 和: r ’: •使 OCx ’/ min ， 心音 } . — min 1 J < j ', <0. 于是， |: r 、一: r’2 | < S . 
但是， 

|/( x / ,)-/( o :；)|> eo - l . 

由此可知 /(* r ) 在乃 + J :=<0<| J ：|<1}上非一致连续• 

【804】 证明： 有限个在区间上一致连续函数的和与它们的乘积在此区间上仍是一致连续的. 

证由于有限个函数相加或相乘坷逐次分解成两个函数相加或相乘，故我们只霱考虑两个函数的悄 
况. 

设 /( z ) 与 g ( x ) 都在有限区间上一致连续，要证 /( d + gk 〉 与 / Cr ) g (_ r ) 也在 U ,6) 上一致连续. 
任给 € >0.由于 /( Z ) 在 （ a ,6) 上一致连续，故有灰〉0存在，使对于 U .6) 中任何两点 x ' 与: r ' 只要 

|/一 > /|<衣，就有|/(>1 / )一/(/)|<专.又由于尽( > 2：)在（^>上一致连续，故又有衣 >0存在，使对于 

( a ,6) 中任何两点/与/，只要|■/一 y r | 〈衣 ，就有 | g ( i ') — W 〉| ■•令 S = min { S ] ，办丨，则当 

|1 / 一/|<5(/,1"为（^1,6>中任何两点）时，恒有 

I [/(■r') + 《 (a / )]-[/( > rW )] 丨 < 丨 /(: W) | + 丨 《 (: W) | <-|- + -|-=£. 

故 /( x )+ W > r ) 在 U ,6) 上一致连续.下证 /( dWx ) 在 （ fl ，6) 上一致连续.为此先证一个 结论： 若函败 
F ( x ) 在有限区间 （ a ,6) 上一致连续•则 fXh 在 （ a ,6> 上必有界.亊实上，对于任意给定的《>0,都有 $>0 存 
在，使对于 U , 6) 中任何两点只要 |/一/丨 <心 就有 | FU ') — F ( x ") |< e . 特别，当 aCar'Ca + L 

占时，必有 | FCjJ - FCx^I < e ; 当 时，也必有 I F ( x )- F ( x ^) | < e . 

因此，根据柯西收敛准则，知 F(a + 0)= lim F (: r ) 与 F (6 — 0)= lim F (: r > 都存在（有 限〉 .现在 [ a ,6] 上定义 

x •♦ 籲 + 0 龙"•秦一 0 

函败尸（工）: 

r F ( x ) , a < x < b ， 

F - ( x )=^ F(a + 0), x = fl , 

If (6—0), x = b . 

显然，尸 （ z ) 在闭区间 0,6] 上连续，从而有界，由此 SJ 知 fXz ) 在上有界. 

根据刚才已证的结论，存在常数 L >0 与 M >0, 使 
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|/(x)|^L, U(x)|<M (a<x<6). 

任给 e >0, 根据/(工)与 sU ) 在 U ,6) 上的一致连续性，可取$>0,使对于 U ,6) 中任何两点/与: r ' 只要 
| X —X I <5,就有 

I /(/) 一 /(/) | < 2 ^. | g ( x f ) — gCx , ) I <^. 

由此可知 


| f(,x)g{x) — f(.x)g(,x) I = I \_f{x)-f{x)^g(,x)-\-f(.x')\_g(,x) — g{x)'\ I < 点 • M+2X * L = e, 


故得知 / Cr ) gU ) 在 U ,6) 上一致 连续. 

注：当 （ a ,6) 是无穷区间时 ，（ fl , 6〉上一致连续函教 /( or ) 与 >?( x ) 的和 /( z ) + 贫 （ x ) 必也一致连续，但乘 
积 /( I ) g ( l ) 不一定一致 连续. 例如•设（0,6) = ( — 00 ，+ 00 >，凾數/'( 1 )=^：在（一 00 ，+ 00 >上_致连续，而 
函數[/(1)]*=/在（一 oo , + oo ) 上非一致连蟥（麥看793題（2>>. 

【80 S 】 证明 ：若单 调有界的函数 /( x ) 在有限或无穷的区间 （ a ,6> 上是连续的，则此函数在区间 


上是一致连续的 • 

证分三种情形予以证明. 

(1〉设 ( a ,6) 是有限区间•由于 / Cr ) 在 ( a ,6) 上单濶有界，故极限 / U +0>= lim / Cr 〉 与/(6 — 0)= lim fix) 

广， i+O ”*一0 

都存在（有 限〉. 按下式定义 0.6] 上的函数广( X )： 

/( x ), a < x < b 9 
广 Cx ) = < /(a + 0) f x = a f 
/(6-0), := b . 

显然广 （: r ) 在 [ fl ,6] 上连续，从而一致连续，当然在（心 6) 上也一致连续•故 /(: r ) 在 (^6) 上一致 连续. 

(2) a 为有限数,6=+00,此时，令 



/( x)t 
/(a + 0 )t 


fl < jr < + oo . 



则厂 （ x > 在 a < i < + oo 上连续，且 Urn 尸 ( x )= lim /( j :〉 存在（有限），故根据 791 越的结果知广 （ or ) 在 
fl <: r < + oo —致连续，从而，—致 连续. 

若 fl =- oo ,6 为有限数.考虑函数 “•!：) = / (一 j :) (一 6< Cr < + oo ), 即化成刚才证明了的左端点是有限 
数右端点是 + oo 的 情形. 


(3 )a = — oo , 6 =+oo .任给 c >0 .利用 （2) 已证的结果， /( i ) 在 0<« r < + oo 上一致连续，故存在^,>0, 
使当 x ' 与/都属于 (0,+ oo ) 且 U ' —/|<灰时•恒有 

|/( 〆 卜 /(/) 丨 <«• 

同样利用 （2) 已证的结果 •/(：**) 在一 oo < j ：<1 上一致连续•故对于同一个 e , 存在备〉0,使当:^与/都厲于 
(一 00,1) 且丨 jr ' — j ：” I <灸时，恒有 

|/(x )-/< x ，r ) |< e . 

现令 5= min { 1 ,Si fd 2 ) ，则当一 + 一 《></< + «»， | : r '— j ：" | <5 时，/与 /必或是同 M 于区 


间 （0,+ oo ), 或是同《于区间（一 oo , l ) .因此，恒有 


由此可知， /( J ) 在（一 00 ，+ °°)上一致 连续.证毕. 

【806】 证明 ：在有 限区间 ( a ，6) 上有定义而且是连续的函数 /( x >, 可用连续的方法延拓到闭区间 [ a ,6] 
上，其充分必要条件是函数/( I )在区间 （ a ,6) 上是一致连 续的. 

证必要 性：若 /(： r ) 可用连续的方法延拓到闭区间 0,6] 上，則 /( x ) 在 0,6] 上连续，从而 /( z ) 在 
[>,6] 上一致连续，当然/( I 〉在 Gid ) 上也是一致连续的 • 

充分 性：若 /( x ) 在 U ,6) 上一致 连续. 根据804 题的证 明过程，知 /( a - f -0)= lim /(* r ) 与 f ( b ~ 0 ) = 
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lim /( x ) 都存在（有限）.按下式定义[>，6]上的 函数： 

x—6 — 0 

/(X 〉， a<x<b ， 

/' ( j )=' /(a + 0), x = a , 

/(6 — 0), x=b. 

显然， /• ( x ) 在 [ a ,6] 上连续，在 ( a ,6) 上广 ( x )=/( x ). 

故广 （* r ) 是在 [ a ,6] 上的连续延拓•证 毕. 

【807】函数 

cu /(5) = sup | /(xj )—/( j 2 ) I 

(式中 A 和 x 2 为 U .6) 中受条件 |々一々 丨<5限制的任意两点）称为函数 /( J ：) 在区间 U ,6) 上的连 续模. 
证明：函数 / Cr ) 在区间 （ a ,6) 上是一致连续的充分必要条件是(幻 = 0. 

证必要 性：设 / Cr ) 在 U ,6) 上一致连续.任给 e >0, 存在5'>0,使“^彡中任何两点心，々，只要 
| x , — 々 | < 〆 就有 | fU ' )-/( t 2 )| < f . 现设 0<8 〈政 ，则当 I * - x 2 I 时，必有 I /U ) — f { x z ) I ， 
从而， 

cu /(^) = sup |/( j ,) —/( x 2 ) I < y < c . 

* 此可知•土一 )=0 . 

充 分性： 设 (5) = 0.任给 e >0 •存在 Y 〉0,使当 0<^<# 时，恒有_ ( 幻 < e . 

现设 x , 与: r 2 是中满足 |* r , 一 ： r 2 |< y 的任何两点. 

若 ：|：丨=:^, 则显然 |/( xi ) —/( x 2 ) I =0<6 I 

若工 、关 A •令丨 —Xi I =及••则 0<5* < 〆 •于是 • 丨 /( X ! )—/( X 2 ) I <01/(^* )< c . 

由此可知 V ( x ) 在 ( ci ,6) 上一致连续.证毕. 

§ 10. 函数方程 

W 09】 证明： 对于所有实数 : r 和: y 都满足方程 

/(ar+y) = /(x) + /(y) (1) 

的唯一的连续函数 / U )( — ooOC + oo ) 是线性齐次函数: 

/( x )= ax , 

式中《 = /(1)是任意的常数. 

证先证.•若 /( x ) 满足 （1), 则对任何有理数 c , 必有 

/( cj )= c /( j ) (― 00< j -<4- Oo ). 

事实上，当 m 与 n 为正整数时•有 

/( mx ) = /( x+(m — l ) x ) = /( j )- f /(( m — l ) x )=/( x ) + /( x ) + /((;w — 2>: r )=^.. 

= /( j ：) +/(: r ) + …+ /(： 1 ：)=历/(： 1 ：> • 

/( x )=/( n « -^) = n /( f ), 故 /( 予) = 士 /(:〉• 

于是， 

又在 （1) 中令: y =0, 得 / Cr ) = / Cr )+/(0), 故 /(0)=0; 乂在 （1) 中令—: r , 并注意到已证的结果/(0) = 0, 
得 /( 一 J ：) = 一 /( a :). 于是， 
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故对任何有理数有 /( cx )= c /( x )(- oo <J： < + oo ). 下面，我们利用/(0：)的连续性证明对任何无理数 C , 
此式也成立.事实上，设 c 为无理数.取一串有理数使 c .- rCn - oo ). 于是， 

fCc „ x )= c m /( x ) (” =1，2,…）， 

在此式两端令 M — OO 取极限，并注意到函数/在点口连续，即得 /( CX )= C /( X ). 于是，对任何实数 X 和 C , 
有 /( cr ) = C /( x ). 由此可知，对任何实数 I ,有 

/( x ) = /( x - l )= x /( l )= ax , 

其中 a = /(1) .证毕 • 

【812】 证 明：对 所有： r 和: y 都满足方程 

fU + y ) = fix ) f (, y ) ( 2 ) 

的唯一不恒等于零的连续函数 / UK — ooO < + oo > 是指数 函数： ，式中 a = /( l 〉 为正的 常数. 

证先证必有 /( x »0 (- oo < x <4- oo ). 事实上，由 /(^) = /(-|- 知，⑺冰 

由于/(了）关0,故存在 I 。使/(办）>0.在 （2) 中令 1=1 。•: y = 0 •得/(了。）= /(了。）/(0),故/(0) = 1 丨又在 （2) 
中令 y = 一 I ，得 l = /(0)=/(: r >/( — : r >, 故 /( jO 关0,由此可知 /( x )>0 (一 oo <： r < + oo ). 当 m 与„ 为正 

粮数时， 

/(mx) = /((m— l)x4-x) = /((m — l)x)/(x) =/((m —2)x)/(x)/(:r> = … = [/(:r)]*" • 

) = [/( f )]' 即 /(f )=[/(-)] 去. 

于是， 

/(>) = [,( 予 ) r =[/(j：) • 

又有 

O )=[/ (- ； r)]? =[/(:)]-?. 

由此可知，对任何有理数 c , 有 

/(cx) = [/(x)] f (― CXD<x< + 00). 

根据 /( d 的连续性，仿809题的证明易知此式对任何无理数也成立.因此，对于任何实数 (:与 有 

/(^) = [/(x)]S 

从而， /( x ) = /( j -- l ) = [/( l )?= fl T , a = /( l »0. 

注 也可利用809 题的结果来证•前面已证 /( x )>0 (_00<1< + 00).令 F ( x ) = l 0ga / U ) , 这里 a = 
/(1)>0. 于是， FCr ) 是 一 ooO < + oo 上的连读函教，满足 （1) 式： 

F(x-hy) = \og^ /(x+y) = lo&,[/(x)/(>»)] = log. /(jO + log^ /(y) = F(x) + F(y). 

故由 809 题的结果，知 F (: r )= y ： r , 这里 

a • = F (1) = lofc/C 1) = log . a = 1, 

从而， F ( jt ) = j :. 由此可知 /( x )= a ". 

【814】 证明： 对于所有正数 _r 和: y 都满足方程 /( x ： y ) = /(•!：)+/(： y > 的唯一不恒等于零的连续函数 
/ U )(0< Cr < + oo ) 是对数 函数： /( 1 ) = 1 0& 1 ,式中 a 为正的 常数. 

证在 /( 130 = /(： r )+/( ： y ) 中令: y = l , 得 /( 1 ) = 0 . 由于 / U ) 关0 , 故存在: 1：。>0 使 fU 。） 关 0 . 先设 
/(x 0 )>0. 

由于 /(3) = /(1。）+ /(：1：。）= 2/(1。），/(:^〉= 2/(文5) = 4/(1。〉，."，利用数学归纳法，易知 /( x ?") = 
2 n /( x 0 )- + oo ( n — oo ). 故可取某正整数„，使.于是，根据连续函数性质知 ，在】 与之间必 
存在某 a (显然 a 〉0) 使 f ( a ) = l . 现考虑函数 F ( x ) = /(^)(- oo < x <-|- c «). 显然 fXi ) 连续且满足 （1) 
式： 
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F(x+^) = /(〆♦，）= fia x • a，） = /(a 1 ) +/(a，）= F(jt) + F (: y). 

于是，根据 809 题的结果知， F(:r〉=^:r ( 一 oo< ： r< + oo 〉 ，其中 a • =F(1) = /(a) = 1. 于是， F(:r) =ar , 即 

fia s ')=x\ 

令 = y •则 a^logj, 于是， 

/( 3 ») = log -< y ( 0 <>»< + 00 ). 

若 /(OToXO, 则可考虑函数 g{x) = — fix). 于是 •《■(：!：◊ )>0 且 g(:r) 也满足 g(J^> = g(*T)+g(_y )， 故 
根据刚才已证的结果 * 可知 g(.y) = log. y ( 0 <y< + oo > •其中 a>0. 即一 /(>) = 10 也 y ，或 /(^) = ~ log a y. 

令 a. = j ■，则 a. >0 且一 lo& y = log,. y •故 


/(y) = Iog 4i . y (0<y<+oo )， 

其中 〆 >() .证毕 • 

【815】证 明：对 于所有正数: r 和： y 部满足方程 

f(xy) = fU)f(y) (3) 

的唯一不恒等于零的连续函数 /(• r 〉（0< Cr < + oo ) 是幂函数/(*!：>=/,式中 a 为常数. 

证考虑函数 F ( x )=/( e x ) (一 oo <_ r < + oo > •則 F (: r ) 在一 oo <: r < + oo 连续不恒为零，且满足 （2) 
式： 

F(x+y) = /( e "^) = /( e " • e >) = /( e -)/( e ^) = F(x)F(y). 

于是.根据 812® 的结果知 


F ( x )=^ (― oo < x <- foo ) , 


其中6>0•即 /(eO = ^(- oo < x <+ oo ). 

令 〆 =>则丨显然•存在唯一的 a (— oo<a < + «>) •使 e *=& 于是. 

/(y)**^* (0<>»< + oo). 

证毕. 

【816】 求对于所有实数 x 和 ： y « 满足方程 （3> 的所有的连续函数 /( a :〉 （一 oo <; r < + oo 〉. 

证因为 / Cry >-/ Cr 〉/( y ) •所以 /( I ) = /(1>/(1),于是，/(1) = 0或 /(1) = 1. 

当/(1) = 0时，对于任意实败 I ，均有 /( x )=/( l )/( x )=0. 

当 /(1) = 1 时，由于 /(1)=/((一 1> • (一1>〉= /(一1>/(一1> = 1,所以，/(-1) = 士1.下面分两种情 
况 讨论： 

( I ) 当 /( 一 1) = 1 时•由于 /( 一 d = / ( — l )/( x ) = /(; r ), 所以•在这种情形下就可把问题归结为对 
OOC + oo 中的: r 进行讨沦.而对于 1 〉 0 , 我们已证得 /( j )= x - ，式中 a 为常数 •>. 然后再利用 /( 一 x )= 
/ Cr ) •即得 / U )= U | ••为保证 /( d 在（一 oo ，+ oo ) 中连续，需 fl > 0 . 

( II 〉当 /(一1> = 一 1 时，同 （ I >可得 

/(x) = sgrLT • |x|* (a^O). 

综上所述，所求的函数为 （1)/ U )=0, 或 （2)/( i )= |_ r |_( fl 彡 0), 或 （3)/( i ) = S gn ^ | x |- ( a ^ O ). 

* ) 利用815題的 结果. 

【820】 设 △/ Cr )=/( x + Ar > — / Cr > 及 △ VCr ) =△ { d / Cr ) } 分别为函数 / Cr ) 的一阶、二阶有限差分. 
证明： 若函数 /( ： r) ( 一 oo< ： r< + oo) 是连续的且 V /( ： r) B 0 , 则此函数是线性函数，即 /( x )= ax+6 , 
式中和6为常数. 

证由 W /( ar )=0 得 

令工 = 0,得 

/(^, )-/(^)= /( 厶）一 /(0). 

令，得 
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利用数学归纳法，可得 
关系式 （ n 可写成 


/ [( n + lM l ]-/(0) = ( n + l )[/(^ l )-/(0)]. 


/( 山 )-/(0) = 丄 [/(n^ > — /(())]• 

n 

在上式中令 〃 A = m ， 再利用（1 # >即得 

⑻ [，⑴ — / (0> ]. 

所以， /( f)=fl • •^■ + 6,式中 a = /( l ) —/(0)及6=/(0)均为常数. 


于是，对于有理数均有 

/( x )= ax +6. 

对于无理数: r ， 利用 /( x ) 的连续性，即可证得上式仍成立.亊实上，取有理数列 A - x , 则 

lim /( x .) = /( x ). 

另一方面 

lim fix m )= lim ( ax m +6) = ax +6. 

因此，对于所有的实数 h 均有 f ( x )= ax + b . 


( 1 ，) 
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1. 显函数的导数 


1°导数的定义若: r 及为自变量的值，则差 

Ay = fU -{- Ax )- fU ) 

称为函数 : y = /( ： T) 在闭区间 Oddi 的增量 .表达式 

若有意义，则称为导数，而函数 / U 0 本身在此情形下称 为可微 函数. 

导数 /' U ) 在几何上是函数 ： y=/(ar) 的图像在 z 点切线的斜率 [tana = /'U)] (图 2. 1). 
2°求导数的基本法则若 c •为常数且函数 “= ii ( jr )， i /= v (* r ) • i £；= u »(: r ) 

都有导数，则 

(1) ^ = 0, (2) {cuY = cui 

(3) iu -\- v—'wy = u -\- v—Wi (4) {uvY = u v + v u » 

(5) (子 ) = “’？ — (#0), (6) ( u"y = nu^ l u (”为常数）, 

(7) 若函数 ： y=/(“> 及《=9(工)都有导数•则 yx=y.«:. 

3°基本公式若: r 为自变则 

为常 数）； 


(1) 



in 


v 


\n 


K 


XI 


U . (sinj)’ = cos:ri 


(cost)' = — sinj* 


(cotx) ，= -- 


(arccosx)'= — 


IV 


VI 


(arccotx) / = — 


(log.x)' 


x\na 

XID. (ch*r)' = sKr: 

XV. (cotho:)' 

4° 单側导数 


V ^ l - x 2 

1 

TT 7* 

(fl 〉 0 且 关 lhUarY 


(tanj) / = 


(arcsinj) / = 


vi - 


(arctanj〆 


l+x 2# 

\na (a 〉 0); (e J )’ = e J 


ML (skr) / = chj* 


xiv. (tkxy= 


ch 2 x 


sh 2 x* 

表达式 

/ ， -(x) = 


lim 


► Ax 


(x)= lim 



在本章基本公式及习题解答的叙述过程中，一些明 a 的定义域要求，例如，本节公式 V 中要求 X 关 br(k 为粮数 ），VI 
中要求 I X I <1 等等 . 以及例如尔后 § 5 中相应的限制 ，一 般地就不再 一一 声明 . 

《题解》作者注 
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分别称为函数 /(X) 在 o: 点的左导数和右导数 • 

导数 /' (: T ) 存在的充分必要条件是 

/-( x )=/ / + ( x ). 

5°无穷导数若函数 /(： r ) 在点 I 连续，且 

•• /(x + Ax )-/( j ) 

11m ^- t - ^ -= 00 , 

Ar — 0 么 I 

则称函数 /(*r) 在点 a: 有无穷导教.在此种情形下，函数 ：y = /(*r) 的图俅在 *r 点的切线与 Ox 轴垂直. 

【 824 】 证明：（2) d [/( > rk (: r 〉] = W ： r+^yrU/( > r> 十 

提示由增量的定义，命題即获证. 

证 （2) ^[/( x )^( x )] = [/( j ：- f —[/( x )/?( x )] 

= ^/(jr)g(x+Ajr)+^gCj)/(j)* 

同样，我们还可将 （2) 的结果写成 △[/ U ) g ( > r >] = /( > r + Ar 〉~ f ( J )+ g ( J ") d /( J ). 

【 827 】 动点沿 Or 轴运动的规律由下式给出 

x =10 /*f 5/ 2 , 

式中/以 s (秒）计的时间 ，* r 为以 m (米）计的距离.求在20</<20十时间内运动的平均速度 .设： 

(2)^/ = 0. It (3 M / = 0.01, 

计算此速度的值.当/=20时运动的速度等于什么？ 

解平均速度 

v ={[10(204-^/)+5(20+^/)*]-[ l 0 X 20 + 5 X 20 2 ]) ^^ = 210 + 5^/ (m/s), 

(1) [=210+5 X 1 = 215 ( m / s ) ； 

(2) S =210.5 ( m / s )« 

(3) v =210. 05 ( m / s ). 

于是 ， v I ,_ 2( = jim (2104-5^/) = 210 ( m / s ). 

【 829 】 设 /(x) = (x-l)(jr-2) , (x-3) , t * 广 (1), 广 (2 〉 和 广 ⑶. 

解 / / ( x ) = ( x -2) 2 ( x -3) , +2( x - l )( x -2)( x -3) J +3( x - l )( x -2) 2 ( j -3 ) z 
*2(^-2)( x -3) , (3 x , - llx +9). 

于是,/穴1〉= 一8» / / (2)=/ / (3) = 0. 

【 831 】 设 /(j ： )=j ： +(x-l)arcsin^/j^-j 

提示从导數定义出发，易得/’（1) = 1 +子. 

解注意到当 x = l 时， 

^= 1+arcsinA y|+g. 

即得 

/,(1)= ii?i^ = il , ?„( ,+arcsin ViT^) =1+ f- 

【 833 】 证明： 若函数 /(j) 可微及 n 为正整数，则 

limn ^/( x - t -^- ) —/( x ) J = /'( x ). (1) 

反之，若对于函数 /( d 有极限 （1) 存在，则可否断定此函数有导数？研究狄利克雷函数的例子（参阅第 
一章734 题）. 
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提示由导数定义易证 （1) 式成立.然其逆不成立，可研究734題所示的狄利克雷 函数; ^(工） ： 

为有理數， 

为无理數. 

证 lir ^[/( x + j )—/(： r >]= J ^^^ ― ^— ^^=/' (: r ). 


XU )= { l \ x 


反之，就不一定对了.例如，对于狄利克雷函数 


X(x)= lo! x 


为有理数， 
为无理数 


在任一有理点是不连续的，当然其导数也不存在.但由于 X + + 仍为有理数•故当: r 为有理数时 


士) —^( x ) = l — 1 = 0 , 


从而•极限 ( l ) limn [ y (: r ++) -尤 ( or )] 存在. 


利用导数表，求下列函数的导数: 


aj +6 \ / 


【 844 】证明 ：公式 


a b 
c d 


+ df ( cx + t /) 2 - 

提示利用商的求导法則及行列式的定义. 


证 


/ ax+b\ _a(cx^d) —c(ax^b) _ ad —be 


^cx + d f 


(cx^d) 


一 .JiiL 

(cx^d) 2 Ux^d) 2 


•这里巳暗设 a + d 关 0. 


【 846】 ；y 


l + i - J 2 

r 1 


解由于 : y 


1-X + X* 


- l , 故 y 


2(1-2j) 

(1- x + x 2 ) 


【 860】 V x4 - \/x+>/r • 


解 y= 


v x + V x+vT 


1 + 


Vx - f>/x 


( 1 + 点) 


— 1 +2 a/j -f 4 Vj 


8^/!r v^r+>/x Vx+ V x+V^r 


(x>0). 


【 867 】尸 


仙 / 2sinx(cosxsiar 2 — xsinxcosx 2 ) f , 0 、 

解 y = - r-r —2 - ( x 2 ^kni 务 =1,2, …〉, 


【 873 】 3^=4 ycot 2 x + v^cotTr. 

解 y = -|-(cotx) ^ (~ csc 2 x)-f-|-(cotj：)T (—csc 2 x) = — 


8 


v^cotx 


x ^(2 A :+ l)~j 灸= 0,士 1，士2,…） • 

【 883 】 ： y=e:+e’+〆. 

解 : e i[l + e ?(l+ e 〆）]. 

【 884 】广(含 ( a >0,6>0). 

提示两边取对数后，同时对 a ： 求导数. 
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解两边取对数，得 


\ ny = x\n —+ a ( ln 6— liu ) + 6( lna ： — lna ). 


两边同时对 a : 求导数，得 


y b x x 


) (x>0). 


于是 ， y = ： V(lnf-^ + +)=(y)i( + ) - (f)*(lnf-f + . 

【885】 7=〆+〆+〆 (a>0). 

解 y =a a j aii ~~ 1 - {-ax a 1 a ,a lna-f a x • In 2 a. 

【886】 fig 3 /. 

解 y =^\g l o^ • -^-2jlge=-^-lge • Ig^x* (x^O). 

或按 y=(lgc • lnx x ) , =81g a e • In 3 | x | 求导败•有 y = 24lg J e • (丄 In* | x| ) (x^O) 


O (In 


| x | ) / = j ^[- • = 以后不再说明. 


【901】 ）一 lntan 了. 


解 y 


tan 


f 


■ •— 

2 2 


2 sin 


f 


(0< x -2^<7 n k 为整数 ）• 


19021 >= lntan (- f + ). 


解 y 




^( f + f ) •+ 


2sin (y + T) cos (y + f) sin (: +y) 


(\ x - 2 kn \<^~; ▲为整数〉. 


【919】 ^ — xarcsin — 4- arctan •/ x ^*/ x . 


提示利用基本公式及求导法則，求得： / sarcsin ^/ Y ^ 的过程中，读者可能认为其存在域仅为 x > 0 , 


但是，可以证明 ：在点 x =0 处的右导数：/+ (0) = 0, 它等于 arcsin ^：^； 在. 

城为以后碰到类似情况，均作这样的理解，不再-说明. 

解 y = arcsin <> / Y ^ 


表 o ：= o 处 的值. 因此， y 的存在 


1+ x - 




小一士 4 


( 1+:) 2 2 VT ( 1 + x ) 277 


(工 > 0 〉. 


y = arccos v 1 — j . 

提示注意将所得结果化簡，得 




71-(1-^ 2 ) V\-X 2 |X| y/\-X 2 V\-X 2 


(0<| x |< l ) 


解 y= 


= _8£01 


Vl - X 1 y /\-. 


(0<|x|<l). 
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1—^2 

【 928】>= arcsin • 


解 / = 


【 932 】： y= In ( arccos* ) 


-2j(1+x 2 )-2x(1- 
(1 + x 2 ) 2 


2sgnj 

T +7 


( x ^ O ). 


解 y= 


arccos 


/I 一 


【 940】 ：y 


解 y= 




2x-/x 


( x > l ). 


2jt vx — 1 arccos 




arcsina: 


+ 


1 +x 

xarcsinx . 1 / 1 1 \ 

( i -: 2 ) 音了 (―^― d 一 


xarcsinj 

(l-x z )7 


x|<l). 


【 949 】 3^= -fyln - 


- VI - x J 


1+ y/l-X 2 


V 1 — x +arcsiar. 


解 y= "7^ ln vte + i /T ^('"r^-rb) 


T 


X 


L(i 一 yi-xMyi - / 

(\+V\-X Z )y/\-X 2 m 


vT^ V\ 


VT =. 


X 

【 966 】 ^*=lg, c. 

解由： y=lg ， e 推得 : y 
【 972 】引人中间变饿 M 


VI - x 2 


ln Vrrf 


(0<|x|<l). 


: • 于是.：/=一 


jj^=--j(lg,e)* Cx>0,x^\), 


求函数 y = ln(cos 2 x+ yi4-cos 4 x) W 导数 . 


解 u = cos 2 x f y=Mu+ Vl + M 2 ) ， % = 而 


/_ = 


vl-Fir ^ 1 + cos 4 x 


u : 


=— 2cosxsinx= — sin2x 


于是， : y：r = — 


sin2x 


\/l + cos 4 x 

利用 972 题所示的方法.求下列函数的 导数： 

I974J- arctanC ym 3 ")^-^-ln 

提示令 M= V^l-f-X 4 • 

解设 m= >1+? ，则 y=+arctan“+ + ln .由于 

+1" (;m — 口 )= 


x 3 


y - 


w , 


^ oT ： 


于是， 3^=y«M’:=— 


yaT ； 


【 975】 ：y = 


e x arcsin(e 


vi- 


(x^O). 


ln(l-e* 2x ) 


提示 ，a = e〃 2 
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yr 1 ^ 


i^+ji n (i - M 2 ) •由于 


arcsinw + 


Tfe) 好 



—.J 


u _ arcsinu _ arcsin(e 一 ^ ) 

1 一 “ 2 一 （ 1 -*/*) 厂 （ l-e 一 W ) 音 ， 


u ； = -2 xe -" f 

工曰 / / / —2ie 一 ’ arcsin(e ’ ） ， . nx 

于是 ，义 = — (1= e — v ) 音— 


【9 7 8】求下列函数的 导数： 

( 1 ) 3 /= |( x - l ) 2 ( x + l) s | | 


(4)y=[x]sii 


提示 （1) 利用 977 越 （1) 的结果 ：对于 ：y=UI, 有 y =^ jr - (z 尹 0). 

(4) 对于: y=[>] 有 y = 0 Ultkx * = 0, 士 1, 士 2,…） •利用此结果，可知当 x^k 时，有 

([x] sin 2 7rj) / = 7r[j] sin27TJt 

易证当 x = k 时，上式也 成立. 

m n > y = L 2 Cx -\)( x ^\ y ^3 u -\) Hx^\)n 

=(x— l)(x+l) 2 (5x— l)sgn(x+l) ( I j I t 6 1) * 

(4) 对于: y=[>] 有 / = 0 (x 尹々， * = 0 •士 1 •士 2, …〉 •于是•当 U = 0 •士 1, 士2,…）时，有 

{ [ j] sin 2 »rx}' = 2 irsinir jcosjcj* • [x] = ic[j]sin 27 rT. 

容易直接验证当 a = o, 士 1, 士 2, …） 时上式也 成立. 


求下列函数的导数并作出函数及其导数的 ffi 像： 

(\— x , — « 5 < x < l , 

【979】 >»= J ( l - x )(2- x ), l ^ x <2, (图 979 — 1) 

l 一 (2-jt), 2<x< + oo. 

解題思路注意必須求*教: y 在其分段（界>点0：=1及 j :=2 处的左、右导教，若左、右导教存在而且相 
等•則函数在该点可导，否則凾数在该点不可导.从而衊定该点是否在导數/的定义 域内. 

以下的980到983題 t 均需这样考虑问題，否則会产生错谈. 

一 1 ， - oo < x < l , 

解显然 ：/ = ] 2 :r — 3, l < x <2, 

1 . 2 < x <+ oo . 

当 x=l 时，右导数:/ ► 丨 ^-1 = (2 j —3) | ，-1 =* 一1 •左导数 I ,-i = — 1. 

因此，点: r=l 的导数存在，且：/|^ = 一1.同理，可得 = l .于是， 



^ 979-1 图 979 — 2 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 


注在下面的 980 到 983 题中，求分段定义函教的导数时，在分段点，嘟要先求其左、右导数.为简便 
计，我们只写出结果，而省去了（在分段点）求左、右导數的过程. 



( arctano: ♦ 


【982】+ 

y =< n . x —\ 

(图 982-1) 


U SgnJ+ 2 * 

. — i < x<i , 

UI>1. 

解 y=- 

+ • 1 x | >1. 

(图 982-2) 



【984】所给函数的对数的导数称为此函数的对数 导数： 

^ ； ln/(x) = (/(x)>0). 


求下列函数: y 的对数导数： 
… P 3 / 3—x 





第二章一元函数微分学 §1. 显函数的导数 


提示 （ 4) 由： yslg— 》 〆 ：!：〉 得 : y=|^g. 

解 （4) 由 得 

/(J：h f 、 g (J) f 、 

ln^(j) •— Mx) ln<pix) ~ <p(x) ln ^ x) JSx) • 1 9 \x) • In^Cj) 

y \n<p(x ) f ^ ln 2 9 (jr) ipix) \rupCx) (p(x) \n 2 <p(x) m 

【986】求： y ' ， 设： 

(2) y=fi sin 2 x ) + /( cos 2 x )j (4) y=/ {/ [/(x)]}. 

其中 /(«) 为可微 函数 . 


解 （ 2 ) / = 2 siorcosj / / ( sin 2 x ) — 2 siarcosx / ’（ cos 2 x ) = sin 2 j [/ ' ( sin 2 j ) — /'( cos 2 j)]i 

( 4 ) y =/ , ( x )/ , c /(^)]/ , {/ c /( x )]}. 

【987】 证明 ri 阶行列式微 分法： 


/ll(x) 

• 

/.2<X) - 

• 

•• f\Ax) 

• 


/llCx) 

# 

• 

• 

/u(i> 

• 

• 

• 

… /u(x) 

• 

• 

« 

• 

• 

/u(x) 

• 

• 

• 

• 

/«(:)• 

• 

• 

• 

• 

_• f m U) 

• 

• 

_ 

1-1 



… 

• 

/-» (x) 

• 

/-*(:)• 

• 

， • 八⑴ 


• 

• 

• 

A.(x) 

• 

• 

• 

fmix) 

• 

參 

# 

… f m (x) 


提示 从行列式的定义出发予以证明. 

证从行列式的定义出发予以证明. 

|/».( x ) /»( or ) … / u ( x ) 


da: 


fAx ) 



/•，⑴ 


/_Cr> 


=£ S (X )/ 2；J u )- u h (x) - 

-v. 


fn^X) - /^(X) 


S (- 1 广 〜*、》£[/% ( x )/ 2/| Or ) …八 ■ ⑺] 

•^两 


■ E (-1) 卿 、⑴、(: 《：)••• 

> l / 2 •，腾 —1 

= E E ( x )-. 

卜 i j 山"”鶴 


• (:>•••/，■ (:) 



/ 山） 

籲 

# 

去 /n (:) 

fnM 


/«( X ) 

£/.:(:) 


fiAx) 

/_Cr) 


*) 其中 Wj ,)*•••>_) 表示排列心, …人 的逆序教 • D 表示对1,2•… n 的所有排列乂夂…人 求和. 

， i > 广4 

X X * X 3 

【989】 设 F( ： r)= 1 3/，求广（ 1 ). 

0 2 6 x 


提示利用987題的结果. 
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1 

lx 

3 X 2 


x x 2 

x 3 


X 

x 2 x 3 

解 F f U ) = 

1 

2x 

3 x 2 

+ 

0 

2 

Sx 

+ 

1 

2 x 3 x 2 


0 

2 

6 x 


0 

2 

6 x 


0 

0 6 


0+04-6(2^- x 2 ) = 6 x 2 


【992】 在什么条件下，函数 /( x )=' 0, 

I 0 ， x=0 

(1) 在: r =0 处是连续的； （2) 在: r =0 处 可微： （3) 在1=0处有连续导数？ 

提示 (1)«>0.注意当互素）且9为偁数时，只考虑/( I )在 x =0 处右连续. 

(2) / i > l . <3) n >2. 

解 （1) 当《〉0时 

limx^sin 丄 = 0， 
x-0 X 

于是 ， lim /( i ) = /(0), 此时， /( d 在 1 = 0 处是连续的（当 n = 2 ( p .( 7 互家）且 ( 7 为偶数时，只考虑在 

• r—O Q 

处右连续）. 

(2) 当 《>1 时 


lim /( q ^> rm > = K 

Ar -0 ZiX 






0, 


于是，广 （0) = 0, 即 /( x ) 在 x =0 处可微 • 
(3> 当 n >2 时，由于 

f'(x) = nx m 


(- r ^ O)t 


故•而由 （2) 可得广(0)=0,所以 ， lim 广•这就说明当； i 〉2 时， 〆 （ or ) 在 x =0 处是 

• r-^O - r-»0 

连续的. 

【"5】设 /( x )= ^ a ：) 为连续函数及 9 >( fl ) 关0,证 明：此 函数在 a 点没有导数. 

申 侧导数 /'- ⑷及 /' ( a ) 等于什么？ 

提示 注意 /'- U ) = —9( fl ) ,/V = 


解 1^ = ^ 


9(a+Ar >， ^j>0. 


9( 


( pia -^ Ax ') » Ax < C 0 . 
lim lim [ — 95 ( a + Ar )]= — 95 ( a ) , BP /- Ca ) = —< p ( a )； 

lim linj [9?(a+Ar>] = 9(a 〉 • BP / + (a') = <p(a). 

由于 〆 关 O ^/ Ka ) 关 /1( a )， 因此 ./( x ) 在 a 点没有导数. 

【 996 】 举出在已知点 ： a | ，心 ，…，〜没有导数的连续函数的例子. 

躅 

提示已知 7 = | 了一 a | 在 i = a 处连续而无导数•由此，可令 | x — a k \ . 

昜 _1 

解我们己知: y = k —《|在_1：=^处连续而无导数.利用这一点，我们作一个函数 

y = fU )= 2 In * I • 

卜1 

它在 ai , a 2 ，…〜 点均连续，而在这些点均无导数. 

【 997 】 证明 ：函数 

/ . I ^ I 

: r /0， 
x=0 


\x 2 

cos — 


X 

[ 0 , 
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在点 x = 0 的任何邻域上都有不可微点，但在该点是可微的 • 
作出此函数的 略图. 

证对于函数/( X )，我们有 



故/即在 x = 0 处函数/( X )是可 微的. 

下面我们将指出对于 《r = 0 的任何邻域（一&幻（其中5>0)中，函数 /( or ) 总有不可微点.亊实上，令 



则当 n 充分大时，总可使0< 右 <5,从而点 x m eC - d , S ). 对于这样的点 or , ,有 

及 / + < X 2 .) = — 7 T . 

所以， 

同法可得 

于是，函数 /( d 在点 _ r 胃处不可微. 

函数的图俅全在 0: r 轴上方.包括原点：当1=^^时./(1) = 0,且广 U ) 不存在.此函数的略阁如图 
997 所示. 



【998】证明 ：函数 /( or ) 
/(0+Ar)-/(0) 


r:: 


为有理数， 


仅在1 = 0时有导数. 


证 


于是，有 lim 


x 为无理数 

I 0, Ar 为无理数. 

其次，对于任一点 x 关0,分两种悄形讨论函数的可微性： 

(1) I 为有理数.取一无理数数列 UJ , 且则有 

iim ^>^ = iim o- £l=oo 

由此可知，函数 /(： r ) 在任一有理点（关 0) 不可微. 

(2) x 为无理数.取一异于零的有理数数列使 limxl = a :， 则有 


/(0+△: r)-/(0) 
At 


= 0,即 /’（0〉 




lim 
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由此可知，函数 /(X) 在任一无理点也不 可微. 
总上所述，函数 /( ： r) 仅在 or = 0 时有导数. 
【999】研究下列函数的61 微性： 


(5) y =< 


( JT +1) 2 , | x |< l , 

UI>1. 


4 

| x |- l , 

解 （5) 函数 y 对于 | x | 关 1 的点均可傲.现在我们来考虑函数: y 在 11 丨 =1 点的可微性, 


"当 X =1 时含一 T (&+ 2 )、 仏 <0 •于是，，念 


Ar 




1 • Aj ： >0. 

所以即 函数: y 在 i = 1 点可微 • 

(li ) 当： r = — l 时， 

I _1+ Ar | -1 


iH 


£ix 

-2+ Ar )( Ar > 1 


一 K 


At < 0 . 


As >0. 


于是 . J . mgs "" 1 及 = 所以•函数: V 在^^一 1 点不可傲. 

求函数 /( i ) 的左导数/〔 U ) 和右导数/ ' U ). 设： 

【1001】 /( x ) = [ j ] sin 7 rx . 

解当不等于粮数时 •/'-(•!■) = /'(• r ^ nOJcosa , 

当 z 为粮数时，从定义出发得 

/；(^)= lim ti ±4£^ L - n ^ i ±^.) = lim kcosknsMn ^) 

Ar-^-t-0 l\X 公一 .0 £iX 


同法可得— 

1)(-1) 


fx 

It 

cos — 

[ 1002 ] f ( x )=< 


X 


[ 0, 


X^Ot 

X=0. 


解 当为整数>时 （即使 cosj 关 o 的 j 值）. 


JL 


> = /’- (u)= cos +~ L = 1 sin -^-= (cos -^- + -^-sin — )sgn(cos ) 


当 ： r = 


2^+1 


时，从定义出发易得 


-(zrn)^- 2 -^ 1 ^ ^(2iTi) =2 ^ (务为整数） 


【1009】证明 ：函数 /( x ) = 


证由于 


0, 


, x^Ot 


= 0 


在点 x = 0 连续，但在此点既无左导数•又无右导数, 


Iim /( x ) = linusin — = 0 = /(0)， 


所以， / U ) 在点 i = 0 连续. 
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其次，由于 

/(0+ Ar )-/(0) 1 

—— sm 石， 

不论 Ar 从左侧还是从右侧趋于零，此极限均不存在.因此，在点 x =0 函数 /(: r ) 既无左导数，也无右导数 • 

【1011】设 FCr )=| Ad ’ ’其中函数 /(d 在1 = 1。为左可微的.应当如何选择系数 a 和6, 

I ax -\- b % x > x 0 # 

使函数 FCr ) 在点 : r 。 处连续而且可微？ 

提示注意 F ( x 0 ) = /( x 0 ) = F ( xo — 0). F ( j - o +0)= aj o +^* i r/ - ( x 0 ) = /- ( x 0 ). ivf ( x 0 ) = a . 

解 F ( x 0 ) = F ( x 0 —0) = /( x o ) . F ( x 。+0> +6 •当 /( x 0 )= ax 0 +6 时•函数 F ( x ) 在点 x 。 处连 

续.又因 /^-(• 2 ：。）= /'-( 1 。），/ : ^(： 1 ：。）=£ 1 ,故当 ^1 = /'-(： 1 ：。）时，函数 F (: r ) 在点 j :。 处可微 • 

解方程组’ <J ^ 即得所求的系败为 = ^=/( o ： o )- Xo / l ( xo ). 

\ f ( xo )— ax 0 ^bf 

【1013】用抛物线: y = « + ^ 2 ( | x | 其中 a 与 6 为未知的 参数〉 去补充曲线: y = i ^( U 丨 >6的 

部分，以便得到一条光滑曲线. 

提示显见 c >0, 注意在点 jt = c : 处，有 

(“ +6叫产，(岳 ） |押及 

由对称性可知，在点 ： r = 一 c •处，桉上迷条件求得的系教 a 与 6也使两曲线光滑连接. 

解 ffi 见 c >0, 否则在点1 = 处耽不可能形成一条光滑曲线.此时•在点 ar = c •处两曲线的切线斜率相 
等，且有相同的纵坐标.于是，有 

(a+Aj2)/ = (^ T ) 

从而得 2&=—孕 ， a + 6 c z = 竽.解之，得 a = 6=-^. 


及 a ^ bc 1 = —. 

c 


由曲线的对称性可知，在点: r =_ c 处，按上述系数(1与6所确定的曲线 : yta + fti 2 与曲线: y =^| ■也 
连成一条光滑曲线. 

【1015】若：（1)函数 /(: r ) 在点: r 。 有导数，而函数尽( < 10在此点没有导败》(2)在点 x 。 函数 / U 〉 和 g ( x > 
二者都没有导数，可否断定他们的积 F (: r ) = /(: r ) gCr ) 在点 x =: r 。 没有导数？ 

提示 （1) 不能.例如 ，/(: r )=: r , g (: r )= | jr | •在点： r =0 处. 

(2) 不能.例如 •/(：!：> 这 〆 ：!：〉** I : r | ，在点处 • 

解 （1) 不能.例如，/ Cr )=： r 在点 : r = 0 处有导数 j (: r )= 丨刻在点1=0处没有导数，而它们的积 

F ( x ) = fCx ) gCx ) =x I x I 

在点: r =0 处有导数.事实上， 

^F(x) I I —0 • I 0 I I . I 

lim - = urn - 1 - \ - 1 ~~ L = lim | =0. 

Ar—0 CiX Ar—0 LlX Ar_0 

即有 F '(0)=0. 

(2) 不能.例如， 

/(:)= I j| ， g(x)= |x| • 

在点 x =0 处它们都没有导数，但它们的积 

F ( x )=/( x ) g ( x ) = ( I x I ) 2 = x * ， 

在点 x =0 处有导数，且 F ， (0) = 2 x | _ Q =0. 

【1018】函数 /( i ) 在其不连续点可否有：（1)有限的 导数； （2) 无穷的导数？ 


83 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


提示 （1) 不能. （2) 能•例如， /( o :) = sgnx , 在点 j : = 0 处. 
解 （1) 不能.否则由此可推出其连续性. 

(2) 能. 例如 ，: y = /( or ) = sgru : 它在点 :r = 0 不连续，但 


At 


△•r Ar 


Ar I 



【1021】设函数 /(B 在区间 （ a , + oo ) 上酊微，且 li m fU ) 存在 .由此能否推出 lim 广 ( x ) 存在? 
提示不能.例如，函数 / Cr) = ^^， 在 （0,+oo) 上. 


解不能•例如，函数/(了）= ^^,它在（0.+~>上可微，广 （_r ) = 2 c OS ( x 2 ) — ^且 lim fix ') 

X X x-^ + oo 

= 0,然而 lim /'( or) 不存在 • 

jr ■• 十 oo 

11022] 设有界函数 /(o *〉 在 （办， 十 oo) 上可微，且 lim 广 U) 存在. 由此可否推出有限的或无穷的 

X^+OO 

lim /( or) 存在？ 

提示不能.例如，函数 /( dscosUru:), 在 （0,+oo) 上. 

解不能.例如， 


/( x ) = cos ( lnx ) • 

它在 （ 0 ,+ oo ) 上有界且可微.其导数为 = 同时有 l im /'( 1 )= 0 .然而 lim / U ) 不存在. 

•T X^.oo r^ + oo 

【1030】矩形的一边1=20111,另一边; y =15 m •若第一边以 lm / s 的速度减少，而第二边以 2 m / s 的速 
度增加，问这矩形的面积和对角线变化的速度如何？ 

解 面积对角线 /= y ? T 7" U >0,： y >0>, 对/求导数，即得 




及 


dl 

d 7 = 


ypry _ 


按题设，有 ：r = 


20，，=15，贫= 


一1， 


，代入上面两式，得 


dS 

d7 


= 20 • 2+( — 1) • 15 = 25, 


d /^-20+2 

dt 


15 


v /20 2 + 15 2 

于是，该矩形的面枳的变化率为 25m 2 / s , 而对角线的变化率为 0.4 m / s . 


= 0 . 



§2. 反函数的导数.用参数形式给出的函数的导数. 

隐函数的导数 


1°反函数的导数导数/ z ( x ) 弇0的可微函数 ： y=/(*r ) UO <6) 具有单值连续的反函数 工=厂、 (: y ), 
此反函数也可微•并且成立公式 



2°用参数形式给出的函数的导数若方程组 

jx =< piO ^ 


Ca<t<p), 


其中 9(0 和为可微函数，且 〆（〖)尹0,在某区域内确定: y 为 I 的单值连续 函数: 


y = ip(<p 1 ix )) , 

/ 

则此函数的导数司•用公式求出. 
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3° 隐函数的导数 若可微函数: y= ： y(x) 满足方程 

F(xty) = O f 

则此隐函数之导数: y ' = y (: T ) 可从以下方程 求得： 

其中 F(o:, ： y) 是变贵 x 的复合 函数. 


【1034】 证明： 由方程 y +3; y =« r 确定的单值函数 : y = ： y ( a :) 存在，并求它的导数 
证对函数有 

/ / <^)=3y+3=3(y+D>o 

其中: y 为任意实数，故 /(： y ) 是严格增大的（在一 00 <^<+° 0 )，因此存在单值的反函数: y= ： y( ： r) ( — ooc ^ 
< + oo ), 且 


【1035】 证 明：由 方程: y— e sin ： y=i <0< e <l) 确 定的单 值函数 : y = ： y(.i：) 存在，并求其 导数 : yi . 
提示 仿 1034 题的 证明， 并利用反函数的求导 公式 . 

证对于函数 《 r=/( ： y) = y—€sin> 有 

f f (y) * 1—ecos>f>0 (0<€<1). 

故 /( ： y) 在 （一 oo ，+ oo ) 上是严格增大的，从而反函数 存在且是单值的，且 


ys = -r = 


7 y 1 一 ecosy 

【1036】 设：（3〉 ： y ^ shi . 求它的反函数:(: V )的存在域•并求它的导数. 
解 （3) 由/ = C h « r >0 知有单值连续反函数其存在域为 
一 00< y <+00, 而导数 

dr _ 2 _ 1 

$ 一 〆 十 e 〜一 


其中因为 x = In ( y + v /1+ y )， 所以， e*+e r =2 \/ l + y * • 

【1037】 设：（3) : y =2 e 〜一 e n •选出反函数的单值连续的各支， 
求它们的导数并作其图像. 

解（3> : y =2 e ^ — e - h , 解出 e 〜 ，得 e ^ = l 士.单值连续各支为 
xi = — ln( 1 -f y ) (一 oo< i y^l )， 


x 2 = — ln ( 1 — y /\ — y ) = In —~~~ ^ (0<>»^1). 





由 ^=2 e ^- e - 2 S 对： y 求导数，得 1 


= 一 9 辟 — ，— 


2e ” 君 + 2e 士 昏所以 ，急 


2(e^ — 


= 1 , 2 ). 


(图 1037) 

[10381 作出函数: y=：y (: r) 的略图 ，并 求其导数:/ p 设 以=一 1 + 2f —/ 2 ， ：y 
文=一1时，/( I )等于什么？在何点 的导数 y x ( x ) = 0? 


2 — 3 f + r 3 •当 o ： = 0 及 


解 


dx dx 
d ? 




当《=一1，即 x=—4 9 y=A 时 ./( 0 ：) = 0. 

当工=0时 “=1，此时 3^(0：) =— 3; 当 X = — 1 时 J = 0 或 Z = 2, 此时 乂（1) = 一~|■或 乂 （ J ") 
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列表： 


一 2 


一 4 


一 9 


-16 


当/ <-1 时，3>0,函数值: y 随自变童增加而增加，曲线上升. 

当 t >-\ 时雀 <0,曲线 下降. 

图像如图1038 所示. 


求导数 y ,(# 数是正数） .设： 

【1046】 x = arcsin t v : 

yrrF 


解 贫 —— 丫 
d/ 


%/ l+〆 





图 1038 


yATF - 


V 1 _ TT? 


IT ?. 


于是， 


sgn / 
- 出 2 


1+/ 2 


= sgn / (0< 1 1 1 < + oo ). 


110471 跳由方程组{二 二所确 定的函数〜)当 - o 时可微 •細 导数不能用符 


通的公式求得. 


提示易知再注*到 M 在 '=0 处不可微 •卽知 g 在 z = o 处不能用普通的 


公式求得. 


证当 f 由0变化到时, Z 由0变化到 Ar =2^/+ I 1 , y 由0变化到〜=5(以) 2 +4以 • | A | •于 


到 _5(^r) 2 4-4^|^| _ |3△“ 

Ar|i-o ~ 2^rfJZt ] ~ I 


At >0. 

M <0, 


从而， f—o (以一0).即: y =： y (: r ) 当 r =0 时可微.但由于 M 当 f =0 时不可微， 因而# 及 g 当 
在.所以，导数 g 当/=0的值不能用普通公式求得. 

求下列隐函数的导数: vl : 

【1053】 arctan ^ = ln v^+y (对数螺线 >• 


= 0时不存 


解 两靖对 x 求导 


，得為 


培.于是•乂 =告 X 判) 


【1054】求<，设：（3) r = ae ， （对数螺线）•其中 r = y ? T 7" 及 9= arct an 2 是极坐标. 
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元函数微分学§3.导败的几何意义 


提示 x=rcos<pf y=rsin 9 , 其中 r=r{<p). 利用参数方程所确定的函數的求导方式，可得 

dy_Z^ rCOS ^ +Si ^£ 

cLr Ar •丄 dr" 

而 - rsm ^+ cos ^ ^ 

j = rcos^t ysrsin 史，其中 r = r (9) •于是， 


解 


dy d ® d ®； 


dr Ar dr 

而 dicos^-rs.n^ 


( 1 ) 


dr 


(3) # = m ae ，， 代人 （1> 式得 

_ mae^ siny+ae^ cos^?_ wsiny+cosy 
dr ma cosip—ae^ sin^ m cos<p— sin^ 


tan( 9 +arctan — )• 


§3. 导数的几何意义 


r 切线和法线的方程可微函败: y = /<o：) 在其图像上之一点 M(«r, ： y) (阉 2 — 3(1)) 处的切线 M 丁和法 
线 MN 的方程分别具有以下 形式： 


Y — y = y(X — x ) 及卜3»=-士( X - 1) ， 

其中 x ， y 为切线或法线上的点的坐标•而 :/ =/ # (_ r > 为切点处导数的值. 

2°切线长和法线长对于与切线和法线有关的一些 线段： PT 为次切线 ， P . V 为次法线， MT 为切线, 
为法线•考虑到 t a na = y (图2 — 3(1>).我们得到下 列值： 


PT= 



PN= \yy\. 



MN=\y \ 




3° 切线与切点的径向置间的央角若 r=/(p) 为曲线的极坐标方程，/?为切线 M 丁与切点 M 的径向 
MOM 所成的角（图 2 — 3(2)), 则 tan ^=4-. 


【1055】 写出曲线: ysCr + l )^!^ 在下列各点处的切线和法线 方程: 


(1) A(-KO )； (2) /K2,3); 

解 由于 


所以，在 A 点的切线方程为 


(3)C(3,0). 


y 


•= V ^ 


x+1 


3 y /(3 — J) 


y—0=y Ii(x+1) f 即 y=^T(j+l); 


法线方程为 
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厂 0_-秀 U +1)， 即 ^— Y ^ +1 > 

在 B 点的切线方程为：V — 3 = ： y'U- 2 (:r — 2)，即 ： y=3; 法线方 程为工 =2. 
在 C 点，由于 ：/ 为无穷，故切线方程为 ：r = 3 ; 法线方程为 ： y=0. 

【1057】 证明： 抛物线 

y=a(x~xi )(x—x t ) (a^0» x x <x 2 ) 

与 ar 轴相交所成的两角 a 及 0< 片 < f〉 彼此 相等. 

提示先求出抛物线与 Or 轴的交点为 A ( or , ,0) , B ( x 2 ,0> ;其次， 
再求得抛物线在点 A 及点 B 处切线的斜率分别为 


x 2 


kA=y f , 及 k B = y 

1 

由此即易证明 a=p. 

解如图1057所示，显然抛物线与 Or 轴的交点为 A (〜，()）， 
趴工 2 ,0).由于：/ = 2^ < 2：—奴 < 2： 1 +0： 2 )，故在点 A、B 处切线的斜率分别 
为 




图 1057 


^A = y \ =2ax x —a(xj +x 2 )=a(xi —jc t ) = tany= tan(x—/3) 


由 （2) 式得 

由 n> 式及 （3) 式证得 < i=a 

【1062】曲线： y^siorS^y 

y=siar 


M 2 


解先求交点.解 


其次，求两曲线在 


= 2ax 2 —a(xi +x 2 )=a(xt — Ji ) = tana. 
!an(ir —a) =a(xi —x 2 ). 

*C05X 相交的角如何？ 

得 + U 为粮 数 ）. 


y : 


处切线的斜率 .• 


k 、 = <sinx), I ，十“ =( - 1 ” 夸，、 = (一’ I ，十“= ( - 1 

在: r=f+ h 处，交角扒今取锐角，即 ) 满足 




是 1 —^2 
1+从 


卜 h )*4 


于是 J=arctan 2# 勿 70 。 32’. 


【1064】求出曲线：（1> ：y= >A — e -“ 于点文=0处 • （2> ：y= 

的左切线与右切线间的夹角. 

提示 （1) y -(0) = - \a \ ，:/ + <0)= M .于是.夹角沒满足 tan ^= 

(2) y_(l) = l,/ + (l) = -l. 于是•夹角为 90°. 

解 （1) 函数的左、右导数分别为 


2x 


1 + x 2 


于点 x=l 处 


-1 


y- (0)= lim —-— e 


— = i m ， - 


a 


^ (0)=^- 1 -~；—--=^一 


a | . 
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所以，于点 X = 0 处左、右切线之间的夹角6满足 


(2) 函数的左、右导数分别为 

. 2 x .1 

arcsin ~ f — arcsinl 

>/ 一（ 1〉= lim -- = lim 

i ^ i-o x 一 1 1-( 


即 tf =2 arctan 


- x 2 


T ^ T - 


l + x 2 


lim 


1- x 2 

1+ T 2 


同理， y +( i >= — l . 

因此，左、右切线的斜率互为负倒数•所以，夹角为 90°. 

【1070】 证明： 星形线了++3^=^^(0>0)的切线介于坐标轴间的部分的长为一 常摄. 
证明思路对于星形线上任一点 （A •>〉（：!：()关 0) 处•容易求得其切线方程为 


y 


—yo = ( j — xo ). 


它在两坐标轴上的戴距分别为 


\/xoyl 及 L = yo + Yxo % 


于是，切线介于坐标轴间部分的长为/= / S + 巧，经计算得 /= fl . 从而命《 获证. 

证由方程 xi +： yi = a i 求得导数：/ = 一•对于曲线上任一点( < 1*。， 3 0(心关0)处，其切线方程为 


y - y 。一返 (: - :。)， 

它在两坐标轴上的敝距分别为 

/x = x 0 4 - i/xoyl 及,，= >+ v ^ xo ^ o . 

于是，切线在两坐标轴间的部分长为 x / TTHl 由于 

=x?+yo+3j：o ^Xoyi +3y 0 ^/sly 0 =x?+yo + 3 ^/xlyl ( ^yf) 

= *r5+y5+3 ^/a^jclyi =(a 音 - yf ) J +y5+3(ax 0 y 0 ) * 

= fl z — 3 “ 了 >7 +3a T ,y 0 T +3(fl_r 0i y。） 7 =a r ^ 3 a T yj (a T —yj )-\~ 3 (ax 0 y 0 )^ 



故 / = 即星形线 1+ =fl+U〉0) 的切线介于坐标轴间部分的长为一常 tt. 

【1072】在什么条件下，立方抛物线 ysP + Ar+g 与 Or 轴相切？ 

提示切点的橫坐标漢足 >'=0及 y =0, 由: y ' = 0 及 y =0 可得 ( j / + ( 号/ =0. 

解由方程 : y = ? + Ar+g 求得/ = 3?+/).要此曲线与 Or 轴相切，必须满足 



j 3: r 2 +/» = 0， 

(1) 

由 （2) 式得 < rCr 2 + p ) = —…两端平方，则 

lx s + px +^=0. 

(2) 

将 （1) 式代人 (3) 式，得 


(3) 


•(- f+ 八〜 ，即 (f)^(f) f =o. 


此即所求的条件. 

【10 7 5】证明 ：双曲 线族:1' 2 -：/=^及之^=6形成一正交网，就是说这两族中的曲线成直角相交. 

证设双曲线: r 2 —;/= a 与双曲线巧= 6相交于点 P (: r ,; y 〉， 则在此点双曲线 x 2 — y = a 的切线的斜 
率 h 满足— 2>^=0,所以， 
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y 

在同一点双曲线 xy = b 的切线的斜率 h 满足 ：：y 十 a ： ife 2 =0, 所以 • 


由此得到 



认十（-予)叫. 

因此，两双曲线交成直角，故此两曲线族形成一正交网. 


§4. 函数的微分 


1°函数的微分若自变最为 z 的函数 ：y = /(d 之增 ft 可表为以下形式: 

△3^ 八 ( ：〉 dx + o ( dx > • 

其中 d : r = Ar ， 则此增*的线性部分称为函数 y 的徵分: 


dy = A ( x ) da :. 

函数 ： V = / Cr ) 的傲分存在的充分必要条件为存在有限的导败:/^/穴文），这时我们有 

dy = ydi . (1) 

若自变 Mx 为另一自变撤的函数，公式（1>于这种情形下仍然有效（一 阶微分的不变 性）. 

2 °函数的微小增置的估计为了计算珂傲函数 / Cr ) 的微小增#，可利用公式 

/( x +^ j )-/( x )^/ # ( x ) Ar , 

若 /'( t ) 关0,则当 | Ar | 充分小时•它的相对误差可以任意地小. 

例如，若自变 M z 的绝对误差等于|&丨，则函数 y =/ U ) 的绝对误差 U ： y 丨和相对误差办可用下列公 


式近似地表示出来: 
及 


4y I = |/’ （《 r)Ar 


Sy = I [ ln /( x)]^x 


=s I 

f \ x) A 


/ Cx ) 


求下列函数 y 的 微分: 


【1089】 y=arcsin — ( a ^ O ). 

a 

解 y = = dy=-^-cLr (|x|<|a|). 

y / a 2 - x 2 a ya i - x i x / a 4 - x 2 

【1096】求 :(1) ^-( x 3 -2 x # - x 9 ), (2) 

提示 （2) 由于 ^ 为 偶函数•敁不妨设 文>0, 从而有 

^/ sinj \ d /sin 
dx 2 V x / dx 2 V r 

解 （1) ^ 3 ^ 3 - 2 ^-^>=^^ 3 - 2 ^ 3 y -^ 3 y ^ i -^ 3 - 3 x 6 t 
(2) 由于 ^ 为偶函数，故不妨设 x >0, 则 


90 





第二章一元函数微分学 函数的微分’ 




)=—)=1 


2 i ： 


2 x 3 


显然，上述结果对于也 x <0 是正确的 （ a •关 0>. 

【1097】有半径为尺 =100 cm 及圆心角 0 = 60°的扇形•若⑴其半径 R 增加 lcm ; (2) 角 
扇形面积的变化如何？求出精确的和近似的解. 

解扇形面积= 其增量 

^A = y [( i ? + AR ) 2 -/? 2 ] = aRAi ?- t - ya (^) 2 , 或 AA = y /? 2 ^ a . 

扇形面积的微分 


减小30，，则 


dA = hd /?, 或 d >\ = y /? 2 da . 


增蠹是精确的解，微分是近似的解. 


(1) 当尺 = 100 ，cr = j , Ai ? = l 时， 

△/\ = >|~(200+ 1) = 105. 2cm 2 , dA = 100 • 号 = 104. 7cm* ( 增加 ）. 

<2) a ^ = -3 fo W « 

AA = ~y • 100 2 • ( — 盖 ) = —43. 6 cm z • cLA = + • 100 2 • ( — ^ ) =—43. 6 cm z (减少）. 

利用函数之微分代 K 函数 的嫌置 .求下列各式之近 似值： 

【 1102 】 arctanl. 05. 

解 设 /(x) = arctanj f x 0 = 1 1 Ar = 0.05， 则 

arctanl. 05々arctanl+0. 05 • -^- = 0. 8104( 强 > = 46。26 # . 

【 1104 】 证明近似公式： 

>/ a z -f ( a >0). 

其中 |: r|《fl (正数 A 和 13 之间的关系式 A《fi 表示 A 远小于 13). 

利用这个公式近似地计算：并与平方表中的数值比较. 

证设 /( y) = v^，y。=fl 2 •則 

\/，。+厶，勿\/^7+ 2 y-^y (当丨丨 《>/ pr 时〉. 


于是， Vo } 4- or ^ a-f 2 ^ (当 | :r |《a 时） • 


o) vuo = yn 2 -i^n 

111051 证明近似 公式： 


= 10. 9546, 査表：%/120 = 10. 9545. 


^ a 9 + x ^ a -\ - ( a 〉0>. 


其中 I a : I 《 a . 利用此公式近似地计算：以） 1 “!^. 
证设 fiy ') . 3^0 * 在 y = JT ， 则 

+ ar ~>7^+ 




=a + 


(当 | x|«：a 时）. 
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(4) *-71000 = ^2 ,0 — 24々2— = 1 - 9953 ，査表： v^OOO = 1. 9953. 

【1108】为了确定重力加速度，可以利用摆的振动公式尽=_，其中/为摆长，了为振动周期.当测 ft 
(1) 摆长/,(2)周期了时，相对误差5如何影响 g 的值？ 

解 （1) 心=1$ | = |y |，于是，心=而，即尽的相对误差等于摆长/的相对误差. 

(2) 8 g = | : =2 \ t \ 9 于是, Hr ， 即# 的相对误差是周期丁的相对误差的2倍. 


§5. 高阶的导数和微分 


1° 基 本定义函数: y=/(d 的高阶导数由 下列关系式顺次地定义出来（假设对应的运算都有意义！） ： 

/" > < x )= (” = 2,3, …〉. 

若函数 /( x ) 在区间 U ，6) 内有连续的导数则简 写为： 特别地，若函数 fix ') 
在 UA ) 上有各阶导数，并且这些导数是连续的，则使用 记号： /( dGO — UA ). 

函数: y _/( x 〉 的高阶微分是 根据下列公式顺次定 义的： 

d m y = d (. d m - l y ) (;i = 2,3 

其中认为 d ! >»= d >» = ydj . 

若 x 为自变 M ， 则 认为： 

d 2 x = d 3 x =***=0. 

这时成立公式 

6 m y = y < m ) dx - 及 y >= S . 

2°基本公式 ： 

I . ( a , ) ( * > =^ lrT “ ( a >0), ( e , ) u , - e^i 


m 

IV 

v 


(sin J -) ( - ) =sin(x+^)« 
= cos(x+y ) 


(cosx) 

(J ”“, 

(lnx) (fl 


m(m — 1 — n +1 ) x m 

(-ir 一 *(n — 1)! 


3° 莱布尼茨公式若函数 “ = 〆•!：) 及 U=^(x) 有 n 阶导数 U 阶可微），则 

UvY ^= 2 G 
• «0 

其中 u (0) = u , v (0 i = v , C ： 为由 ri 个元素每次取 《• 个的组合数. 

类似地对于微分 得： 

n 

6 T { uv )= Yi Cid 1 •一 •ucTt;, 

• -0 

其中认为 d°M=tt 及 d ) v = v . 


求 /, 设: 


【1118】 y=\nf{x). 

^ /’ （ x) " /(J)/"Cr)_ 广 ⑺ " ， 、一、 

解 y - fuV ^ y -— (/( x )>0). 
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【 1119 】 .y=j-[sin(lnj：) + cos(lru-)]. 

解 y = sin(lnj)+cos(lor)+j - — [cos(liir) — sin(Irur)] =2cos(lar). 


2sin(lar) 



(x>0). 


设及为二阶可微函数，求/, 设: 


[1124] y=u^ (u>0). 

解 y = u v ( v lna + ), 

y ，= u v ( ) + “ v [tTln“+ 〒- + (' v - 

=“ v [ ( t/lnu + ^-T ； ) +tTlmi+ 2 二 ” _ 

设 /( I ) 为三阶可微函数，求/及， ，设： 


广）“一 


« 2 


【 1128 】 >r = /(lnx). 

解 y = 士/ ' ( Inj ：), 

y tt = — ■ p -/ / ( laT ) + - p -/ / r ( lnjr ) = ^ f [/ /， ( Iar )— / '( liur)] f 

/ = 一 +[/"(lor) - / ’ （ lar) ] ++[/•(lar) - 厂 （ lnj)] =+[/’ （ lnj) - 3 广 （ lar) + 2/' (lar>] 

(x>0). 

【 1130 】对于以下两种悄形 〆 1 >:i ■为 自变贵 ，（ 2k 为中间变 ft •求函数 的 d 2 ;y. 

解 （ 1) dy=e'dr ， cT^^e^dr 2 » 

(2) d 3 > = e’dr, d z y=e’d 2 jr+e’dr*. 

若工为自变置，求 d 、 , 设： 


【 1133 】尸广 

解 y = xMl + lar)， / =〆 [(1 + lazO* +士 •于是 •cPys/ 匕（1+1虹 广 + + ]dx: (x>0). 


令 W 及 V 为变 ■：!： 的二阶可微函数，求 d 、, 设: 


【 1134 】 y=uv. 

解 6y= udv^hvdu^ 

d 2 y= dudv+ ud z v+ dvdu-hvd 2 u = ud 2 v 十 2dwdi;+ vd 2 u. 

【 1137 】 y=a" (a>0). 

解 6y=a m \naduf 

d l y=a u Wa • du 2 +a m \na • d 2 u = a u \na(\na • du z +d J w) (a>0). 


求以参数形式给出的函数 y =^ U ) 的导数: vl ,，，/； •，设 : 


【 1142 】 j ： = a(t — sint) ♦ y = a(\ — cos/). 
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U ^2 kn , k 为整数）. 


【 1144 】 x=/ , (r)t y=tf\i)—fii). 

• /•，(，） 

M , _ tf '0 — ” _ 1 磬 _ [广⑴] 2 _ 疒⑴ 

解 yx ~T r U)~ t% y ^~ f\o 一— irToy 


(/"( o 关 o ). 


求由下列隐函数给出的 y =^( x ) 的 , 义及必： 

【 1148 】 x 2 — jy+y = 1. 

解对求导，得 



2 x — y — xy +2 yy =0^ 

( l ) 


• 2 x-v 

y 7^2 y 

(2) 

将 （1) 式两端再对 X 求导，得 

2-2 y - x /+2 y *+2 y / = 0, 

(3) 

将 （2) 式所得 y 代人（3> 式，得 

歸 6 

^ ( x -2^) 1 - 

(4) 

将 （3) 式两端对 X 求导，得 

- Zy - xy m + 6 yV + 2”， = 0, 

(5) 


将 （2) 式及（4〉式代人 （5) 式，得 y -= h^ y y r U ^2 y ). 

【1151】设函数 /(: r ) 当时有定义且二阶可微.应当如何选择系数 a , 6及 c , 使函数 

F ( x )=( /(X>， X<X °* 

\ a ( x — x 0 ) 2 -f 6( x — x 0 )+ c * x > x 0 

是二阶可微函数？ 

提示注意 / -^(xo — 0) = /* v / ( x 0 +0). 

解按题设 F '( i ) 存在，所以， F ( jt ) 在点: r 。 连续 ， BP 

lim F ( x )= lim F ( x ) = F ( x 0 ). 

也即 

lim /( x )= lim [ a ( x — x 0 ) 7 — jt 0 )+ c ] = /( x 0 ). 

-o 广 •j 。+o 

于是， c =/( x 。） •其次，由 F / ( x .-0) = F / ( xo +0)» 

f / ( x 0 ) = [2 a ( x — j 0 )+6] =6 f 

再由 rcr 。 一 0 ) = r ( j ： o + 0 ) 得 /"( 1 。> = 2 ^，于是，£ 1 =+广( 1 0 ). 

11154] 在重力场中，质点 M (: r ，_ y ) 在竖直平面 ar ： y 内以初速度 i ;。 沿与水平面成 a 角的方向抛出.建 
立运动方程（忽略空气阻力）并计算速度 V 、加速度 w 的大小及运动轨迹.质点的最大上升高度和射程等于 
多少？ 

解若不考虑空气的阻力，则有 
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此即运动方程.化为直角坐标方程，得 




即轨迹为一抛物线.速度 


，= yi/,-hi/ y ( 室 ) +( 穿） = y/iicos z Q+ (uoSina — gt) z = y/l^-bg 2 ! 2 — 2vogtsina 


而加速度 


= yui+wi ( 誉 ) +( 脊） =v^o+c-g ) 2 = g . 


喊〜卿-為，撇麵，砮 =0 .⑽ 


_ cos : qtang _ singcosg 

Af g 


于是，最大上升 高度为 


i^cososina 


2 t 4 cos z o 


vi sin 2 ocos z a xi sin 2 , 


g Zt^cos'a 2g 

上式也可从 g = 0 解出 r = 再以 f 值代人: y 的表达式而得到.在最大射程处 有 ：; y = 0 .于是 

xttna - z ^ l =0 ' 解得 x =^^. 

xi sin 2 a 


从而，最大射程为 


g 


求下列指定阶的 导数： 

IH 591 尸 左，求 y ，. 


解 


x 2 -l + l 


-( x + l ) + 


卜1， 

2 


y = ~ l ^ TT ^7 y 9 y = TY ^ y 9 y = TT ^7 y ' 

【1167】 y = siarsin 2: rsin 3: r ， 求 y il0) . 

提示 利用三角公式易得 y = - j - sin 4 x — ~ sin 6 x - f --^- sin 2 x . 
解利用三角函败和、差与其积的互化公式，将^化简得 




Cl-xY 


( x ^ l ), 


于是 • 


y = ^- sin 4 i - ysin 6 x + y ! 

y ,0> =-f * 4 ,0 sin (4 x + yn )-~ - 6 1 ° S in (6 x + y J r )++ • 2 K sin (2 x + 爭兀) 
= -2 ,8 sin 4 x +2 # - 3 l 0 sin 6 x -2 , sin 2 j ：. 

在下列各例中.视 x 为自变置，求指定阶的微分. 

【1174】 ： y = eMru :, 求 d * y . 

解 d 、=( e ilaz ) ⑷ dr 4 = e *( lnx + + - 吾 + 吾 一 Jr ) Ar 4 . 


设 M 为工的充分多次可微函数，在下列各例中求指定阶的微分. 

【1178】 y = ln “， 求 d 3 y . 
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解 dy = ^du, 

d 2 y= - Kdu 2 +—d 2 Mt 

w u 

d 3 y= -4-du 3 — \dud 2 u yd 2 wdw+—d 3 u= \du z \dud 2 d 3 u. 

u u u u u u u 

【 1180 】 以变* or 和: y 的逐次微分来表示函数: y = /(x) 的导数/及>^，但不假定 :r 为自变 *. 


解 / 




(£) 


clrd 2 


dr dy 
-6yd 2 x _ ld ? x d 2 y 


y = 


/da:d 2 y—dyd 2 x\ 

\ dr 3 ) 


Ar dv dx dv 

djr d 3 x d 5 v " 3d2x d 2 x d 2 v 


求 . 设 : 

[1188] y = 


cj : + c /* 


提示 • 利用数学扣纳法•可证得 


-\)^ l c^ l (ad-bc)n\ … d 一、 

— (c » )T q - c ^ O ). 


/ £i(c\r+c /〉 一 c(aj + 6) ad —be 


y = 


(cx+c/) : 


(cx+c/) 


2c(acl—bc) 
(cx+c/) 3 * 


利用数学归纳法，可证得 


im , _C-l) m ^ l ^Had-bc)n\ , _ d 一 


亊实上，对于 n = 2 等式成立，设对于 n 等式成立，则对于 n +1 有 


— -(-irm-6c>n!(n+l)(ci+£/r • c — ( — 1) 

^ ( c :+ W " 篇 

即对于 «+1 等式也成立，于是 得证. 


— 1 、<— i 卜 


( cx +^) UMM1 


[1190] y= 


-3«z+2. 


y = —2 ~—y 


解尸 


(x-2)(x-l) x-2 x-T 


Or^l, X9fc2). 


【 1195 】 >=sin 3 x. 


提示 y = ^ sl 


sinj 


3 • 


解 y= sirusin 2 j= 了 sinx( 1 — cos2x) == -^-sinx - ^-sinxcos2 j= —sirLr 


y"> =~|>sin(:r+~|~7r) -+sin(3j+~|"ir). 


[1205] : y=f. 
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n(n— —々 + 1) 


[1206] y = 


解 y = e x (cosx — sinx) = 27 e x cos(x+^- ) • 

/ = 2+ e i[cos (: r + 子 ) 一 sin (: r+ 予 ）] =2+e J cos(j ： 十罕）， 

利用数学归纳法可证得 


求 d 、， 设: 

11212 ] 


lno: 


解 dy /- 如 =[ (+ 广 ’ lnx +”.+( 士广％ CS (-去 )( 士广 

= ^^[ lnx - g |] dx - ( x >0). 

【1215】将函数/(1)=如~,其中/»为正整数，化为三角多项式： 

P 

/( x )= 2 ^ cos 2 Ax f 

廉 -0 

以求 /^( x ). 

提示 令 r = cosx+i siar . 

解设 r = COSJ + isiru ■，则 sinx =|( f —纟〉其中 f 为 r 的共轭 复败. 于是， 

• sin *’i = 写 c * w *(- i )”- * 

=( -”， (2^ C ^ + (2^ 2 a,(-l) A cos(2/»-2^)x. 


( n -2) 


+ + (lnx)°°] 


所以， 


(sinW 


(2i > 2 , 亡 


2 C5, （一 l)*(2/>—2Wcos[(2p — 2 々） :r+jw] 


(- l )^*2--*^ , (/»-^)" C } A cos [(2 / >-2 ife ) x + yir ]. 


【1223】设其中函数 ipU ) 在点 a 的邻区内有 （n — 1) 阶的连续导数•求广>(«). 
提示由莱布尼茨公式求得 /•_”（■!：) •再由导数定义即易得/ 10 ( a ). 

解由莱布尼茨公式，得 

/-- n (: r ) = (: r - a ) V -" (: r ^ + Ci -,” （: r - WV _ *’ （工）+ … + d ” （”一 D … M * 2 ■一 fl ) V ( i ) 

+ n \( x — a )< pix ). 

于是，/ --"( tOsO . 

按导数定义，即得 


f n ) ( a ) = Yim ^ 


《_- n ( or )- 产 u U > 


x~a 


= \im[^Cx — a) n 1 <p { " l) (x)+Ci-i n(x—a) m2 <p n ' 2) Cr) + … +GJ 二 !” (n — l>"*3(:r — a> 9 ’(x> 

x - ♦籲 

+ n !^( j )] 

= rt\<pCa). 

【1226】证 明：切 比雪夫多項式 ^( ds ^ TCOsCmarccosi ) (m = 0, l ，2,…）满足方程 
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( 1 — I 1 )Ti ( j ) — xT ^ mCx ) T m ( x ) =0. 


证 


T ：( x ) = 


； sin (/ warccosj ) 


2__ V 1 一 


(| x |< l) f 



于是， 


(1 — x 2 ) 7^ ( x ) = — ^ rpcosCmarccosx ) + 
即（1-1 2 )7"二 （ar>-o：r / wl (:r>+ 研 2 T_(j)=0. 




sin ( marccosx ) = — m z T m ( x ) + xT f m ( x ) 


【 1227 】 证明： 勒让德多项式 i^(:r) = A[(x 2 — l)-] ⑷ （m = 0 ， l,2 ，…〉 满足方程 

(1—x 2 )Pl<x) —2xP*(x) + m(m-l-l)P - (x) =0. 

提示 令 : ysk 2 —1) • ，可得 — • 并利用莱布尼茨 公式 . 

证设: y =(： r * — 1)", 就有 

y ^ 2 mxU i -\') m -' x 或 （ I * 一 1>/ = 2 mx ： y . 

对上式两端各取 (m + 1) 阶导数，按莱布尼茨公式，即得 

( < r 2 -l)y_” > +2<m+l 〉 > ry M> +m(m+l>y_ > =2mxy ， 1> +2m(m+l>y_ > . 
于是 ， Cr* 一 l)y" +l> +2* r y，+ , ) _m(m+l)y_ > =0. 

两端再以 fir ? 乘之 ，并以 代人，即得所要证明的等式 

(l-x , )Fl(x)-2xPL(x) + m(m+l)P,(x)-0. 


112331设#> = D* 示微分箅子， /(D)= f； 为微分符号的多项式，其中 p 4 (x) (々 = 0,1， 

麝 ■<> 

…， n) 为 :r 的某连续函数.证 明： 

/(D){e a «(x)> = e u /(D-fA)u(x), 

其中 A 为 常数. 

证按莱布尼茨公式，有 

砉 k 

I /{ e^ M (x )} = [e^u(x)] u> = 2 a(e u ) 0, «i u -°(x) = e^2 ClA^^(x). 

i^O 

另一方面，有 - 

k k 

(D+A)*“U)= 2 CSA l D a ^ tt (x)= 2 CUV*，:). 

l — 0 l_0 

因而，得 

Z>*{e A, M (x)}=e ix (D+A)*M(x). 

于是， 

iv m 

/(D){e^w(x)}= 2 />.(x)D*{e u i4(x)} = e u PkCx)(D^X) k u(x) = e u f(D^X)u(x), 

裊胃 0 4-0 

即 /(D){e u t/(^)} = e u /(D+A)ii(x). 


§ 6. 罗尔定理、拉格朗日定理和柯西定理 

r 罗尔定理若函数 /( X ):( l ) 在闭区间 [ fl ，6] 上有定义并且是连 续的； （2) 在此区间内有有限的导数 
/' Cz )»(3)/( a > = /(6)， 则在区间内至少存在一个数 c , 使 

/’(c)=0. 
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2°拉格朗日定理若函数 /( ： r):(l> 在闭区间 [ a ， 幻上有定义并且是连 续的； （2) 在区间 （ fl ,6) 内有有限 
的导数 /'( x ), 则 

/(6)-/( a ) = (6- a )/ / ( c ), 其中 a < c<b 

(有限增童公式）. 

3°柯西定理若函数 / U ) 及 g (* r ):( l ) 在闭区间 0,6] 上有定义并且是连 续的； （2) 在 （ a ,6) 内 / U ) 及 
有有限的导数 /'( i ) 及 〆 (: r ):(3) 当 ^<1<6,/'*(1)+/ 2 0：)关0,(4)客02)关《(6)，则 

/(6)-/(a)_/ # (c) 
g ( d )— g ( a ) g ( c ) f 

其中 a < c < b . 


【1237】设函数 /( a :) 在有限的或无穷的区间中的任意一点有有限的导数 /\ x 〉， 且 

lim /( x )= lim fix ). 

证明： /'( c ) = 0 •其中 c : 为区间 （ a ，6) 中的 某点. 

证明思路当 U ,6) 为有限 区间时•可令 


F ( x ) = 


fix 、， 

A f 


(a t 6) « 
x = a 与 6. 


其 + A = lim / Cr )= lim fix ) 

• r -«.0 r —*-0 


然后对 F ( x 〉 使 用芡尔定现. 当 （ a ,6) 为无穷区闽时， 


(1) 若 CI ■一 oo ,6-+ oo , 可令 x - tan / ( 一 ) •对复合 A 數托⑴= /( tanf >在(一 *|-，f ) 内仿 
前讨论. 


( 2 ) 若 a 为有限數， 6=+ oo , 則可取 6 0 > m a x ( a ，0>, 令 对= 在 （ a ，6。） 内 

仿前讨论. 

(3) 当 a =_ oo ,6 为有 限教， 类似地讨论. 

证 当 0 i ,6> 为有限区间时，设 


F ( x ) = 


/(I〉, 

A f 


x=a 与 b 


其中 A = lim /( x )= lim fix ). 

x -^« + 0 x -»*-0 

显然 FU ) 在 [>,6] 上连续，在 （ a ,6) 内可导，且有 F ( a ) = F (6) .故由罗尔定 理蚵知 ，在 （ a ,6) 内至少存在 
一点 c •使 〆 (〔）=()•而在 ( fl ,6) 内 ， F / (: r )=/'( < r ) •所以 ，/，( c ) = 0 . 


下设 （ a ，6)为无穷区间•若 a = — 00,6=+00,可设 


x = tan / 


则对由函数 /( x ) 与工 = tan / 组成的复合函数 g ( r ) = /( tan /) 在有限区间(一专，|)内仿前讨论可知 ：至少 
存在一点6 6 ■，专 ） ，使 

g ( t 0 ) = f ， ( c ) • sec 2 fo =0, 

其中 c = tan / 0 . 由于 sec ^^ O , 故 / "( c ) =0. 

若 a 为有限数，6= + oo 则可取 fco > max { fl ，0} ，而令 

_ (6 p — q )/ 

x 一~ b ^ T ' 

于是，对复合函数 〆 在有限区间 U ， Ao ) 上仿前讨论，可知 ：存在 ^( a ,6。） 使 
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g ，（ t 0 )=f ， Cc) 


b 0 (b 0 —a) _ 
(b 0 —to) 1 


其中 c H 。 . 显然 a<c< + ⑴ . 由于 ^^>0, 故 / / (C)=0. 

对于为有限数的情形，可类似地进行讨论 . 证毕 . 

【 1238 】设函数 /(:r):(l) 在闭区间上有定义且有 U-1) 阶的连续导数在区间 
(: r 。，；） 内有 ri 阶导数 / u> (:rh(3) 下面的等式成立 : 

/(x 0 )= fix' )= 旧 = /(x„) (X 0 <I, O" <：!：■>• 

证明 》 在区间 U 。， •! ： _) 内至少存在一点 6 使 / <m ， (e)=0. 

提示累次应用罗尔定理. 

证在每一个闭区间 

[x 0 .Xi]*[X| •x 2 ],— ,[x*-i t[x„-i ,X m J 

上，函数 /(:r) 满足罗尔定理的条件 . 因此，存在 n 个点 

X\ tX2 t— tXk •••• %X m % 

其中 :r: e (x*-i ， : 1 ： *>( 是 = 1 ， 2 广.，”>，使 

/ # ( j *) = 0 (是=1，2,… ，/0. 

于是，在每个区间 [> / *,:r“,]a=l,2, …，;I 一 1) 上 • 函数 /'(i) 满足罗尔定理的条件 . 因此存在点 < « 
于 ( < ri, < r“ 1 ) ( 是 =1 ， 2 ,…，”一 1 ) ，使 

/"(x：)=0 U=l ， 2 •… ， ”-l>. 

继续上述步骤，经 （n — 1 ) 次后，得出一个区间 [>?- | , 1 厂 1 ](= ： ( < 1 ：。， < 2 ^.满足 / <--»>( x -->)=o(^=l, 2 ). 
于是在此区间上，函数广 _l ( ： r) 满足罗尔定理的条件 . 所以，至少存在一点 (: / t - , (6)=0. 
112471 证 明：若 or>0 , 则 

\Ar+l —/r =- , ■ 1 , 

2 >4r+D 


其中 + j , 并且 = 


lim 0( x 

X—-foo 


) = Y - 


证当时，对函数 ^ 施用有限增 揪公式 ，即得 


\/ xTT — = 


Vx + OCx ) 


解之，得 


d( x) 


+ + j[ V^x(x-M) — x]. 


当工 = 0 时，沒 =|• 当 o: 〉 0 时，有 


于是， 


且有 


Vx ( x + 1) —X 


X ^ X 1 

< G = T . 


) + 




limD = 4", lim D= lim { 士 - 

r-^4*0 4 j^+oo + ~ I i 


+ 1] 


) = i- 


I12S0J 设函数 /(or) 在区间 （ a,6) 内有连续的导数广 ( 0 *) •对于区间 （ a,6) 内任何一点 f 可否从此区间 
中指出另外的两点 A 及 1 2 ，使得 
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㈣ a (Xl<e<X2)? 

■Tl ~ X \ 

提示 研究函数 /(•!■>=/( — 1< X <1>, 它对于^=0就找不到所需的勾及 X 2 . 
解一般 地说，不可以.例如，研究函数 

/(^)= x J (-10<1)， 

它对于 e =0 就找不到所需的 A 和 x 2 ，使得 

事 实上， /'( e 〉= 3 f =0, 而当 aCOCa 时， 




’(: 2 r ) 一 : 1 ) = : 2 一 : 1 = g y - I X, I \x t I >j|+x{~ 2 |x, I |x 2 I 

X\ Xi X\ 

= (\xi \ — \ xi \ )*>0. 

112511 证明下列不等式： 

(3) 丨 arctana — arctan6 I < I a — 6 丨 * (4) 令 <ln 办々 ， 设 


证 （3) I arctana —arctanfe | = | ^ ^ | ^ | a —6 |. 


(4) lna 一 ln 6 


A 其中 0<6< e < fl . 于是 ， d<ln - f <^= 

a b b 


【1252】 说明在闭区间 [一 1,1] 上柯西定理对于函数 /(i) = /及 g ( x )= x l 何以 不真？ 
提示 注意当 1=0 时 •[/ / (1)]*+[ 度 ' （ 1>]*=0. 

解 /(X) 及 WjO 在 [一 K1] 上虽有连续的导数•且 W — 但是，当 1 = 0 时， 

[/ # (x)] 2 + [^'(j)]* =4x 2 +9x 4 =0, 

因此，对于函数 /(： r ) 及 V * r ) 不满足柯西定理的条件，所以结论可以不真.亊实上， 

/(!)-/(-!) 


尺（ 1 )-尺（一 1 > 


0, 


而 


它们是不相等的. 

【1253】 设函数 /( j :) 在闭 K 间 [>, ,力]上可微•并且 ax , >0, 证明： 

Jl X 2 


Xi —Xi 

其中 ACfCr *. 

证明思路令 = F ( x ) = -^ 


/( x .) /( x 2 ) 


=/( 髟一冬 / (0, 


•注意由于 I | I 2 >0 •故 JT = 0 在 Dr ! ,： 1 ： 2 ] 之外. 对于 F (: r ) 和 ^( x ) 


应 用柯西定理. 

证设 gix ) = ^f F ( x ) = 由于 JM2 〉。 •故 1 = 0在 [A ，: r 2 ] 之外.从而， g (: r ) 和 F (： r ) 均在 
[ xi ，* r 2 ] 上可傲，且有 

[发 ’（工〉] 2 十 [广 （ I )] 2 = 4 { 1 + 0/ '( I 〉 一/( JT )] 2 } 尹0及 g(xi 


因此，对于函数 F (« r ) 和 g (« r ) 满足柯西定理的条件，故在（^，. 

/(々） 

F ( j 2 )- F ( x 1 )_ r (6) 

— g ( xi ) g \$) ’ 


即 


xi 


0)内至少存在一点 e ， 使有 
/(■ r ,) 芒/ '(6)-/( g ) 

"^ T _ e 


X \ 


1 

一 7 
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化简整理，即得 

1 

^1— X 2 

【 1254 】 证明： 若函数 /( z ) 在有限的区间内可微，但无界，则其导数 /'(•!：) 在区间 （ a ,6) 内也无 
界.逆定理不真（举出例 子〉. 

提示用反证法及拉格朗日 定理. 其逆不其，例如， / U > = sin 士 （0< j ：< j ). 

证在开区间（〜6)内，由于导数存在，因此，/(1>在（^,6〉内连续. 

现在假定 |/'(： r )|< N ( a O <6), 即 /' U ) 是有界的.取定则按有限增童公式可知，对任 
何•均有 

|/( x )-/( c )*| = | x - c | l /' ce ) |< N (6- a ). 

其中 $ 在 c 与 x 之间，从而厲于 U ,6). 

因为 I f ( x )- fU )\>\ /( x ) I - I /( c ) I •所以，丨 /( x ) I < I f ( c )\ + N (6 —•此与 /( i ) 是无界的条 
件相矛盾.所以 /'(： r ) 是无界的. 

反之不一定正确•例如，函数 /(：|：〉=如+在(0，+)内有界，但其导数却是无界的. 

注意在无限区间内无界的函數的导数可能有界•例如，函数 /(■ r > = lnx 在 （ l ,+ oo > 内无界，但其导数 
/' (: r ) = 士在 （ l ,+ oo ) 内却是有界的. 

【1255】 证明： 若函数 /(d 在有限或无穷的区间 （ a ,6) 内有有界的导数 /'( z ), 则 /( i ) 在中一致 
连续. 

提示利用拉格朗日定理. 


J ：1 ^2 

/( X ,) f ( jCz ) 


=/( ㈡ 一尽/». 


证设当0：€(0,6)时，丨/ / («1)|<\1对于任给的《>0,取衣=点，则当： 1 ：,,1 2 €(〜6)且|1 1 -： 1 ： 2 |<5 


时，就有 

I /(xj) — /( X ,) I = \xi-Xz I \f\0 Xi I <€. (6 在 与 I : 之间）， 

于是， /(•!：) 在 U ,6> 内一致连续 • 

【1265】 证明： 若函数 / U ) (1) 在闭区间 0,6] 上是连续的 ； （2) 在此区间内有有限的导数 /'( x )» 
(3) 不是线性函数•则在区间 U ,6) 内至少能找到一点 c , 使得 




f ( b )- na ) 

b—a 


给出这个寧实的几何解释. 

证当时，设 F ( j ) 


b—a 


易知 F ( a ) = F (6>=0, 且当 a < or <6 时， FCr ) 异0 (因为 /( d 为非线性 函数〉 •设在 q (“Cq <6)点， F ( c , )# 
0,不妨设厂((： 1 )>0，在区间[>,0]与[>,，6]上分别应用拉格朗日定理.可知存在6€( < |, < : 1 )使 

t y ( ^ = FU 1 y z FU ) = FUO >0i 


存在 6 6(0 ,6), 使 


因而， 


F '⑹ . 义 -FW — ， <0 

6 —ci 6 —ci 


f， ⑹〉 


fib)-fia) 


/(6)-/( a ) 

b—a 


( 1 ) 


( 2 ) 
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由此 可知： 


X6) - 


当时，由⑴，|/加|>|设^|, 

当时，由 ( 2 ) ， |/-(^) i >| ：/ (a) | . 

于是，命题得证. 

这个亊实的几何意义 是：对 于一条非直线的连续曲线段（线段上每点都存在不垂直于 ar 轴的切线）， 
在曲线上至少存在一点 C , 使曲线在该点的切线斜率的绝对值大于连接该线段两个端点 （ a ，/ ( fl >) 和 
(6，/(6〉）的弦的斜率的绝对值，换句话说，此切线比此弦“陡”，如图1265所示. 

112661 证明： 若函数 /( ar ) : ( l ) 在区闾0,6]上有二阶导数厂(1>; (2)/'( a ) =/ '(6) = 0， 

则在区间 （ fl ,6) 内至少存在一点 n 使得丨 f \ c ) | > I /(6)-/( a )|. 

证设 A 是 [«,« 中任意固定的一点，两次应用柯西定理'即得 


/( x ) = /( j ： o ) + f f ( xo)ix — Xo )4 --|-(x — Xo) 2 / W (^)i 


其中 e 在心与：之间 （BP 1。§6$0：),1为[>,6]中任意点.特别，在（1)式中取 > 2：。=^,: 


a + 6 


，并利用已知 


条件/ \ cOsO , 则有 


/( 宁) =/(〜 


( b - a) 1 




其中 q 满足 a < Ci <^ y ^. 


同理，在 （1) 式中取 Xo =6, f 


a + b 


•并利用已知条件 r ( w = o .则得 


/( 爭)，>+ 


(6- a ) 2 


^( c 2 ). 



其中 c 2 满足 $< c 2 <6. 于是， 




|/(6)-/(a)|<|/W-/(^) | + |/(^)-/(a)|=^^< |/ # (c,)| + |/"(c 2 )| }. (2) 

取 c 如下：若 |/"( q ) 丨彡丨广(<::)| •则令 f = q ，若丨/"0：,)丨<丨广( 0 )丨，则令0 = < : 2 . 于是』 <( ： <6 且 
|/"(c)|=max{ |/"(c,)|,|/ # (c 2 )|}. 由此 ，根据（ 2> •即得 

I f ( b )- f ( a )\ /"( c ) | • 从而，丨 f \ c ) | ^丨 /( 幻一 /( a ) I • 


仅考虑 jc > x 0 U < xc 时町类似地讨论）.令 

F(x) = /(x) — [/(x 0 ) + / / (xo)(x—xo)] G(x)=(x—x 0 ) 2 t 

那么有 F( J ： o)=G(xo)=0,F / (x) = / ， (x)-/ / (xo) (记为 Fi(x)),G ， (x) = 2(x-x 0 ) (记为 G, (: r)) 

并 R 广（办>=0’（办>=0•(即 F ,(: ro )= Gi (: r 0 > = 0> •但当 G ， （: r >? t 0 •而 

fl ( x > = r ( x ) = /^( x) f G ；( x )= G ^( x ) = 2. 


应用柯賊 ㈣ 鼦 = 器^ = 謡=器^ 


r(p 

2 f 


此处 eeu c , c ), 而 re ( o ： o , i ), 从而知 ee ( xo , x ). 因此，有⑴广 ( o 也即有公式 

/( x )=/( xo ) + / ， ( xo )( x - xo ) + -|-(^- xo ) 2 / # (^. 

其中 xo<^<x (以后即将看到，这就是所谓的泰勒公式•这里就顺便给出了一个关于二阶的泰勒公式的另一种推 
论方法）. 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 


§7. 增函数与减函数.不等式 


i ° 堆函数与减函数若 

当时， /( x 2 )>/( j ,) 

[或当 agAOzgA 时， / CrdC / h )], 则称函数 / U ) 为闭区间 0,6] 上的增函数（或戒函数）. 

若可微函数 /(* r ) 是闭区间 0,6] 上的增函数（或减 函数） ，则 

当 a <: r <6 时， 

[或当 a«b 时，/ ' UXO ]. 

2°函数递增（或递减）的充分条件若函数 /(d 在闭区间 [ a ,6] 上是连续的；并且在其内有正的（或负 
的） 导败 /'&), 则函数 /( J ：) 在 [ fl ,6] 内递增(或递 减〉. 


求下列函数的严格单调（增或 *) 区间: 


【1273】 y = x + I sin 2 x |. 

解 y = 1 + 2 - L ^| jJ - cos 2 x (j 尹 > = 0 •士 1, 士 2, …）. 

3 x 6 (y • 譬 + 号) 时, />0,函数递增， 

3 x 6 (y + f , 孥 + j ) 时， y <0, 函败递*，其中务= 0, 士 1, 士 2,.". 


【1278】 



x >0. 



解 / ； ( x ) -4- sinlrur -4- cosIn.r = +«/2 sin (-^- + lnx ) ( x >0). 

令 /' U )=0 •得 sin ( lnx + 子）■-夸 •* 上述方程得 


文：= 6 -士邊， 1 = € -— +M - 或 x = e B^ a ' f x ^ e^ UK U = 0 , 士 1, 土 2 ，."）. 

当 ： e(e 如' 时， f \ x )> 0 9 函败递增•当 /' (: r)<0, 函数递减. 


112801证明 ：函数 ( l+y 在区间（一 oo , — 1) 及 （0, + oo ) 内递增 • 

证 « 3- ,^(1+±)*[1»(1 + ^)-^]. 

由于当•1'€( — 00，一1)时，(1 + +厂>0，因此要肴：/为正或为负，只需看 + -的正 负性. 

•2 T Jl 1 I X 

再设 z = ln(l + 士) 一击，则 x 6(- oo ,- l ), 


故当一00<1<—1时 z 递增，又 lin ^ zsO , 因而 z >0. 于是，在 （一00,-1) 内 :/ >0,因此，函数 (1 + 士) 
在区间（一 oo , — 1) 内递增 • 

同理可证，函数 (1 + 在区间 （0,+ CO ) 内 递增. 

112841证明 ：若 〆 I )为可微的单调增函数，且当时，丨/'(1>|<9/(之），则当文义!：。时， 

I /( x )—/( xo ) I <9( J ) 一^工。）. 

给出这个事实的几何解释. 

证明思路分别令 
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元函数微分学 §7.增函数与减函数.不等式 


0(1)=9( 工 ) 一 /( 工 ) ， Cx) = tp(x)-\-f(x). 

对 〆X )及 A ( X ) 在 O 。，：!：] 上应用拉格朗日 定理. 

证令^工)=史02： ) — / ( 1 ) ，由拉格朗日定理知 
0(x) — 0(j：o ) = 0 / (6)(x —Jo) (x 0 <f<x). 

由 I /'( I ) 丨 <9(1〉 知 ^(6> =史'(芒)一/'(6»0.从而， 

4(1)一4(1。）>0 ( 当 x ^ x 0 时），由此得 

9 ( x )- f ( x 0 »/( x )-/( x ft ). (1) 

再令办（ 1 )=史(： 1 ：)+/(： 1 ：)，同理有 ( x ) — ^ ( x 0 )^0 
(当时），由此得 

< p ( j ：) — < p ( x 0 )^ /( x 0 ) ~/( x ). (2) 

结合 （1) 和 （2) 便得 

<pix) — <p{xa')'^\ /(x) —/(Jo ) I . 

其几何意义 就是： 若一单 阑上升 曲线上各点的切线都 
比另一曲线上对应的点的切线“陡'则此曲线上每条弦必 
比另一曲线上对应的弦“陡”.如图1284所示. 

【1285】 设函数 /( r ) 在区间 fl <: r < + oo 内连续，而且当 •!•>« 时•广（1)>々>0,其中走为常数. 证明： 
若 /( a )<0, 则在区间 — 内方程 /( x 〉= 0 有且仅有一个 实根. 

证明思路 先利用拉格朗日定理证明 — 再根据连续函教的介值定理及函教的单调性， 

命題易获证. 

证由有限增被公式，有 

= • k-=-/(a). 

于是， / G _ f )>0 •又 /( fl ><0, 故根据连续函数的介值定理知，方程 /(« r > = 0 在 — 上至少 

有一实根.又因为当时， /'《 dX ), 故/( I )在 U ，+ oo ) 内递增•由此可知，方程 /(_ r > = o 在 
— f ) 内有且仅有一个 实根. 

【1286】若于某邻域 U - i 9 |<及内•函数增 ft 4/(1。〉= /( 1 > 一 /(; r 。〉 的符号与自变 M 增畎 Ar 0 = 
I 一 X 。的符号相同•称函数 /(* r ) 为在 x 。 点的增函数. 

证明： 若函数/(文）00<6)在有限或无穷的区间 （ a ,6> 内的每一点皆为增函数，则它在此区间内为增 
函数. 

证要证对任意两点々<々~<4<：1： 2 <幻，都有/(々）</(：1： 2 >.对[>,,々]中每一点0由假定都存 

在开区间 A = U -$, , c +5,) 使当0< 〈在 -^^ ( - r ) >0. 于是•诸区 间 <A }(r 取遍 [ x ,，. r 2 ]) 

形成[>,，：1： 2 ]的一个开复盖.由波内耳有限复盖定理，从彳厶}中珂选出有限个，设为厶，•厶 2 〜厶„，它们已 
经复盖了 0, ，☆]•不妨设 A 〈。〈。〈…〈。〈心，而且可设诸'互不包含（因若' 匚厶" 则可将'舍 
去）.于是，必有（因若 a 不属于4,，而属于某么，，）>1,则显然有厶 ， C ^ ； ，此与诸厶，互不包含矛 
盾).另外，易知弋与“= 1,2,…, m _ l ) 必有公共点三（因若 A 与么…没有公共点，则点必属 
于某 ， j 爹“ j 关1 + 1,若）<1•，则，矛盾 :若） >/+1,则，也矛盾）•显然可取公共点 L 
满足 

于是， / U )</( 三）</(〜丨）（/=1，2•…， m -1). 同理，可知•于是•我们有 /( x . X/CcX 
/0： 2 )<>•</(“）</(々）• 证毕. 



图 1284 
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112871证明 ：函数 


f(x) = < 


+x 2 sin 




I 0 f J = 0 

在点 X = 0 是增函数•但在包含这点的任何区间（一中并非 
增函数，其中 e >0 为任意小的数.作出此函数的略图. 

证当尹 0 时， 

f f (x) = 1+2 工 sin —— cos 丄， 


' (0) = lin / (0 + t 〉— 乂⑼ = l im 

Ar — 0 ilJC Ar -0 




= 1 > 0 , 

所以 ，/( x > 在点 x = 0 是增函数.又当 X 关 0 时， 

广 U ) = 2sin 士一 | COS 士一？ Sin 士 

1 X , /<0, ”为正 整数， 

，（&) = _ 4 -1>。，„ 为负整 数. 





而.故 /(■!■) 在点 X , = j ^( n = l ,2, …）都达极大值•由于 x _ = ^；-0 •故 /( z ) 在（一 £ ,£)内不 


是增函数（作无穷次振铼.如用1287所 示）. 

【1288】 证明 定理： 设 （1) 函数及 〆 : r ) 为”阶 5 J 傲 函数； 
n-1) 丨 （3) 当 x>x 0 时，9 < _，（1)>0(_’（1),则当1>1。时有不等式 < p ( x )> 4 Kx ). 

证明思路 令 FU)=^j ：〉 一 #I) •則由条件 （3) 可知 F h " ) ( j :)>0 (*1 ： >0： 0 >, 从而， F u - n ( ： r) 当 1>«|： 0 

时是递 增的. 又由条件 （2) 得 f < -- ,, ( xo )= o . 因此，当 j ： >x 0 时 ，r •一 1 》 （i)>r •-由此又知 r-~ 2) 
(: r) 当 j :> Xo 时是遂增的.反复应用条件 （2), 命題可获证. 


证设 fX :*:) ■炉 ( jO — 0(: r )， 则由于所以, ( 工)一必(工)>0 ( x > x 0 ). 
因此，当时是递 增的. 又由条件 （2) 得户-»(:》(1。卜 〆 |：。> = 0,因此， 

F *- 0 ( x » F < - ,> ( x 0 )=0 ( x > x 0 ). 

由此又知 F ( __«(: r ) 当: r 〉*!。 时是递增的.再由条件 (2) 知 

F -- 2 ( x 0 )«( x 0 >-#■-*， （ j :。 〉=0,故 f s '- ,) ( 1 >>户--*》 ( xo )-0 ( x > x 0 ). 

依此类推，最后得 

F ( x )> F ( x 0 )=0 ( x > x 0 )t 即 9?( x )>0( j ) ( x > j 0 ). 

【1289】 证明下列不 等式： 

(2) 当 1>0时，厂夸 •< ln ( l + > r )<> r ; (4) 当00<号•时, t a iLr > j ：+ 夸 •• 

给出不等式 （2) 及（4〉的几何解释 • 


证 (2) 设炉 (: c )=: r ， 0 (: r ) ! = hi ( l + < r )，||| • p \ x ')= ^ x - 

当 i >0 时 ，〆 (: r >>/( j ：)， 即 ^ ( x )-/( x )>0. 且有 9> (0) = ^0)=0, 
从而， 

9( x )-0( x )> 9 ( O )-^( O ) = O ( x >0), 
即 j ：- ln ( l +: r )>0 ( x >0). 

同理可证，当 ： r 〉0 时， jr-f < ln ( l +: r ). 
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x 2 


所以，当 o :>0 时 fX —-2"< ln ( l + xXx . 

此不等式表示对数函数: yslnd + d 的图像介于抛物线 ：y = 
和直线 y=x 之间 （■!>()> •如图 1289-1 所示. 

(4) 令 /(:r) = tafu : —（: r+t) •则 /(0)=0 •又 


y = ln(l + x) 


/ (x) = 


1 一. 


( sinjr + icosi ) (sinj — xcosx ) 



显然有 


故 


— xcosx !>0 t : rG (0 •了） • 
/ / ( x »0, x 6(0, y ). 


图 1289-1 



图 1289—2 


从而 ，/ Cr )>0, 即 taar > x + y . 

此不等式表示，在 (0, j ) 内•曲线 ： y = t a ru •在曲线 : y = : r + 誓的 上方. 
如图 1289 — 2 所示. 

【1290】 证明： 不等式 jjrCsinxCjr , 当 CHCrC 号时 成立. 

证不等式的后半部 分拐证（略〉 •我们仅证其前半部分. 

设 /(: r ) = _， 显然有 /(f )=+ •而 

/ , (x) = £ co 5 £ ^ = co 5 £(x _ tan _ r) 


由于当0<1<~| ■时， COS _ r >0 及 t a ar > j ：+ t > x ，于是，在此区间内所以，函数/( I )在区间 
(0, 号)内是递减的•因而 •当。 < < r <>| ■时•有 

/( x »/( y) f V (0< x < y ). 

所以，~|"：1：<3心<1 (0< X <-|-^ 

11291] 证明 ：当: r >0 时有不等式 (1 + 士) *< e <( l + 士 广 , . 

证由于当 : r >0 时 ，(1 十士)’递增 （ 利用1 28 0 ®的结果> •并且有 j^(l + +) i=e ，所以， 

(1 + 士广 <e ( j >0). 

同理可证，当: r >0 时 ，(1 + 1 递减，并且有 


恩 ( O ' 


所以， (1+ 士) 


>e ( x >0). 


112931 用不等式2 (心 j:+6*) 2 >0 •其中 jr,〜，&U = l,2, …，; I ) 为实数，来证 明柯西一布尼亚科夫 

轟胃1 

斯基不等式 

(S a ^ k ) z < 2 a * • 2 6 *- 
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提示 注意到 

y ] ( fl * jr +6*) 2 = ( y ] aj ):*+2(左 a k b k ) x 4 -文 6*^0, 

*-i *-i *-i *-1 

对任何 I 均成立，由其判别式不能为正 ，命題即可 获证. 

证由于 

颺 _ _ 19 

Y] (a k x + b k y = ( ): 2 + 2 ( 2 akbk ) 1 + 2 鉍 > 0 ， 

^-1 4-1 4-1 4-1 

对任何都成立，故上述二次式的判别式不能为正 ，gp 

4 ( S ) 2 -4( 2 ai ) ( S w )<。， 

A -1 卜1 1-1 

也即 

( 2 a * 6 * ) 2 < 2 a * • S A *- 

4-1 *-l *-l 

【1294】证明 ：正数 的算术平均值的平方不大于这些数的平方平均值，即 

提示 利用 1293題的结果 ，并令 b k = i . 

n 

证利用 1293 ® 的结果 ，设〜 =乃，6* = 士 •则有 

所以，七 

【1297】设 /(jr) (一 oo <: r < + oo ) 为二阶可微函数及 M *= 1/⑷ （ i)|<+oo (^ = 0,1,2). 

证明不等式： 

证运用1266题附注的公式（对任何 A ) 

/( x + A ) = /( x ) + / / ( j *)/. + ^^ A 2 (1) 

/( x - A ) = /( x )-/ ， ( j ) A 4-^|^/ i 2 < x -/»$ e ： gx ), (2) 



所以， 2h I /'(:r) I < I 2hf\x)\<\ /(x+A) I + I fU-h) |+y[| f'b )| + | 广 ( 各） U 


<2 M 0 +/ j z M 2 , 

即 M * A *-2 \ f \ x > I h + 2 KU > d . 

由于此式对任何 A 都成立，故此二次式的判别式必 非正： 

4|/ , (x)| 2 -4M 2 (2M c )<0. 

即 |/' Cr )| 2 <2 M 0 M 2 . 

由此可得 M ；<2 Af Q Af 2 .证毕. 
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§8. 凹凸彳生.拐点 


1° 凹凸性的充分条件若曲线 ： y=/( ： r>( a <>r<6) 的一段，位于其任意一点的切线之上（或之下），则 
称这个可微函数: y =/( x ) 的图像在闭区间 0,6] 上是凹（或对应地，凸）的.在假设二阶导数 /" (: r ) 存在的情 
况下，当 fl < Cr <6 时不等式 

f \ x )>0 [或对应地 

成立，为图像是凹（或对应地 ，凸〉 的充分条件. 

2°拐点的充分条件若函数的图像在某点的凹凸性改变，则称此点为拐点. 

若在点 *r 。 有 /"Uo)=0, 或者 /"(or 。） 虽不存在但 /'(*r 。） 有意义，并且无论在哪种情形下， /"(jt) 在: r 
经过 A 时改变符号，则办是 拐点. 

求下列函数的图像的凹或凸的区间及 拐点： 


【1303】 j + siar . 

解 y = 1 + cost f /= 一 sinx . 

当 2 紜<工<(2灸+1>«时,/ <0, 故图像是凸的，当 （2々+ l >7 t < x <(2 ife + 2) n 时,/>0,故阁橡是凹的 》 
x = kn 是拐点 U = 0 , 士 1,士2, • 

【1306】 y = jsin ( lar ) ( j :>0). 



令/ = 0,得 1 = (* = 0,士 1•士2 • 

当 f 时，/ >0. 故是凹的》当，+ f <: r < e 〜+ M 时，/<0,故图像是凸的》 
是拐点 U _0,± l ,±2, …). 

【1308】 证明： 曲线： y =^ j 有位于同一直线上的三个拐点.作出这个函数的图像. 

汗 / 1 — Ix — x 1 • 2( x 3 +3 J 2 — 3 x — 1) 

证 y= (: rW ， y - ( PTT ? - • 

令 y " = 0 得 j：i = — 2— ^3 . x t = — 2 + >/3 . xj = 11 

对应的函数值为 3^ = 1 yi ^ - * yi = ^ - 由于 

l l l 

1 一 2+# -2 ->/3 =() 

1 l - f >/3 l - y /3 

所以，拐点 A ( x , ，力）及 C ( x , •: y 3 ) 在一条直线上（图 1308). 
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【1309】如何选择参 ft A ， 可使“概率曲线”: y =~^ e -*、 2 ( A >0) 有拐点 


解 y = ^^ e - A 〜 2 ， / = ^： e - 〜 “ Mx 2 — 2/ i 2 ). 
vjt vir 


令 y 〃= o , 得 x 2 = ^ i . 由于拐点为丈：士〜故有 Ysy 即 h = ~jf (tr>0) 


【1311】设函数 / Cr ) 于区间 fl <> r < + oo 中二阶可微， 并且： 

(1) f ( a )= A > 0 i (2) /'( fl )<0, (3) 当 x > a , / w ( x )<0. 

证明： 在区间 U ，+ oo ) 内方程 /( x ) = 0 有而且仅有一个实根. 

证由于 /' U ) 在 fl <* r < + oo 上连续且当 flOC + oo 时/"(1)<0,故函数 /' U ) 在 a <: r < + oo 上 
是递减的，于是，当 a <： r < + oo 时， /'(_ r )</'( fl )< 0 : 由此又知函数 / U ) 在 + 上是递减的.因 
此，在 （ a ,+ oo ) 上至多有一点使 /(* r 〉= 0, 即在 （ a ,+ oo ) 上方程 /(: r ) =0至多有 一( 实〉根. 

下面再证明必有点£^< 0 ：。< + 00 存在，使 /( x 0 )=0. 考虑函数 F ( x ) = /( x )-/( a )-/ / ( a )( x - a ) 
( a < j :<+ oo ) ，则 

F / ( x ) = / "( x )—/'( a ) . F w ( x ) = / // ( x ) < a ^ x < H - oo ). 

于是，当 a < a ：< + oo 时广 ( arXO , 从而 〆 （•!■) 在 a <: r <+ oo 上是递减的，但 F ' U ) =0,故当 a <: r < + oo 
时，，（ 1 )</^心）= 0 ,由此又知 F ( I ) 在 a < r < + oo 上是递喊的，但 F ( fl 〉= 0, 因此，当 a <: r < + oo 时，恒有 


令， = a — jr^ y 由于 /( a )>0, 广 （ a )<0, 故 > a •显 
然， 

FW)=fW )-/(a)-/ / (a)[--^^]=/(x-). 

伸 .上面已证必 F ( x - ><0,故 /( X * )<0.于是，根据连续函数的中 
间值定理，知必有存在，使 /(办>=0. 证毕. 

注上述证明的思路在几何上是明显的.函數 F ( x ) 代表曲线 
1 >» = /(1>(它是凸的）上的纵坐标与在点01,/( < |))处的切战 

>=/( a ) + f \ a ){ x — a ) 



上的纵坐标之差，点 ：!：• — 即是此切线与 OX 轴的交点（图 1311). 


【1313】 证明： 函数: r •(”>1〉， e *, arlru : 在区间 （0, + oo ) 上是凹的，而 函数: T "( 0 <„<1), hu ： 在区间 
(0，+ oo ) 上是凸的 • 

证 （1) 设> =：1："(«〉1)，则— 它在 （0, + oo ) 上是大于零的，因此，图像是 凹的. 

但当 0< n < l 时•则/<0,故此时图像是凸的. 

(2) 对于函数 〆 •其二阶导数为 eS 它始终为正，因此，图像是凹的. 


(3) 对于函数 • rlru :， 其二阶导数为它在 (0,+ oo ) 内大于零，因此，图像是凹的. 


(4) 对于函数 lru :， 其二阶导数为 一+ , 它始终为负，因此，在 （0,+ oo ) 内图像是凸的. 
[13141 证明下列不等式，并解释其几何 意义： 

(1 ) + (: r ” + y *)> (^2 ^^) ， J 


(3): rlru : 十 : y lnjyXar+yMn ( x >0,>>0). 

证明思路我们 已知： 若函數 /(工）图像在区间（心6>内是凹的，則对于（ £ 2,6)中的任意两点 1 2'和3^满足 
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不等式 


+ L / •(: r )+/(： y >]>/( 宁). 

O ) 及 /( ： r)=：rlar (J>0 )， 对它们利用 1313 题的 


分别令 / Ot )= x ",( j :>0，”>1),/(: c )= c * (一 

结果，不等式即获证. 

证我们已知，若函数/( X 〉的图像在区间(《,6)内是凹的，则对于 ( a ,6> 中的任意两点 a : 和; y 满足不等式 

j[/(;r)+/( ： y>]>/( 宁 ). 

于是，利用1313题的结果，我 们有： 

(1) 设/(;«0 = /,(1>0,/1>1>,則其图像是凹的.于是，对于任意两点1和^得 

y ( x --4- y )>(^). 

(3) 设 /( x )=: rlar , 则对于 x >0 图像是凹的.于是•对于任意两点 _ r 和: y , 得 

: rlar + ylnyXjr+^Oln :言 

它们的几何意义是.•连接点 U ^/ U )〉 及（: y ，/(： y )> 的弦的中点始终位于曲线上对应点（具有相同横坐 
标）的上方. 

【1315】证 明：有 界的凸函败处处连续，并有左导数及右导数. 

证设 /(： r ) 在 ( fl ,6) 内是凸的，并设 j :。 为(^, 6) 内的任一点，今证 /(_ r ) 在点: r 。 连续，且有左导数及右 
导数. • 

在点 z 。 附近取一邻域 I X - Xo | <5•使得这邻域全部都包含在 ( d ,6) 内，并记 

M = min {/( x 0 —^)./( x 0 +^) >. 

Ix-X 


设0<|1-1 0 |<及记丈= 


S 


•则 0< f < l . 


当:时，有 x = r ( j^,+5) + ( l - Ox 0 及為=士} 工+ j ^(* r。 一 (W . 由于/( I)为凸函数，故有 


/( x )> r /( x 0 +^) + ( l - r )/( x 0 )^ M +( l -/)/( xo ) 


( 1 ) 


及 




/(x) + rM 
1+r # 


( 2 ) 


由⑴，得 
由（2>，得 

从而， /U。） 一 M >0, 且 


fix) — f(x 0 )>— / [/(x 0 ) 一 M] 
/ [/(x 0 ) — M]>/(j) —/(x 0 ). 


I /(x)-/(xo)| <r[/(xo)-M] 


[/( jo )- M ] 

8 


I 工 —Xo |. 


(3) 


当 Xo-^<X<X 0 时，类似地也可导出 （3) 式，故当 0< U — x。I <$时，（3)式恒 成立. 由此显然有 

lim/(x) = /(x 0 ). 

这就证实了凸函数/( X)在点： T。 的连续性. 

记1=办+/|,则 （3) 式可改写为 


/( Jq +/|)—/( Xp ) 

h 


(0<|/1| 儀 


( 4 ) 


引进函数 

9 J (/i) = /(xo+/i)-/(xo) C-d<h<d). 

容易验证 P ( A ) 仍为凸函数•且有 < p ( 0 ) = 0 . 今取任意两数6及•设有并改写为 


/i 


= t * / z + ( 1 "7 r ) -0 * 
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对于6与0两点可用凸函数性质，有 


<pit\)7>-^ - • 9 (h) + ( 1 — 士 ) 史 ( 0 ) = “ ) 


即 


(fill < p ( t 2 ) 
/l h 


这说明函数 = f 是一个减 函数. 如从 A — + 0方向看•则函数 F (/0 递增•但由 （4) 可知 | F (/0|< 


,( 气) 二 祖 ，即 FU ) 在 0<|/1|<^有界，故极限1〖"^(/0存在，也即1。的右导数 

0 to 


lim /⑺ —/ i 也 八(為) 

一 0 冬 0 x-Xo 

存在. 同理，可证左导数(知）也存在 • 

以上讨论中，对于区间是否有限无关紧要.证毕. 

注本题不需假定凸函教有界，诅明中也未用到有界这个条件•麥看 E . C . Tichmarsh，The Theory of 
Functions , §5.31. 若以较弱的不等式 ) >+/(A > + j /(_ r : ) ( i , 关: r :) 作为凸函数的定义，则 
需加上凸凼教有界这个条件•才能推出它连续并且左、右导教都 存在. 参看 G . P 6 lya t G . Szeg0 , Problems 


and Theorems in Analysis • Vol . I ，70 li 和 124 題. 

【1317】 证明： 若函数 /( i ) 在无穷的区间（办，+«0内二阶可傲，且 

lim /( x ) = 0 t lim /( x )=0 f 

-fO x^+ ㈤ 

则在区间（ I 。 ，+ oo ) 内至少有一点 6 满足 

/ ’(0-0. 

证用反证法，即若不存在 e, 使 广 (0 = 0, 则当时，或者 /" (: r )>0, 或者 /"( x )<0. 如果不是 
这样，即若存在点 a 与心使得 /”( a ><0 及/"(6>>0,则由达布定理可知，在 a 与6之间必有 c 存在，使 
将 /”( c 0 = 0, 这与我们的反证假设矛盾.因此，我们不妨设 /"( x )>0, 从而，函数 / U ) 的图像 是凹的 ，且位 
于其任一点曲线的切线的上方. 

再由 


lim /( x )=0, lim /( x )=0 

.0 X •• 令 《 

与/(文）的可微性，利用1237题的结果•即 知：在 Up + oo ) 中至少存在一点 q , 使 

/ ， (c l )=0. 

由 f\x)>0 易知 /穴^：)递增•从而•当 x > f , 时 ./"( jOX ) .取 c 2 > q , 则 f\c t )>0. 


过点 ( c 2 ，/ ( Q )) 作曲线 ： y =/( x ) 的切线•其方程为 

y(x) = /( f 2 ) + / / ( c 2 )( x - c 2 ). 


易知 


而/( I )一 ycr )〉0, 从而应有 


lim y ( x ) = + oo . 


lim /(x) = +oo f 

这与原设条件 lim /( x ) = 0 矛盾.同样•对于 f\x)<0 的情况也可推出以上结论 • 

于是，在区间（1。，+00〉内至少有一点6使/"(^)=0. 

* >达布定 理指： 若函数 g ( x ) 在 [ fl ，6] 内有有限的导数，且 g ' u ) g '(6)<0, 則在 （ a ，6> 内至少有一点 c ， 使 

g\c) = 0. 

其证 法是： 不妨设/(^><0，/(6)>0,則在 a 右边且与 a 充分近的点: r ， 有 g ( a >> g ( j ：); 在6左边且与6充 
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分近的点 x, 有 g ( x )< g ( b ) ; 由此可知 g(：r) 在 [a，6] 上的最小值必在 （a，6) 内某点 c 达到，从而必有 g ， ( c ) = 0. 

在本題中，可设 g(x >=/' U ), 則由 g '( a 〉= /〃( a ><0 及 〆 （ 6 )=/〃( 6>>0 可知在 a ^ h 之间必有 c 
存在，使〆 (c)=0, 即 /•(<:) = ()• 


9. 不定式的求值法 


洛必达法则情形1:不定式 f 的求值法.若：（1)函数 /( z ) 与 g Cr ) 在点 a 的某邻域 L /, 内’有定义并 

% 

且连续（此处 a 为数或符号〜），并且当:时，这两个函数都趋 于零： 

lim /( x ) = linw ( x )=0» 

(2) 导数/'(^!：)与 〆 ( r ) 在点 a 的邻域 L /， 内存在（在点 a 本身可不存 在〉， 并且当时，二者不问时 

为零|(3>有限或无穷的极限值存在，则有 

g Cx ； 


容 ( x > g ( x ) * 

情形 2: 不定式 ^ 的求值法.若：（1>当 x — a 时，函数/( I )与 g (* r > 都趋于无 穷大： 

lim /( x ) = lim g (. jr ) = oo , 

其中为有限数或符号 oo ; 

(2) 对于异于 a 旦 M 于点 a 的邻域的一切 x 值，导数 /' Cr ) 与 〆 (■!•)都存在•并且当，及时 

/ # *( x ) + 〆 *(:) 关 0| 

(3) 有限或无穷的极限 




存在，则 


Vim an Um a ^, 

gKX ) 一 g { X ) 


利用代数变形与取对数的方法，可使不定式 0 • oo , oo _ oc , l -,0°, o ^ 等的求值法化为 

0 


与 


这两个基本类型的不定式的求值法. 

求出下列各式 之值： 


【 1323 】 


解 lii 


• JCOtX — 1 

lim - z - • 

r— 0 Jr 

」= lim: 


taar 


= lim ； 


— sec 2 j 


= _lin ?rr 


【 1337 】 lim 


x +2 j ： taru :+, r 2 


=—lim ， 


+ 2 


S + 匕） 




( a 〉0, n 〉0). 


所谓点 a 的邻域 K 系指满足下列不等式的数 i 的 集合： 

(1)0<| x-al < e ，若 a 为一个数, (2) | x | >+，若 a 为符号 < 
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解题思路若 ri 为正整数，利用洛必达法則求得 lim 

e 松 e« 


0 .若 n 不是正整數，則 


( x > l) f 


利用上述结果及夹逼准則. 


解 lim 七 = lim ^ 

+ 6 »-♦ OO 


lim - =0. 


以上是就《为正整数的情形解得的.若 n 不是正整数，则 t >]< n <[ 7i ] + l . 于是， 


(工 >”• 


而左右两端当 X — + 00 时，上面已证明它们的极限为零.因此，中间的极限也为零.于是，对于任意大于零的 

实数和 M , 均有 lim 4 = 0 . 

x-^-foo e 

【1341】 lim ( c >0). 


解 lim x 1 lnx = lim ^7 = lim - 1 x = — lim — = 0 . 

11343] lim〆- 1 

x -4-0 

提示利用 1341 題的结果. 

解 lim〆 - 1 : lim e ( ^- ,H -= lim e 《•加 加 • 


由于 


limxlar 

r- + 0 


lim 

r - 4-0 xlnj 


limxln 2 j 

r -^4-0 


In 2 j 

\trr\ ■ ■ 


丄 lar 

=» lim ^ ■ 


lim 

r -« f0 


lim ( 

r -- f0 


- 2xlnx)-0 


lim {(〆 


l ) lnj } = lim^l 1 • xln 2 x J = 1 • 0 = 0 . 


于是 ， lim ^ 1 = lim e 1 ^ l),M = e ° = 1 . 


p+O 


* ) 利用 1341 題的 结果. 
【1347】 Yim (2- xy ^. 


解由于 


limtan ^ ln ( 2 ~ j :) 


In ( 2 — x ) 
lim - 

r-l ▲ nx 
f*C\t ___ 


x-2 


l ic • nx 

~ t csc y 



注意若对 （* ) 式再使用洛必达法则，得原式=士|^[广(1+/1) +广 U -/0]. 由于/ "( J ：) 仅存在而 

没有假设连续，故无法获得 /、: r > 的结果.这一点必須《1起读者的注意. 

证当 / i-O 时，/(1+/»)+/(1— A ) — 2/ U )-0 及 V -0, 且分子、分母（视为 /* 的函数）都有导数•又 

注意到分母的导败但/ I 关 0), 故对“阳 广二卜 上 一 ^一 2 ’^ 可用洛必达法则，并且继续运 

A—O h 

算，最后得证 



=1 煦 - 一^ :/ '(，) ] = |[广⑷+广⑴]=，〜〉• 

【1374】研究运用洛必达法則于下列各例的可 能性： 

• . 1 

X Sin _ • -1- f I n • 、 l - r * . 2 

⑴ lim __^ (2) lim £^ smx , ( 3 ) lim g _ ( cosx - f 2 s , ar)+e s,n x 
x-o sinx :十 smx r -+« e ( cosor + smx ) 

提示 （1) 及 （2) 洛必达法則不适用，但是原极限均 存在. （3) 不符合运用洛必达法則的条件，且原极限 

不存在. 


解 (1) 分子、分母分别求导数，得商为 t Sm — i 二 I ， 


此函数当 OT —0 时，极限不存在，因此洛必达法则不能适用•但是，原极限是存 在的. 事实上，函数 


r 2 .sin — 



115 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 


1 办 

当工一 0 时，点 — 1 及工 sin °，于是，巧1^ =0 . 


(2) 分子、分母分别求导数，得商为} 


当时，上述函数的极限不存在，因此洛必达法则不能适用.但是，原极限是存在的.事实上，有 



(3) 如果运用洛必达法则，就有 
lim L ^ l <£ osx +2 sina:)^e 


1 ( cosx + sinj ) 


lim 


一 5 e 


-2 xe -^ 


x + e~ x sin 2 x 


-2e-"siar 



这个结果是错误的•事实上，若取 A = mt + 〒，則十 oo •对于数列 {&} ，原式的分母 e ^^ cosx.-f 


siru : J = V 2 e -^ - sin ( +子 )☆ sin («+ 1 ) « = 0,而分子不为零，此时原式的极限不存在•从而 


对于 1 - + 00•原式的极限不存在.原因是在求极限1^ 时，虽然 /(•!：) 及 g ( x ) 均连续且极限为芩，但 

其导数在数列心=时(；1=1，2•…）上两荇同时出现了 零点. 因此•一方面本题不符合运用洛必达法则的条 
件：另一方面也不允许在求极限过程中•用 sinx 作除数•上、下约分后再求极限. 

【1375】设有一弓形•其弦长为6•拱 ffl 为 A ， 半径为又有内接于此弓形的等膊三角形.若当 R 不变 
时弓形的弧 K 趋于零•求弓形面积与内接三角形面积之比的极限.利用所得结果推出弓形面积的近似 公式： 

S ^-^- bh . 

提示设弓形所张的中心角为 a .« 内 接等接 三角形面积为 


•^-bh = R l (sin 专一 +sino ) •弓形 面积为 +尺 2 (a—sina>. 

解 如图1375所示 .Afi=6，DC=^ZAOB= fl .AAi3C 为内 接等腰 三角形，其面积为 

^-bh = R z (sin *|• 一 -|~sina)• 


弓形面积为+尺 2 (fl — sina 〉. 


当弧长趋于零时，于零，于是，弓形面积与内接等腰三角形 
面积之比的极限为 

- yi? 2 (o — sino ) ~(1 — coso ) 

•• 一 lim - 


r R 2 (sin - ^- sina ) B .° + (cos cosa ) 


a 


= lii 


3 a • a 
;in — • sin — 
4 4 


=1 二具去. 

_ _ • — 


由此得弓形面积的近似公式为 S 勿 


bh = ^ bh . 


C 



图 1375 


116 



第二章 


元函数微分学 §10 .泰勒公式 


§10. 泰勒公式 


1°泰勒局部公式若：（1)函数/( X )在点 A 的某邻域|«2：—1。|<6内有 定义； （2) 在此邻域内有一直 
到 （n — 1) 阶的导数 / Ax ), …， /— nCrhU 〉 在点為存在 n 阶导数/…（為〉，则 


/( 1 )= ^ a k (x—x o y (x—Jo )") t 
▲ -0 

f < k > ( r- ^ 

其中 Uk = k \ (灸二 0 , 1 ,… ，《)• 特别地 •当為 =0 时，有： 

/( x )= 2 ^^+ 0 ((:).). 

蠢， 0 R • 

在上述条件下 ，（1) 式是唯一的 • 

若在点 a 存在导数 /°^" (: r 。） •则公式 （1) 中的余项可以 取为 〆 （（^一心广〜）的形式. 
从泰勒局部公式（2〉，得出下列5个角:要的展开式： 

I . e '= l + j ：+ f 7 + … + ^7+ 0(J ”* 

乙！ yi : 




f- 


(2n-\)[ 


+ o ( x *，） 


( 1 ) 


( 2 ) 


n. COSJ=l — ^y + m + (—lV 


(2 n ) 


+ W 


IV . ( l + x)，=l + m : r + 巴 + … + … t (m 一” 十 1 ) /.“/), 

^! n \ 

V. + m + 

c ft 


2 a 泰勒公式若：（1〉函数 /( x ) 在闭区间 [ ci ,6] 上有定义 ； （2)/( x ) 在此闭区间上有连续的导数 
/ / U ),-,/-- , ( x ), (3) 当 a <: r <6 时，存在有限的导数/⑷ （_ r ) •则 

•^1 f (矗》 / \ 

/(x)= 2 I -^f 1 ^x-a) k ^RAx) (a<x<6) f 

其中 

r . u ) = /( ■ _》 ( o <^ ci ) (拉格朗 a 余項）， 

n\ 

或 

R . u )=^- ^ g 一> ] ci - o ^ y - Hx-ay co < ei < i ) (柯西余項〉. 


【1376】将多项式 P ( a :) = l + 3 i +5 P — 2« r 3 改写为二项式 i + l 的非负整数次幂多 项式. 


解 P，(:r) = 3+10j：-6y, 

P // ( j ) = 10-12 x , 

广 Cr ) = — 12, 

P <4, ( x ) = 0, 

按泰勒公式有 

P，（一l) 


P ’（一 l ) = -13. 
F^( —1)=22. 
P"(-l) = -12. 
P (一 1) = 5. 


F ( x ) = F (- l ) + 


1! 


(•r+1) 


P ^(- l ) 
~ 2 ] ~ 


( x +1) 


P "(- l ) 

"TT 


U+1) 3 +K 4 («r), 


这里私 Cr ) = 0, 即展开式中的余项为零，将上述结果代人，即得 

P ( x ) = 5-13( j - fl ) + ll ( x + l ) 2 -2( x - fl ) 3 . 
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写出下列函数按变置: T 的非负整数次幕的展幵式，至含有所指阶数的项为止 

【1377】 ^±^4到含 /的项 等于什么？ 


解 i ±-±4 = ( l + x - fx I ) <1 + x) 


1 -X + X 2 '…… l - f x 3 

1 +2: r 十 2: r 2 — 2 x A + oix A )• 

/⑷ （0) = 4! • (-2) = -48. 


( l + x )( l + x + x 2 ) • [ l - x 3 + o ( x e )] 


【1382】 


e x -l 


到含/ 的项. 


e J — 


解当很小时.令 ^ ― i = l + △，则有 




其中△也很小.于是， 


e^-l e"-l 1 +厶 


-^ s +^ 4 - ho ( x 4 ), 


注意到 


则得 


1 


x , x 2 x A 
2丁 12 720 


等+0(1”，^ 
: 4 ). 


T^T 


4•十0(〆 ）， ^= fg + o ( x 4 ), 


【1388】求函数/(0：)=>/1按照 2 : — 1的非负整数次幂展开式的前三项. 


解 作 〉 -ife 


( x )=- 


\ x^Jx 


/(】） 


'⑴ =+• 


(1)=一 


于是，7^=1 + ~|~(1—1)一~^(1一1)* -+- o (( j — 1)*). 


[1391] 按分式十的非负整数次幂展开函数一 : r (2：>0)到含4的项. 


解由于 


v 1+ ( t ) =1 ++( i ) -+(去卜(去)， 


于是， /。)= 714-^ 一 x = T 0+ ( + ) 1 -工 = 忐一占 + <) ( 各). 


h m 


【1393】设 /(• r + A ) = /(: r )+； i / / ( jr ) + …十^ y / ⑷ U + 你）（0<沒<1)，且 /⑽ 1 》（: r ) 关0 


证明： iim ^ 


n +1. 


U)+ 0 (W 


证 明思路 将 / U+ZO 展开到并与題设比较，可得 

荇广卵 )= 畀 广》 ⑴广 

再利用高阶导数的定义即获证. 

证 按题设，我们有 

/(^+…/⑺十；!/，。).…+ ^/ ⑷ Cr + 枞)， 


其中0<0<1•又因 f ( _+ l > ( x ) 存在，故 

/ U - hh )=/( x ) + h / ， U)-h 
比较上面两式，得 


h ^ 1 


⑴ + ( - 心 V 】 ） ! / <w 十 n ⑺ +0(/1— 1 ) 
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第二: 


§10. 泰勒公式 


h m 


从而有 


° (x4-^) = ^-/ < - , (x)-f (:;♦;)! ■ / ( ^ n (x) + W 1 ) 


. f im ) u + dh )-/^ u ) 
^ dh 


由于 Hm 广 广 - ( I 」 
a— o un 


丨》 (鮑 故由上式知 C 存在 ，并且 

山 /( ' +n ⑺ 1 

1 L ^ = /^» > ( x ) = ^TT 


) 


【1394】 估计下列近似公式的绝对误差 ：（3) tarur % x +^-, 当 | j |<0.1. 


解用拉格朗日余项公式估计误差： 


R ^ i ( x ) 


( Ar > •令 


(0<^<1) 


(3) 由 /( i > = t a nx , 得 


\ x ) 


U ) 


(x) 


16 , 120sin 2 x 


ff, v 2sinx 

\X) - - t~ t 

cos x 

C4> (j) _24siar_ 8sinx , 
cos 5 x cos 3 X f 

32siar . 240sinx , 720sin 3 , 


/ … （ i 〉= 


因为 / 《5》 （ i ) 是偶函数，又当 0<: r <0. 1 时•/… （ i »0 •所以， / … r ) 在1=士0. 1 处达到最大值•注意到 

/’(0) = 1,广(0)=0, /，(0) = 2, / ⑷ （0)=0, 

及 

120X0. I 2 


于是， 


cos 2 0. l = l-sin 2 0. 1>0.9, |/ <s, (x)| + 


|/? 5 ( x ) |<^ X 20<2 X 10~*. 


0.9, 


< 20 . 


【1396】 利用泰勒公式近似地计算并估计误差， （2)*^1 (5) sinl 8°. 


解（2> ^250=3(1 + 2^) ? ^3 


1 + T # 2 l 3 + —-(^) 2 


^3.0171 


厶 <3 


H ( S )、 3 . 45xl0 ' 


⑸ sin18 •一 吞一合(奍广+吾(奍) 、 0 . 309017 , 

△〈六 (奍 )、 6X10 ' 

【1397】 计算： （1) e 精确到 Hr 9 ; (5) lgll 精确到 10~ 5 . 

解 （ 1 M = ^ TTT +?^7+ …<7^171( 1+ 土 + …） = 7 


”+ 1 )! 


n + 1 


要厶 <10_ 9 , 只要 n!n>10 9 , 即只要 n^ll. 于是， 


e*«14-H-^|- +jj-H - hyyy^2. 718281828. 


(5) lgll = l + lg(l+0. 1), (0. I) 1 
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要厶<10- 5 ,只要 dq (0.1)_ y <10- s , 即只要 n >4. 于是， 


lgll^l + 


，• 1-如0. l ) 2 + y (0. l ) J - + (0. ”• 


lnlO 


^1.04139. 


利用展幵式 I 〜 V ,求下列 极限： 


【1398 】 lim 


cos j — e 


解 


cosx 一 e 


ini 


= Iir 


[ 1 ~ S ' f fT + o ( x 5) ] _ [ 1 " T + A " T +o(x5) ] 


it 


= lir 


(A- 


■t 


12- 


【1402】 Iim [( j 3 - j 2 +-|-) e * - n / F ^ T ]. 

>/? +1 ] 


= )( 1 十 + + 忐 + 忐 +。(士 )) -？ G + ri 7 -占+。(去 ))] 

'把 [++。(士)] = 如 

当 x -0 时，求出无穷小 ■ ^的形如 Cx "( C 为常数）的主项 ，设： 

【1408】 y =(\+ xV -\ 

解 y = e xln ( l * x ) _ J = e * C *-^♦•<»*>] » —J 

= l + [x 2 -y4-o(j- 3 )]+o(x , -y + o(x , ))-l = x 2 +o(x , ), 

故主项为 X 2 . 

【1410】当选押怎样的系数 a 与6时•敏 x -( a +6 cosr > sirLr 对于 : r 为5阶无穷小？ 

提示将量 X— (a-ffeco3j)siar=x—flsiar—-|-sin2x 展斤到 ： r s . 

解 J -( a - f - Acosj ) sirur = j - ar x -|i + ^- fo ( x*)]-y 2 x - j ^(2 x) J + ^(2 x ) 5 + o ( j 6 ) 

= ( l - fl -6) x +(-|- + ^) x 3 -( I | 5 + f |) x 5 + oCx s ). 

要此量对于 * r 为 5 阶无穷小，当且仅当 

l—a — d= 0 9 

t + f = o . 


解之，得 a = -^-f d =-- j -. 

【1412】 假设 x 的绝对值为小量，推出形如 x = asinx 
应用此公式近似地求小角度的弧长. 

提示仿1410題的解法. 

解 x = a [: r —^■ + ^• + 0 (? )]+ 沒[: t +^- + ^^ + o ( j s )] 


且精确到 X s 项的近似公式. 
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所以 


= ( ^ ) x _( f -|) x 3 +(if _ + || )x5W) , 


1 —Q — 


要此近似公式精确到 P 项，当且仅当 


于是，近似公式为 


a 

T 


1 


p = o . 
0. 


解之，得 a = 


T ,/?= T ^ 


T sinx+ T 


弧长=中心角 X 半径，设中心角为 I ，半径为则弧长 = Rr 々¥ s inx +~| t a nx , 此即小角度的弧长的近似 
公式 • 


§ 11. 函数的 极值. 函数的最大值和最小值 

1° 极值存在的必要条件若函数在点 办 的双侧邻域中有定义，并且对于某区域 0< 心|<占 内 

的一切点 《 T , 下列不等式分别 成立： 

/(■r)</U 。〉 或 /(x)>/U 0 ). 

则称函数 /( x ) 在点 办 有极值（极大值或极小值）.在有极值的点导数/ 人 ^) = 0 (若它存在）. 

2°极值存在的充分条件 

第一法 則：若 

(1) 函数 /(a 在点 I 。 的某邻域 | i — i 。 | <占内有定义并 a 是连续的， 且在点 心， 导数 /'(々）=(> 或不 
存在（临界点）》 

(2) /(1) 在区域0< 丨 X-Xol <5内有有限的导数/ \ x)i 

(3) 导数 /'( z ) 在 办 的左蜊与右侧有固定的符号，则函数 /( T ) 的性质 5 J 用下表表示 出来： 



导数的符号 

结论 

X<Xo 

X>X 0 

I 

十 

+ 

无极值 

n 

4- 

一 

极大值 

m 

—— 

+ 

极小值 

IV 

— 

一 

无极值 


第二法則 ： 若函数 /(« r ) 有二阶导数/"( I ),并且在点 x 0 下列条件 成立： 

/ / ( x o )=0 与 / ^ xo )^, 

则函数 /( ： r) 在此点有极值，并且当 /"( xo )<0 时有极大值，当/"(^)>0时有极小值. 

第三 法則： 设函数 /(J：) 在某区间丨内有导数 /'(or), …，/—”（:^，在点 I 。 有导数 
/ u > Gr 。）， 并且 

/ U ) ( x 0 )=0 (々=1广.，”一1), / < " , ( xo )9^0. 

这时：（1)若 n 为偶数，则函数 /(: r ) 在点: r 。 有极值，并且当/ ^(xoXO 时有极 大值； 当/°°(： 1：。>>0 时有 
极小值》(2)若 n 为奇数，则函数 / Cr ) 在点 : r 。 无极值. 
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3° 绝对极值 在闭区间上，连续函数/( I )或者在其临界点（就是导数 /\ jt ) 等于零或不存在的 
点）达到最大（最小）值，或者在所给闭区间的瑞点和6达到最大 （最 小） 值. 


研究下列 函数的 极值： 

【1417】 < m 及 n 为正 整数） 

解题思路 要 区分下 列四种 情况： 

(1) 在 x =0 处，若 m 为偶數. 

(2) 在 x =0 处•若 m 为奇數 • 

(3> 在 尤=-^- 处，不论 m、ri 是奇数还是 偶数. 
m+n 

(4>在1=1处，若 n 为偶數或若 n 为奇數. 

解 y = x m 1 (1 一: r )’ J/n — + •由 / = 0得： r =0, 了=1， i =— ^― • 

(1) 若 m 为偶数•则当 0< T <—$ —时， ： />( K 当1<0 时 . y <0•所以，函数: y 在 i = 0 处有极小值 

m 十 n 

y = o . 

<2)若 m 为奇数，则:/在1=0邻近不变号，故无 极值. 

(3) 不沦 m、n 是奇数还是偶数时，由 f 当0<1<；；^—时.:/>0,当;;^；0<1时， / CO , 所以，函数 

m 十 n m 十 w 

y 在处槪大值 

(4) 同理 •容祕得知： g / i 为偶数时•则当 * r = l 时有极小值若 n 为奇数•則当 x -1 时函数: y 无极 

值. 

【1423】设 

/ Cx ) = ( x - x 0 )>< J ：) (n 为正整数）， 

其中函数 9 ( x ) 当 x = x e 时连续，且 〆 : r 。） 关 0. 研究此函数在点 x = x 0 的 极值. 

解题思路 由于 〆 *10 在 X=Xo 处连续且史 ( JT 。〉 关 0. 故在点 J ： 0 的充分小邻城 （办一占， 1。+ 占） 内史 ( J ) 与 
95(1。） 同号，且 /< Xo )=0. 因此，/(1)的符号与/!的奇偶性及 少（1 0 ) 的符号有关.为此，可直接从极值的定义 
出发，对 n 为奇数或偁数及穿 （ X 。） 的正8，分别求极值. 

解由于 〆X 〉在点 J = Xo 连续且9(工。）关0,所以 ， f ( JT ) 在点 I 。的充分小邻域0。一心1。+5)内与 
# X 。） 同号.于是， / U ) 的符号与 n 的奇偶性及 9 Cr 。） 的符号 有关. 

(1) 若 n 为奇数•则当 *r 经过： T 。 时•函数 /(：!■> 的值变号•所以，在 X=To 时没有极值. 

(2) 若 n 为偶数•则 （ J ：— J ^ y >0 ( x ^ xo ). 因而当 f (:1。）〉0时，则 

/( x »/( x o ) = 0 (0<| x - x o |<^), 

所以，当1=1。时有极小值 / U 。）= 0. 

当史 (: r D 〉<0 时，则 

/( xX /( x o ) = 0 (0<| x-xo |<^). 

所以，当：时有极大值 / Uo ) = 0. 

【1425】可否 断定： 若函数 /( d 在点 * r 。 有极大值.则在此点某充分小邻域内•函数/(工)在点 I 。的左 
侧递增，而在其右侧递减？ 

提示不能断定.例如，函数 

2— x 2 (2 + sin —) , x ^ O ， 
fCx)=-l J 

2. x=0. 

在点 x = 0 有极大值/(0) = 2,但在该点的充分小邻域内 /( x > 为振荡的.即时递增时递减. 
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解不能断定.例如，函数 

[2 — X 2 ( 2 4 -sin — ) • x ^ O * 

/ U 叫 ^ 

12 ， or=0 ， 

则 /( x )-/(0)=- j 2 (2 +sin 士)<0 « (—汐，，)• x #0). 

所以.在点1=0有极大值/(0) = 2.易知 

/'(■ r > = cos 士一 (2 + sin 士） ( x ^ O ). 

故在^ = 0的任意小邻域内 /'(： r ) 都时正时负，故在 x = 0 的左俩或右侧的任意小邻近 /( x ) 都是振荡的（即 
时递增时递减）. 

求下列函数的 极值： 

【1440】>»= cosj -4- -|- cos 2 x . 

解 / = — siar ( l +2 cosj ：)， 令 / = 0得 x = Mk 或士夸 +2々 it (々=0 •士 1 ， 士2, …）. 

因为 /=-cosx-2cos2x, /| _ 4 =(一1) …一 2<0. / | 2 “ = + + 1>。. 

所以，当 ： r = h 时有极大值>=(一1)* +当：=士¥ + 2心时有极小值； y =- 
【1444】： y = I jr | e - 卜-" • 

解当 j :<0 时，— 令/ = 0得工=一 1. 

因为当 x <- l 时，:/>0,当一 l < ar <0 时，: y '<0, 所以，当 1 = 一 1时有极大值 ; y = e _ 2 勿 0. 135. 

又当 0<: r < l 时，有 

y=xf~\ y = (x+l)e a, >0, 

所以，当 : r = 0 时有极小值: y =0. 

而当: r > l 时，有 

y = are 1 -* , y’ = (l-x)e l ' M <0. 

所以，当时有极大值 7=1. 

求下列函数在所给闭区间上的最大值和最 小值： 

【1447】 /( x )= 丨1 2 —31+2丨在闭区间[一10,10]上. 

解由于 /( i ) 彡0,故对于在区间[一 10, 10] 上能使 /( x )=0 的点取得最小值.由/ 一 3 :r + 2 = 0 得 
• r = l ,2. 即当文=1,2时，函数取得 最小值 m = 0. 

其次,/’(文)=(21—3)哪(：1： 1 —21+3)，当 l <： r < J •时， /’( x )>0, 当 J -0<2 时， f \ x )< 0 , 
所以，当^：=+时有极大值>=+，于是,从=0^{/(~|~)，/(一10)，/(10)} = 132. 

求下列函数在所给区间上的下确界 （ inf ) 与上确界 （ sup ): 

【1454】求函数 /(0 = g 在区间 ■ rC ^ + oo 内的下确界与上确界，作出下列函数的 图像： 

m ( x )= inf /(6)， M ( j )= sup /(6). 

X<K+°° x<f<‘oo 

解由于 /( —3),/( l ) 分别是函数 /( e ) 的极小值和极大值，乂 lim /(矽=0,于是， 

当一 oo < i < — 3时， /^ dsyx - s 〉！一*!", 当一 3 <X — 1 时 ，771(0：) = ^^, 
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当一 1<1<+00 时， //!(■!：> =0; 当一 时 ， M ( J >=/(1)=~|~， 

当 1< JT < + 00 时， M (« r ) = ^^. 

函数 mU ) 及 Af ( jr ) 的图像分别如图 1454-1 及图1454 — 2所示 • 



【1455】求以下各数列的最大项：（1) f ( n = l ,2, …）. 

解題思路 （1) 经判断知•当 X = j ^ 时，函數 /( x ) = f 有唯一的极大值. 

解 U ) 经判断知，当 • r = j ^ 时 •/(■ r ) = : |^ 有极大值•并且是唯一的极值.从而.最大项 


/ n '° \ /( N -1) 10 N 10 ( N +1)* 0 、 

maX V~F/ =maX l 2 s ~ l ~ ，歹 •_ 2 n '- x ~ ) % 

其中•于是大项为 

max (^)= max (^.^.^) = ^^1.77 X 10 7 . 

【1456】证明下列不等式：（2)若 0< i <1 及 p >\. 则^?<分+ (1 — 1广 <1. 

证 （2) 设/(:«■)■ 〆 + (1 —: r )、 经判断知 •/(•!■) = ^7为 0< x < l 上的唯一的极小值，而边界值 

/(0)=/(1) = 1，所以，^7<分 + (1—：10，<1. 

【1457】求多项式 P (: r )=« r(:r — l )*( x +2) 在闭区间[一 2,1] 上“与芩的偏差”，就是求 

E P = supJPCx )!. 

解 P / ( x ) = 2( x - l )(2 x 2 + 2 x - l ). 

令 P ' (: r >=0 得 i = l 或 二 1 声 ，所以, 

& = max ( | 丹一2) | ， | P ⑴ | • | P (^ ip ^) | ， | P (： ll ^) | } 

= P (^_ V 3)|= i ± M ^.85. 

【1459】数 △= sup I f ( x )- g ( x ) I 称为函数 /( i ) 及 g (: r ) 在闭区间 0,6] 上的绝对偏差. 

求函数 / U ) = : r 2 与 gCr ) = : r 3 在闭区间 [0,1] 上的绝对 偏差. 

解由于 /( 1 >一尽( 1 )= 1 2 — 1 3 ，/’(： 1 0 — /(： 1 ：〉= 21—3：1： 2 ，从而令/’(1)一^(0：) = 0，得 x =0 或 " I ". 
又因 

/"(• r )- VU )=2-6 :，/"(y )-/(y )=2-4 =-2<0, 
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§11. 函数的极值.函数的最大值和最小值 


所以，当: r =~| •时 /( x ) — g (; r ) 取极 大值； 又由于当 0<: r < l 时， / Cr )- g ( x >>0, 所以，绝对偏差 

确定下列各方程实根的数目，并划分出这些根所在的 区间： 

【1465】 x 5 -5 x = a . 

解 设 /( i)=P — 5 «r — a ，则 /'(: r ) = 5^—5 •令 /'( jt )=0, 得临界点 : r =± l .由于 

lim /< x )= — oo f lim /( ar ) = + oo f 

oo 4* oo 

/ / ( x )>0, x € (— oo . —1). x 6 ( 1 .4- oo ), 

/'( xXO , x €(- l . l ). 

/( —1) = 4— a . /(1) = —4 — a , 

故当 a < — 4 时，/(一1)>0,/(1)>0.因此•有且仅有一实裉，位于（一 oo • —1〉内： 

当一 4< a <4 时 ,/( 一 1)>0, /(1><0,此时有三个实根，分别位于（一 oo , — l ) •( —1,1〉和 （ l , + oo ) 内； 

当 a >4 时 •/( 一 1)<0,/(1)<0. 因此，有且仅有一实根位于 （ l ，+ oo ) 内. 

【1466】 = 

解題思路 当々=0 时 ，篡然 方租仅 有一恨 j =1. 故 不妨设々关0.令 /( x ) = lar — 务工，求得临界点 + 

后，分别 就一⑵ < A <0,0<々< + 及々> + 加以 讨论. 

解 当务= 0时•方程显然仅有一个根 1 = 1 . 因此•不妨设灸关0.令 /( T ) = lrir 一紛( 1 > 0 ),则 

令 /， U )=0, 得临界点 ： r =^. 由于广 故曲线的图像始终呈凸状 • 

当 : re (0,士）时， /’( i )>0 •当 xe (士•十 OO) 时， /’ CrXO . 又因 

,( 士 H n + - u 

故当+时,/( + )<0,此时方程无根. 

当0<*< +时，/( + )>0•因此，方程有两个实根，分别位于(0，+)和 ( +，+ oo ) 内. 

当一 00 < 4 < 0 时，由于 lim /(: r > = — oo , f (\) = - k > 0 , f \ x ) = - -一 k > 0 , 故此时方程有且仅有一 

X 

实根位于(0，1> 内. 

【1468】 当时 tsin 3 jcosj = a . 

解 当 a = 0 时，方程显然有实根 JT = 0， I 或 n . 因此，不妨设 a ^ O .令 /( jr ) = sin 3 j：cosj — £*，则 

/ / ( j ) = 3 sin 2 xcos 2 x — sin 4 x . 

令广 U ) = 0, 得临界点1=号，号 1 •由于 

f ( f ) = ^~~ a ' / (^) =- 5 if _a, /(。>=/(，>=_。 

并且当 (0， y) ，are (爭， 7 i ) 时， /’ U )>0， ix € ( f ， 夸） 时， /' ⑺ <0. 

于是，当 | a |< f 时，方程有两个实根位于 (0,7 T ) 内；当|^|〉^时，方程无实根. 
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[1470 J 在什么条件下方程 x ^ px + q = 0 有：（1) 一个 实根； （2) 三个 实根. 

在平面 （/> w ) 上画出相应的区域 • 

解设 /(: r )= J ：3+ Ar + …则 / '(JsSP + p •若 p 彡0,則 /’（1>>0(1 关0>，故 /( i ) 在（一 oo ,+ oo ) 
上是递增的，并且显然 lim /( x ) = - oo f Um /(: r ) = + oo , 故 / Cr ) = 0 有唯一实根 • 

若 /><0,令 / ， ( j -)=0 解得 A =^— . J-J = — 在（一 oo ， J ：2] 和 [Ii ，+°°)上 /(1)递增，在 


|> 2 ,11]上/(：1：)递减. 

因此，若/( X , >/( x 2 )>0, 则方程 /< x )=0 仅有一个实根.若 
/( j ^ Xh / CnXO , 则方程/(1)=0恰有三个实根. 

由于 


fU'、= - iV = T' f/, V = T +，7 - 

一'一 pA J —号 + q ， 

故 / uo / u ,)> o 相当于 

令 + §> 0 ， 

此即方程仅有一实根的条件（舫面 p > o 的情形 sr 合并到此条件中 去〉. 
而 /( UXO 及 /( j ： 2 )〉0 相当于 

乇+务 <0 ， 



田 1470 


此即方程有三实根的条件. 

如图1470所示.曲线 4 + g = 0 的左右上方是方程仅有一实根的（/»，<?)域，以阴影表之 | 而曲线的下方 


则是方程有三实根的（/ >.7) 域•以不具阴影表之. 


§ 12. 依据函数的特征点作函数图像 

为了作出函数 ： y =/( x ) 的图像，必须：（1)确定此函数的存在域：并研究函数在其存在域边界点的性质》 
(2) 査明图俅的对称性和周期性|(3)求出函数的不连续点及连续的区间；（4)确定函数的零点及同号 区间： 
(5) 求出极值点并査明函数上升和下降的区间》(6)确定拐点及函数图像凹凸的区间；（7>若有渐近线存在则 
求出渐近线 1(8) 指出函数图像的各种特性. 

作出下列函数的 图像： 

【1473】 y =( x + l )( j -2) 2 . 

解：/ = 30：(：1： — 2)， 令 y ’ = 0 得 j :=0 或 2:/=6 j : — 6, 令 :/ =0得 jt =1. 

列表 


D 

■ 

■a 


ma 


ma 

■ 


n 

mm 







a 

n 


mm 

n 

wcm 

msm 



极大点 

■ 

触 i 

\ 


B 


当 1 = 0时，: y =4; j=l 时， y =2;: r =2, 一 1 时,: y =0 •(图 1473) 
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元函数微分学 §12•依据函数的特征点作函数田像 



【1477】 




斛零点处:: r =0. 不连续点 :: r = 一 1. 斜渐近线:>^=1一3•事实上 •>= lim 2 = i ，/，= lim (^-^ a -) = —3. 

T—OO X S^OO 

垂直渐近线： I= — 1. y = Yf^7^. 令 /=0 •得 1=0, 或 x=-4./=^7) T . 

当 x < — 1时，/<0,图像呈凸状》当 X > — 1 时,/>0,阳像呈凹状： 

又 / Ipqf 0 , 故当工=一 4 时有极大值: y = — 9 |||由于/经过1=0从负变到正，故当 ■!•=() 时取得 
极小值: y =0 •(图 1477) 


114831 y = rb - 卷+占 

解 图像关于 Oy 轴对称. 

零点 处：: 々士 0.79. 

y = 4( 3^ rr - f ^ 5) ，夂=0无实根，无极值点. 

• 4(24x 6 -42x 4 +45x 2 -15) A ^ 你 丄 FT\ 丄 …' 

y =- /(up -，令 :V =0•得 1=士>^7勿士 0 . 71 . 

经判别知，此为拐点，相应纵坐标: y =-2|. 



渐近线 :*r = 0. X= — 1 • 1=1 和 >=0. 

当 :r>0 时，:/ >0 •曲线 上升. 

当 0<or<0.71 时， /<0 •图像呈凸状.当 0. 71<x<l 时， />0 •图像呈凹状.当 10< + oo 时 •/<(), 
图像呈凸状. 


囹像如图 1483 所示. 


【1491】尸 以 ■二 • 

VJr — \ 

解 图像 关于坐标原点对称. 零 点处 : x = 0. 不连 续点： * r = 土1. 

y = --- ^~ r ，令 / ^ o , 得 x = 士万•当 x= 士 1 时 ， y =oo. 

3( j 2 -1)7 

y / = _ 2£^£-号，令 / = 0得 J = 0 或士 3. 

9( x " — 1)7 
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pnm 

■ 器 ss 篇聞篇 sss 


渐近线 


图像如图 


提示由于函数的图像关于 O y 柚对称，且其周期，故建议在 [-f ] 内 

解阁像关于 Oy 轴对称.由于 

尸 S ir^+W ^ 1 + (i±f^£^ = + (3 + 0^) , 

故函数的周期■.在一周期一内讨论图像. 
y = — sin 4 i •令 y =0•得 j = 0 或士+ • 


/=—4 cos 4 j : •令 / = 0•得 Ji . 2 = 
经判别 知：点 A 和 JT 2 均为拐点》 


r ，: yw = T . 


0时有极大值: y = l ; 当1=士|时有极小值 


图像如图1501所示，图中主要点的 坐标： A (0,1 


[15031 


sin(x4-^-) 


解利用 sin (7 r + i ) = - sirLr ， 易知函数的周期丁 =开•在一周期 


不连续点 


内讨论图惲 














第二章一元函数微分学 § 12.依据函数的特征点作函数图像 


丌 


y = 


- 2 (-+ f ) 


> o , 无极值，函数递增，其图像是 J ： 升的. 


2sin 


子-(工+子) 


，令/=0得 x = + , 对应的 


s «) 

经判别知，它为拐点.图像如图1503所示，图中主要点的 坐标: 

A (十 .4). B ( *，_ c ( T ， f ) 

【 1505 】 y = 2x—taru:. 


2 • 



渐近线 = 士 1, 士 2, …〉. 


^ — 


( t + ^) 


y = 2 — sec 2 j :, 令 / = 0得 x =- 
经判别 知：当 工=|+妊时，有极大值; y = f-l + 2 h ; 

当 x=-(j + h ) 时，有极小值 

尸 一 （y -1 + 2走 it ) (走= 0，1,2广.). 

一 2 sec 2 : rtaar ， 令 /■() 得 1 =以（々= 0, 土 1，土2, …）. 
经判别知，此为拐点. 

图像如图 1505 所示（仅描绘从一 g 到# 区间内的图像）. 
lru* 


3n 








3 71 


图 1505 


【 m2 】 y=^- 

解存 在域: ^>0 .零点处 
/ 2 一 lar 


y = 


2xi 


: =1. 渐近线 ! X =0( x -^ + 0) t ^=0( x -^ + oo ) # 

，令:/= 0得 x = e 2 ^7. 39. 经判别知，此时有极大值 > =丄勿0. 74. 


夕=^?， 令 得' ^ e ^ 14 . 39 , 经判别知 ，此 为拐点，此时 尸 音 6 +々 0 . 70 . 
图像如图1512所示.图中主要点的 坐标： A ( l , 0), B (7. 39, 0. 74), CX 14.39, 0. 70). 


i y 




【 1527 】 y=xT. 

解 一般只讨论 x >0. 

渐近线 ：y = 1. 事实上，走= lim x * 1 =0, b = lim x "7 = 1. 

X-^ + oo + 

当1=+0时有边界的极 小值; y =0. :/ = i +-*( l - lnx ) •令 :/ = 0 得 
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当 x < e 时 ，:/ >0,函数递增，其图像 上升； 当工>6时，:/<0,函数递减，其图像下降 • 
当 x = e 时有极大值 y = eT ^\. 445. 

/ = : r 士 - 4 ( l -21 ar + ln 2 : r —3: r +2: rlar >， 令 /=0得 j ^ e 147 (^4. 35). 

当 OOCe 147 时,/<0,图像是 凸的. 

当 : r 〉 e 1<7 时，/>0,图像是凹的，故1 是拐点 • ^1.402. 

图像如图1527所示.图中各点 位置： A ( e , 1.445), B (4. 35, 1.402). 

作出下列参数方程所表示的 曲线： 


【1532】 x =2 t - t \ y =3 t - t \ 

解 X ： -2(1-0, : y ;=3 (l — P ) •令 i ;=0, y ：=0, 得/=士1, 

作 下表： 


的范闹 


SB 



_2上升到 



贿 




+ OC 下降到 


上升，凹状 


上升，凸状 


mjasc ： y=^. 界头上， 

k = lim -^-= lim , =2, 

^-•-foo X x ^ + oo f 十 e 

b = lim Cy - 2 x )= lim [(2/+厂& ) 一2/ —2厂，]= 0. 

X-^ + OO 4-00 

当 f = 0 时，对应于曲线上的点 A ( l ， l )， 此点的导数 p = 4 .当 /=- ln 2 时， 

ax 

曲线与渐近线相交.图像如图1535所示. 

把下列曲线方程化为参数方程,然后作出这些曲线的 图像： 

【 1543 】 x 2 y =x 3 -y. 


2 


O 
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第二章一元函数微分学§12•依据函数的特征点作函数围像 


解 


设： y = M ：， 代人原方程，即得 



(序 0). 


2+/ 3 • 1+2/ 3 
= 厂， — 


d^_Kl + 2r 3 ) 
dr 2? 


令: r : =0,： y : =0及 jt :，_ y : 趋于°0，得/=—沒 ，~^= 


0 . 


作 下表: 


r 的范围 

x \ 


X 

y 

£ 

图像 

1 


— 




一 

下降 


■ 


■S3 



上升 





E^BS 


下降 


B 



mam 


上升 


^ =o 

□ t ^ 

= 0, ^ 

dr t-.yr 

f dr 

，一 i 心 


图像通过点 B (务 一邊^ •及 CX 0.0>. 如图1 543 所 示. 




图 1543 图 1546 

作出下列用极坐标 ( pr )( r >0) 表示的函数的 图像： 

【1546】 r=a-hbcosf) (0<a^6). 

解当 “ = 6时， r= a (l + co 呷〉，这就是心脏线•图 略. 

当 0< a <6 时，其几何轨迹叫做蚶线•由于 r (一 故图像关于极轴对称. 

由于当 r 彡0时， M ^^ arccos (—含)•故当 f =0 时 r 有极大值^ + 6;当^ 士 0 时广有边界的极 

小值 r = 0 .又由于 〆 =_6 sin 炉<0,故当 屮由 0变到 a 时， r 由变到 0. 

当 r <0 时, a < 丨 <«, 仿照上述讨论， r 由0下降到 a-b. 

极点 O 为二重点，如图1546所示.如果不考虑「<0,则极点 O 不是二重点. 

作出下列曲线族的图 «( a 表参变 置）： 


【1554】 
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解原方程可变形为: = 因此，若作仿射变换 




则原方程化成标准形式 


当0关0时，表示一指数曲线族时，表示 直线: y=l + f . 全族曲线均通过点（0,1〉. 
ae “.令 y = 0得 x =- i - ln 2 a . 


/ = a 2 e -« >0 , 故曲线呈凹状若 a >0 ，则当 J== 

有极小值 >»=^(1 + In 2 a ) ； 

若 a <0, 则因/>0,故函数 ：y 是递增的. 

现求渐近 线：当 《>0时， 

b = lim Cy — kx)=Of 

X-^-f OO 

故渐近线为: y = f . 



图 1554 


|5] 法求得当 a <0 时•渐近线也为: y = f ,然此时应考虑 x - — oo . 如图1554所示. 


§ 13. 函数的极大值与极小值问题 

【1563】要使容积为给定值 V 的阓柱形闭合容器有稱小的表面积，其尺寸如何？ 

解 设容器的底半径为: r . 则商为故圆柱体的表面积为 

S(x) = 2itJ：- ^7 + 2 wx 2 . 

由 f 

S '⑴ = 

令 S ' khO 得1=>^.由知，当：时有极小值 

s(7T)=^vr. 

由于只有一个极值，故知当底半径为而高为3 = 2^^时有最小表面积^ 

【1569】 在半径为/?的球内作出具有最大体积的内接岡 柱体. 

提示设圆柱体的底半径为 r , 高为 2 h , 則有 h = VR 2 -^. 由題设•我们只要考虑函数 f ( r ) = 2 nr i h = 
27 T〆 >/尺 2 — r 2 何时最大. 

解 设圆柱体的底半径为 r . 高为 2 A ， 则有 

r ^+/ i 2 = i ? 2 , 

即/«= 按题设，我们只要考虑函数 
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第二章一元函数微分学 §13. 函数的极大值与极小值问题 


fCr) = 2nr^h = 2nr 2 VR 2 -^ 


何时取最大值. 


= 令 / V ) = 0 得 此时 | 且 


VR 2 




经判别可知，此值即为圆柱体体积的最大值. 

【 1572 】 求母线为给定值/的圆锥体之最大体积. 


解设圆锥体的底半径为 r , 高为 A , 则 A = 圆锥体的体积为+ 7^/|=+7^ •按题 


设，只要求函数 


的最大值. 


/( r ) = r 4 (/ 2 - r 2 ) 


由于广（;0 = 4~—64 •令 /'( r )=0 得•此时/»=古.经判别可知最大，因此， 


所求的 》] 锥体的底半径为^香为体枳 Jft 大值为/) = ^ 1\ 


【 1578 】 直径相同的圆柱体与半球体拼接在一起构成一物体•其体枳为给定值 V . 要使此物体 具有煅 
小的表面积，其尺寸如何？ 

解 设 r 为阓柱体的底半径， A 为艽高 .则按胚设.我们有 


wr 3 4- nr 2 /! 或 


V 2 

^ T rt 


故知其表面积为 


S ( x ) = 3^ 4- 2 nr ( ^ - |r ) = |^ + ^. 

S ' ⑺今 r - g , 

令 SV ^ O •得此时 h = 展. 经判别珂知为最小值.因此，当 ；•= /时表面积 
最小. 

【 1579 】 若明渠的播截面为等腰梯形，渠中流水的横截面面积为 S , 水面的高为/»,问水渠侧边的倾角 
9如何，才使其横截面边界被水浸湿的部分具有最小的长度？ 

解 浸湿长 /= a + 2/» CS c ^, 其中为底边长•而截面面积为 


S = 了 （ 2 a + 2 hcot < p)h = ah + h 2 co \( p . 


于是，被水浸湿部分的长度为 
2/icos© . h 


s 


2 /icsc 妒 + -- hcoiip . 


由驾 = 


0,得 cos < p =-^. ip =60 o . 因为 


dl / 

d < p 2 


> 0 , 


广 60 . 


<p sin <p 

I 

_ 2/ isin 3 < p — hs \ v \2< p { 1 — 2 cosg >) 

.一 sin > 

所以，当 60" 时，横截面被水浸湿的部分具有最小的长度. 

【 1586 】 设圆桌面的半径为 a ， 应当在正对桌面中央多高的地方安置电灯，才可使桌面边缘的照度为 
最大？ 
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解如图1586所示•由物理学知•照度 J 为 
• 一， y ^- g 2 


/=/c ^=/o 
r 2 一 _ 


考虑函数 /( r ) 




Uo 为光源的发光强度，它是常数〉. 
_何时最大， 

4丄 6 a 2 6 a 2 一 4 〆 


令/ '( r >=0 得•经判別可知最大•因此，我们应 

在 ffi h = / J ^- a 2 - a 2 的地方安置电灯，才可使桌面边缘上的照度 

为 M 大. 



B 


图 1586 


何？ 


[1587] 向宽为“的河修建一宽为 A 的运河，二者成直角相交•问能驶进这运河的船•其最大的长度如 

解如困1587 所示 . BC 的长度为 
l=acsc<p^bsec<p. ~ 


9 


令 /’=0 得 tan93o= (f) 或 coi < po = (^-) ' ，从 而有 

(fl++ 6 + )1 (aT+ 6 T )i 

一_ _. sec ^= — ^ — 


r 


=3 ( 走 + 命) >o . 



阳 1587 


因此， / 为最小值，即船的敢大长度为 /| =( ai +6 i ) i . 

丨 ，-fo 

【 lSQO 】 有一茶杯•其形状为半径为 a 的 t 球，在茶杯中放一长为 />2 fl 的杆，求杆的平衡位 S . 

解取球心为坐标原点.当 2 a < l ^ Aa 时•设扦的质心的纵坐标为: y , 杆对杯口所在平面的倾角为 p ，则 

_y= - （ 2acoy Jsin^ (0<9>< 号 ). 

当杆平衡时•: y 最小，为此，求: y 的极值•由 >C = -4 < ic OS 2 9 ++ COSf +2 fl = 0 得 


COS ^ ; 


/+ y/T + USa 1 


16 a 


(负值不合适，舍 去〉. 


经判别蚵知，此时: V 取最小值•即当 cos 9 = 


/+ %/7 8 + 128< 


16 a 


时.捧取平衡位置. 


当 />4 a 时•杆的质心必在半球心外，于是，此时杆失去平衡，无平衡位罝. 


§14. 曲线的 相切. 曲率圆.渐屈线 

1°«阶相切对于两曲线: y =9( i ) 及若在点 I 。有 

^ < * > ( x o )=0 a > ( xo ) U =0， l ，2, …，”） 

且 ?) < - +，> ( Xo )^0 < - +，， Uo ). 

便说这两曲线在此点 n 阶相切 （在严格的意义上讲！），当: r -: r 。 时有： 

?3 ( x )-0( x ) = O , (< x - x .)* +l ). 
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第二章一元函数微分学 §14. 曲线的相切.曲率圆.渐屈线 


2°曲率圆若圆周 

( x -^) J 4-(> r - 7 ) 2 = R 2 , 

与已知曲线: y =/(* r ) 二阶或更高阶相切，则称 此阓为 在相应点的曲率圓.这个圆的半径 


d + y 2 )7 

l/l 


称为曲率半径，而锗灸=去称为曲率 • 


3°渐屈线曲率圆中心 （60 (曲丰中心） 

的轨迹称为已知曲线 ： y =/(» r ) 的漸屈线. 

【1592】 应当怎样选抒•参数和^才能使抛物线 


f=aj： 2 + 6 j + c 


在点 x = x 0 与曲线 > = 二阶相切？ 


提示 由两曲线在点 1 =為处， I 阶相切的定义•应有 ax 2 Q ^ bx 0 ^c = e J ° +6 =〆 。及 2 a = e f ° . 
解对于抛物线夕 = aj 2 +6 j ：+ c ， 在点 j = 有 


，’| =2 吻 + A . 


2a. ，= ()• 


按假设•应有 


= e x ° • 


2 aj 0 +^ = e J ° . 
2 a = c x ° • 


解之，得 


a = s -|- e，0 * /»= e r ° (1— x 0 )* f = e ’。( 1 一 > r 0 十专 )• 


求下列曲线的曲率 半径： 

【1599】 星形线 


解由于•于是，曲韦半径为 


[-( f ) 4 ] 

I 志 I 


3 I axy | T. 


%•看 

3xT yi 


[16031 证 明：二 次曲线 y =2/ u •— gx 2 的曲率半径与法线段的立方成正比. 

证明思路注意到曲车半径为法线段为/= |：y v / TTT 7 ，即 知# = 


T 77 T 


•可以证 


明 y 3 y ^ = ~ P l - 

证曲线的曲率半径公式为 


而法线段公式为 


- |3» v/TT^I ， 
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因此， ^ = T 77 \ m 下面求 

因为: y 2 =2 Ar — gx 2 , 故在等式两端分别对 x 求两次导数，即得 

2 yy =2 p ~2 qx 或 yy=p — qx , 

yy ^ y l = - q . 

以 ： y 2 乘 （2) 式两端•并以 （1) 式及原二次曲线的表达式代人左右端，即得 

y / + (户一 9工) 2 = — q (2 px — qx 2 )i 

化简之，最后得 

y /= — 〆 . 

因此，为一常数.证毕. 

【1604】写出以极坐标表示的曲线的曲率半径公式. 

提示由 j^rcosp^^rsinp， 其中广=广(炉），求出 t 及^^后，易得 


R 


( 〆 + 〆 *)+ 


其中 〆 

解 

可求得 


M +2 r ； *- r /| f 

dr //_ d 2 r 

设曲线的极坐标方程为 rcKp )， 则由 

x= rcos^t y = rsinp 


= r'sinyfrcosy d 2 y_ r 2 +2rV — 
cLr r cos<p— rs\n<p % dr 2 O’cosp — rsinp): 


其中 / 


骞， r " 


cos<p— rsin<p 
g .于是•曲率半径为 


R 


[ i +( 装邝 

dr 2 


( 〆 + 〆 *) + 

r 2 十 2〆* 一 r'| • 


求下列极坐标方程所表示的曲线的曲率 半径： 

【1608】双纽线 /=<1 2 <：082 9 . 

提示利用1604題的结果. 

^ / a 2 s\n2(p ” r 4 +a 4 

解 r --一厂2， r _ 一一- 5-, 

^+2〆 2 — rr "=#， （ 〆+〆*)+=_• 

于是，曲率半径为 


R= i = t 


求下列各曲线的渐屈线方程： 


【1611】抛物线 y = 2 Ar . 

解由于: / = +，/=_<，故曲率中心坐标为 


( 1 ) 

( 2 ) 
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15. 方程的近似解法 


/(1 + 


= x + 




—宁 — $ 邮 


}= y +^^= y - 






即 


■ r = y , y = 一/» 2 子 


由于/=8/> 3 夕，故将（1〉式代人后，消去了及: V ，即得渐屈线方程为 

27 prf = S ^- p )\ 

【1616】 证明 ：摆线 

x=a(/—sin/) t y=a(l~cos/) 
的渐屈线仍为一摆线.仅其位罝与已知摆线不同而已. 

证由于 

■釔 - col +, 

4 «in 了 

于是 • 


y 


( 1 ) 


x _ ZiLtZl > =fl(/ _ sin/)+ 


CO ! -y • (1+ COt 2 飞、 


a(/+sin/) 


Y 


=>+ — 1〉. 


令 /—tr = z •，即得 


? = na+a(r— sinr ) ， 7= — 2<i + a ( 1 — cosr) 


此仍为摆线， M 然，只是位置与原摆线不同而已. 


§15. 方程的近似解法 


1°比例法（弦线法）若函数 /( a ：) 在闭区间[^,6]上连续且 

fCa ) f ( b )< 0 9 

而当 a < x <6 时 ,/'( x ) 关0,则方程 

/( x )=0 

在区间 6) 内有而且仅有一个实根$可取下面的值作为此根的第一个近 似值: 


X \ = a ^ r 8\ 


( 1 ) 


式中 di = ~ 


f ( a ) 


Xb — a ). 


/<6)-/( a ) 

进而，对区间 U , a ) 和 Cn ,6) 中使函数 /( j *) 在其两端异号的那一个区间运用此方法，得到根 $ 的第二 
个近似值并不断重复此过程.对于第 II 个近似值 X _ ，有以下 估计： 




/(x.) 


( 2 ) 
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其中7/1= inf | 广 （: r )|, 并且 lim;=e 

4<X<6 rn-^oo 

2°牛頓法（切线法）若在闭区间|>,6]内 _ TU ) 关0,且/(£2)/穴0)>0,則可取数值 

f(a) 

^-^ TTa ) 

作为方程 （1) 的根 S 的第一个近似 值匕. 

重复利用这个方法，很快就得到趋近于根$的一系列近似值 ^( n = l ，2, …），这些近似值的精度可根据 
公式 (2) 来估计. 

为了大致确定方程的根.最好作出函数: y =/( x ) 的图像. 

利用比例法，求下列方程的根（耩确到 0. 001)： 

【1618】 j 4 - x - l =0. 

解设 /( x )=^— x —1. 由于/(1) = 一1,/(2) = 13,且当 1< i <2 时，故所给方程在 （1,2) 
内有且仅有一实根$1 •利用比例法，依次求得该根的第 I ’个近似值 A 为： 

ji = 1. 07» x 2 = l . 12» jj = l . 156« j « = 1.180； x 5 = l . 196； j , = 1. 205； j » = 1. 217* 
x »-1.220» x 9 = 1.221. 

由于 /( l . 221) = 0. 002, m ,= mf J /^ x ) | =3 •因此，如果取 1.221 作为 6 的第九个近似值，则其误差为 

|1.221 - ft 丨 <1 / (1 . 221) 1<0.001, 

巳达到所需的稍确度.于是，所给方程的一近似根为 1. 221. 

又因 /(一1) = 1，/(一0.5) = —0.4375,且当一1<1<一0.5时，尸（1>关0,故所给方程在（一1,一0.5) 
内有且仅有一实根6 ,依次求得第《’个近似值 A 为： 

x \ = —0. 652* J2 = —0. 789 j Xj = —0. 706* x 4 = —0. 719； x s = — 0. 723 j x * = —0. 724. 

由于 /( 一 0.724)=-0.001 • m ： = inf 丨广 ( x ) | = 1 •因此•如果取一 0. 724 作为右的第六个近似值，则 

- Kx <-0.5 

其误差为 

卜 0.724 -幻 < ■! /( 一 Q . 724) j = 0 . 0 cn ， 

巳达到所需的精确度.于是，所给方程的另一近似根为 一0.724. 

由于 — 1=0只有一实根•且厂(1) = 12¥>0(文关 0), 故所给方程仅有二实根，其余二根 
为一对共轭复根. 

利用牛顿法，求下列方程的根（精确到所指定的精 度）： 

【1622】 Agx =\ (锖确到 1( T ”. 

解 曲线: y = lgi 与 : y = j 只有一个交点.因此，所给方程只有一个实根•现确定其范围.设 /Uhdgx 

一1，由于 /(2. 506) = -0. 0004 1/(2. 507) = 0. 0005,且当 2. 506< x <2. 507时，/ ’ U )>0,/"( o :)>0, 故在 
(2. 506,2. 507) 内有且仅有一实根•切点选在 （2. 507, /(2. 507)). 依次求得其第 !• 个近似值 j •，为： 

XI =2. 5064 1 A =2. 5062. 

由于 

/(2. 5062) = 0. 00002, m = inf |/’（ i )| = |/ # (2. 506) | =0. 84, 

Z .50#< xr 507 

因此，如果取 2. 5062作为根的近似值时，则其误差为 

| 2. 5062 —《I < l ^ (2 / 5062) l <0 . 0001, 

7 TI 

已达到所霱的精确度，故所求的唯一近似根为 2. 5062. 

【1627】求方程 cotr=i — +的二正根（精确到10一 3 ). 

X L 
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解 由： y= C otr 与: y = + — f 的图像知 交点有无穷个 ，我 们只求 其最小 二正根石及色： 

专 <$1< 艽， ^<C2<2jT. 


( 1 ) 先求 61 . 

设 / Cr ) = C 0U : —士•十 f ,则在所考虑的区间内 


f \ x ) = — CO ^ X / "( JT ) = ~~ <0. 

又因 /(2. 0708) = 0. 0062,/(2. 1708) = -0. 0593, 故切点应选在 （2. 1708,/(2. 1708)) 处.用比例法与牛顿 
法联合求 ft . 重复应用，即得 

x\=2. 0803. x , =2. 0923, 

故 2. 0803<$, <2. 0923. 

xJ -2. 0815, x 2 =2. 0816, 

故取 2. 081作为各的近似值，即可保证所窬的精确*.于是，所给方程的一正根的近似值为 2.081. 

(2) 再求 fe . 

由于 /(5. 9324)-0. 0648, /(5. 9424) = -0. 0169,故 

5. 9324<^<5. 9424, 

切点取 (5. 9424. /(5. 9424)). 

用比例法及牛顿法各一次，即得 

x\=5. 9403. x ,=5. 9404, 

因此，取 5. 940作为 ft 的近似值，即 SJ 保证所芮的梢 确度. 于是•所给方程的又一正根的近似值为 5.940. 
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第三章不定积分 


1. 最简单的不定积分 


1°不定积分的概念若函数/( X )在区间 （^6) 内有定义且连续 ， F ( x ) 是它的原函数•即当时 

/^(工>=/(0：),则 


J /(j-)dj 


F(x) + Ct a<Cx<Cb. 


式中 C 为任意常数. 

2°不定积分的基本性质 


(1) d[J /(x)dj-]=/(x)dx, (2) I d<I>(x) = <D(T) + C, 

(3) J Af ( x ) dx=A \ fU)dx (A 为常数 . AX )), (4) J [/( x ) + / ? ( x )] dr = | /( x ) dr 4* | ^( j ) dr . 

3° 最简积分表 》 

I . J x"dj=^py + C (n^ — 1) » II. J _ = ln I j I+C (x^O)» 


+ C (/I^-1) 


arctaar + Ct 


f dr = \ arctaru 
• J 1 +x^ 1 — arcc< 

. 广 CS 

J v/l-x 1 1 ~ai 


arccotr+Ci 

arcsiar+C, 


arccosx + C ； 


n • J ¥ = ln I _r I+C (j-9^0) I 

IV ， -| T ^ = T ln | T ^ I +C, 

A I ^ 3±1 I +C， 




IX. J cosxdx = sina-4-CI 





tanx + C *. 


X . J = — cotr+C i 


XU . »hxdx — ckr-f Cj 


xm. Jch^a. 


chj*cLr=shj+C; 


XIV' J 


sh 2 x 


一 cothj+C; 


thj + C. 


4° 积分的基本方法 

(1) 引入新变量法若 


(2) 分項积分法若 


(3) 代入法 若 /( x ) 连续•令 


则得 


若 | /(j)dx=F(x)-»-C, 

| f ( u)du = F ( u )-\- C , 式中 “ = 9 >(* r ) 是连续可微函数. 

/(x) = /i (x) + / 2 (x), 

J" f ( x ) dx = J /i (j)cLr+ J / 2 (j)dx. 

> 连续•令 x = ^(/). 式中及其导数连续， 

J /(x)dr= J A^COVCOdf. 


(4) 分部积分法 若“和 v 为工 的可微函数，则 I Mdv = wv — f txIm . 
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第三章不定积分 §1. 最简单的不定积分 


利用最简积分表，求下列积分 

【 1636】 | ( 1 — - p - ) V Xyfx dr . 

提示注意 [\ — ^^ xJx=x 
解 | J ( 


- J *7 )dx = 


40 ^+ 7 ) 






[1638] | A +f -. 


+ 2 


解 J 今 

[16461 择十 1 




{ —p — J ( 士 + 士 ) 心 =111| 了 | 一 


+1 


解 I ^ ydr = | ( e 2 i — e ，+ l)dr = ye ^- e * 


[1670J 




提示注意 


1 +sinj 


1 + cos (号一 i) 


，并利用1668題 


的姑果: 


tan 


T 


解 I 1 +巧虹 = j 


dj * 


-( f - 


= ，(子 一 f )+ c . 


用适当地变换被积函数的方法求下列 积分： 


[16791 




解 


[1683] | 


d<X (7iv = 87! ln 


zA 

+ V 2 


+C 


dx 


化一 


「 ■心― 

r _ ^ 

r _ u 、 i ，」 [一 

. l , 

，广 win ■■ ■ f — 

J X Vx Z - 

1 工丨：丨'/卜士 

- - — ai 

OII1 I 


[16871 [ 


cLr 


v / j ( l + x ) 

提示分别就 x 〉0 及： r < 一丨时求解，然后将这两个结果合并，其结果为 

cLr 


I 

瓖 


vx(l + x ) 

解由 1(1+1)>0 知： JT 〉0 或 i < — l . 当 1>0时, 


2 sgorln ( v x + V 1 +x ) + C . 


• 本铁在叙述习题及 K 解答过程中，凡出现的函数•无论是被积函数还是原函数•均畎认是在有意义的定义域上进行 
的. 例如 •最简积分衣 I 中当 /!< — 2 时 •要求 X 关 (hiv 中要求 彡 1 ;V 中要求 kici ; 以及 M 中，当取负号时要求 
1州>1;等等•就未加声明.在题解中也有相当多的类似情况. 闪此 •如无待别声明•在一般悄况下•这些定义域是很 
容易被读者确定的•此处就不再于以一一指明. 

《题 解》作荇注 
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当 X< — 1 时 ， | 


I 


dr 


dr 


/xCI+j) 


=2 f 


d ( v ^) — 


V1 + (^) J 


21n(>/j + 7l+x) +Ci 




d(-(l+x)) 


= - 2 J 


d ( y —(1+ j )) 

☆ ( 1 + 1 〉 J \/( —j)( —(l+x)) J \/l4-( v^Cl+x)) ; 
=— 21n( y — x + (1+x) ) +C. 


总之，得 




dr 


(1+ x ) 


2sgnj-ln( \/1 .r I + \/ | 1 +x ) + C. 


117021 


提示注意 


dj 




d(tanj) 


i 2 j：+ 2cos 2 j tan 2 2 (^2)* + ( taar) 2# 


^ f dj _ f cos 2 x , f d(taar) 1 / taar \ 

解 J sin^+Zco^x" - J tan 2 J +2 dx_ J tan^ + 2 aFCtan ( ) 

【1707 】 J Shxchj * 


v sh 4 j+ch 4 j 


提示注意 sh 4 x+ch 4 x=y(l + ch 2 2x). 

解 因为 sh 4 J +ch 4 x=( S h 2 x+ch 2 J ) 2 -2sh 2 xch , x=ch 2 2x--|-sh l 2x=i±^^ 


所以， 


J 


shorchj 


v/sh 1 j+ch 4 x 


f -j-d(ch2x) 

^ I-r 




l+ch 2 2x 




々n (贊 叫 + C . 


【1712】 


J 


+ 1 


+ 1 


… 1 + 4 d(x---) 

提示注意 fr^dx= ― ^dx= x 


x 2 + 


7 


(工一 + )+2 


解 


IS 


+1 -I^4-I d(x_i) 


+ 1 


^ J ( 工-士 )、 及 


—arctan 


x l -\ 


【1713】 J * 


+ 1 


提示注意心 ■: 


cLr = 


x 2 + 




«) 

d ( X + T ) 1 • /^- xy 24 -l 




+ C. 


【1720 】 J 


xdx 


/l 十 《 r 2 + y(l+P) 3 


142 



【 1750 】 J cos 4 jtcLt. 

解 fcosijdr—J ( C ° s2 ^ ) dr=~ J (1 + 2 cos2j+ ! 土罕心 )dr 

= -|~ J (3 + 4cos2x4-cos4x)cLr=-|-a:+-i-sin2x4-^3in4x+C. 

1,7581 \^h- 

解 I cos* x = J sec2jr cos^j = J n + tan 2 a-)d(tanx) = tanx+ tan 3 x+C. 

117651 

解 I dh ) - ^othx-hthx) +C. 


用适当的代换，求下列 积分： 

[1770J J x 5 (2-5x 3 )Tdx. 

解设2 — 51 3 =/，则 i 3 = j (2- f ), 从而， 

x 5 d.r=-^-x 3 d(j： 3 ) = — ^(2 —/)d/. 
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故得 | a： 5 (2 —5x 3 )3-dr= — ^ | /T(2 —/)dr=— ^ | (2/f —d )dr= — +— / 香 +C 

=一^卜 5 ?)音 + C . • 


[17711" J 


解设 siar = / ，则 cos 5 jdj=( 1 — sin 2 x) 2 d(siar) = (\ — t 2 ) z dt. 


故得 


J cos 5 a: \/sinxdx= J (1—/ 2 ) : /7d/= | (ri —2/7 +ff )dr=-|-r7 —-|-fT +C 

(-^ - |-sin 2 j+-^-sin 4 x) /sin 3 *r+C. 


【1773】 


L 户 


提示令 tanx = /, 

解设 taar = f • 则一 dx= (1 +r 2 )d/. 


故得 


f J<^+^>^ = y^ 5 + y/ ， +C=-|-tan^+-|-tan 3 x-»-C. 


【1776】 




故得 


解设 /TTF-r •则 x*=ln(/ 2 -l),dj = /T ^-jd/. 

' 1 /^ =2 ^ A = In ( ^ )+ c = ln (^^ r ) +c=x_2ln(1+,/rnr)+c ' 

运用三角函数的代换 x= a sim,x= a t an /.:r=cisi n 2 f 等，求下列积分（参数为正 的）： 


[17791 


f x 2 dr 

J y/P^2 m 


解题思路 注意被积兩数的存在域为 


J<- 碟 


(1) 当 ： r 〉>/5 ■时•可设 j ：= V?secf •并限制 0< f <~|~. 

(2> 当 x < — #时•仍设位限制 k < 1 < y - 

解被积函数的存在域为及工 〈一 及，分别考虑 . 
(1) 当 ■!•># 时，可设 o—v^sec/, 并限制 0</<4 •从而 


x 1 _ 2 sec 2 / 
a / x * — 2 >/2 tan / 


dx=vl2secrtamd/. 


代人得 I ^ = 2 J sec 3 rd / = 2 j 


d(sin/) 

(1-sin 2 /) 


HK 


l + sin / 1 —： 


) d(si 


( sin /) 


丄「 d(l + sin/) 1 f d(l — sin/) . f d(sin/) 一 1 / 1 1 \ , J_. ( 1 + sinf \ , r 

2 J (1 + siri/) 2 2 J (1 —sin/) 2 J 1 —sin 2 / 2 M — sin/ 1 + sin/' 2 ° M — sin/ ^ 1 

=tan/secr4-ln(sec/4 - tan/) + C, =-^-y/jr 2 —2 +ln(x4 - vV — 2 )+C. • 

(2) 当 or <- V ^ 时，仍设 J — V ^ secz , 但限制 7 t </< 孕•其余步骤与上相同，注意到，此时 secr + tanr <0 


因此，在对数符号里要加绝对值，即结果为 


yy^^+lnlx+y^^l+C. 


144 




第三章不定积分 §1. 最简单的不定积分 


总之，当|^|>#时， 



= jv^r 2 —2 +ln|i+ \Zx* — 2 | +C 


[17811 \ 


dr 

(i 2 +fl 2 ) 音 . 


解被积函数的存在域为一 oo < x < + oo , 因此，可设 《 r = fltan /， 并限制一 


. 从而 


代入得 


【1782】 


r _ ^ _ 

J (x 2 +a 2 )i 


(x 2 +a 2 )T =a 3 sec 3 r f dx = asec 2 tdt. 

[ cosfd/=4rsin/ + C= 4 • — 「 X : - + C= 
J a a n/T+WT 



+c. 


解题思路注意被积函教的存在城为一设 


iru , 并限制 


.求出结果的存在城 


为一 a < x < a . 可以证明 ： 此结果在端点处也 成立. 即原函数在点 x =- a 的（右）导數等于被积函数 
在点 x =— a 之值 • 


解被积函数的存在域为•因此，可设 x = asii 


j a + x 一 / I +sinr 
Va-J ~Vl-sin/ 


1 十 sim 


cosr 


并限制一 •.从而 


dr = acos / d /. 


代入傅 [* V : 主 : dr = fl I (1 + sin/)dr= : a(/ —cos/)+C : 


注意，上式在蹦点 


也成立.即函数 FU )-_ 


— — >/a l —x z +C ( —«<x<a). 

a 

一 在点的（右）导数等于 


披积函数在点1 = 一《之值.事实上•由于 FXd 和/&>都在一连续，且 广 （《!■) = 


/( x ) 在一 d < x <“ 成立.故由中值定理知，当一 d < i < a 时，有 

F( U -fl) = 〜 )=/(g )， - 


由此可知 ，（ 右）导数 


广（一 fl>= lim F( --~/ (=: - fl) = lim /(e) = /(-fl>. 
-«4-o x*r a 卜 - 


用双曲函数代换 *r = fl sh/, x=ach/ 等，求下列积分（参数为正 的）： 

[17861 J y ? T ?" dr . 

提示设 x = flS h /, 并利用 1762題的 结果： Jch 2 : r<Lr = ~|~ + + sh 2_ r + C . 
解被积函数的存在域为一 ooO <+ oo , 因此，町设 T = 从而 • 


>/ a 2 ^ x 2 = ach/t dr = ach / d /. 


代入得 


y / a z + j - 2 dr = a 2 | ch z tdt = a 2 (j ++ sh 2,)+ C ! • 


注意到 x + v /^+ x 2 = a ( sh /+ ch /)= ae f .BP f=ln ^ sh 2 f =2 sh / ch /= 2x ->^ + •最后得 


y/a z +jc z dr=^ - ln (j 十 VV + j 2 ) + 专 《/。 2 + j 2 +C. 


【1788】一 
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解题思路注意被积函教的存在城为及 re 一 

(1 ) 当 x>a 时，设： r= ac h /， 并限制 t>0. (2 ) 当 x<-a 时，设 《 r= — ach /, 并限制 / >0. 

解被积函数的存在域为及 a:< — 1 

(1) 当： r 〉 fl 时，可设 *r = a ch/ ， 并限制 / 〉 0• 从而， 

Vfrf = T- tLr=ashtd, - 

代入得 | ^ r ^ 4 ^ c *- r = fl I (eh/— l)d/ = ash/ — a/4-Ci =a %/ch 2 / — 1 — a/+Ci 

— a ) 2 — 1 — ( 丄 )! 一 1 -f-— ^ +Ci = y/x 1 ~a z — aln( \/x*—a 2 +«r> + C 2 

= >/x l —a 1 —2a\n( x—a + %/j+a )+C. 

(2) 当 x< — a 时，可设 J=—ach /， 并限制 t>0. 从而， dj=—ash/dr. 


代人得 



(ch/4-l)d/= —ash/ —a/+Ci 


= V(f )'~ i ~ flln (V(f ) +c,= 


一 n/x 2 —a 2 一 flln( —a 2 一 jr) + C 2 


=— y/JC 2 — a 2 — 2aln( 

总之 • 当 1 丨 >^1 时， 


—J+fl 十 y /— X—a )+C. 


\^a 


dx = sgar vx 2 一 cr 一 2aln( V x~a | + y/ jr+a | >+C. 


用分部积分法，求下列 积分: 


117931 


J C - f ) 2 ^ 


解 j (^ ) djr= 一 Jln z j：d ( 士 ) = — *^-ln 2 jr+J 士 21iu ■士 dr= —士 ln z j 一 2 Jlard ( 士 ) 

= _±, n 2 x _A lnx+2 J±. 士 dx— 士 


(ln 2 x+21ar + 2) + C. 


【 1810 】 


J 


解 j siruln(taar)dj= — | In(tanj)d(cosx) = — cosj-ln(tarur) + J cosjrcotrsec 2 jtcLt 


=—cos-rln( tanx) + 

f xln(x4 - v^l + x 2 


—— = — cosxln( taru) + li 
J sinx 


tan 


T 


+C 


【 1815 】 


yi + x 2 


1 


xln(x+ v/1 +• 


VI + x 2 


dr = 


=v 1 + -r 2 ln(x+ v 1 + x 2 ) 一 


[18201 J j 2 v^n 7 ? dr. 


J ln(j：+ y/l+x l )d( %/1-hx 2 


yi + x 2 


=v l + x 2 ln(x4* v l+x 2 〉一 • 


解题思路首先，有 P 音]•使用分部积分 
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法.其次，将积分 f ( a 2 + j 2 ) Tdr 分成 a 2 J ( W + x ^+ dx 与 J x 2 ( a 2 -f x 2 )T da : 两项，并利用 1786 題的结果 
解 J x 2 -/a 2 +« r 2 cLr = ~|~ j * x ( a 2 - f - x 2 )? d ( a 2 + x 2 ) = -^ - J xdQ ( a 2 +x z )T ] 

= -|-x( a 2 +^)7—i-|( a *+x 2 )7dr 

=yx(a 2 -h j 2 ) v/fl 4 +X 2 - y J vV+_r 2 dr_+Jx* >/a l +x 2 cLr. 

于是，得 J " x 2 y/a 2 -\~x 2 dr =-|- 「 -— xCo ' + X 2 ) ya 2 x 2 — \/ a 2 4- x 2 dr J 

= ~x(a 2 -f-x 2 ) Va 2 +x 2 —-f-j 2 -f ^-In(x+ y/fl* +:*■* )] +C 

x(2j 2 +a z ) r-r—,~ r 


8 


* ) 利用 1786 超的结果. 



)+ C . 


【1824 】 f 


解 ul 


)i 


dx. 


则 


/i 


WrfSr 一 

___ J e —d (- n+W + ) = - +卜 


_ £ 

• ./n 


v/l+j 2 


: d(e* 






① 

② 


由① + ②即得 


Ar 


x -1 


d+j*)i 2 yrr? 


1,8251 

f pAfttmnx r4-1 

解同 1824 题②一①，即得 J -^- 2 -^ dr= 2 -^^- t e —+ C . 

【1829 】 J smbxdx. 

解若 fl = 6=0, 则积分为 i + C : 若 fl = 0，^=0 •则积分为一 •^cosk+C; 以下设 a^O. 


.e«si^=i-Jsi^d(e«) =i-e-sin^x-A| 


cosAxcLr = —— sin^x —| cos6a:d(e <, 
a 




^-e** r sin^x—^-c ai cosbx — ^ | e M sin^xcLr. 


于是，得 j e' lI sin6j-dj= 


(q sin6 j — bcosbx) 

Wb 1 


卄 c 


【關】 
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提示 dr=—d(cotr) ， 使用分部积分法后，并利用 1751 題的 结果： f cot 2 xdx= — cotr—x+C. 

sm x J 


In(siar) 


sin x 




=—cotxln(sin^) + (—cotx —a:) + C= — [ cot xln( esiar ) ] + C. 

下列积分的求法需要把二次三顷式化成标准形式，并利用下列 公式： 


•Jto 


-arctan-+C (^0), 


11 丄鸟士 Sf % _ 



提示如果本題不化成标准形式来做，則可有 更阂单 的做法，只需注意 

x 5 dx _ 1 x 3 d(x 3 ) _ 1 / 2 1 \ 3 

x 6 -x 3 -2 _ 3 # (x 3 -2)(x 3 + l) 9 U 3 -2 : 3 + 1 严 J ’， 

即易获解. 


解 f ? 虹 = 丄 f _ 子 W) — ( — _+)++ d (/—_L) 

3 J (^-i) 2 -| 3 ](?- + ) 2 -+ ( 2 ) 



第三章不定积分 §1. 鼉简 单的不定积分 



d (: 3 - + ) 2 1 f d ( x 3 — j ) 

J Tl ~~ 9~T J 


(?-|) 2 -| 6j ( + ) 2 -(—+) 2 


=jin U«-or 3 -2 卜占 In 


(工 3 - +) 


音一卜 B 


T 


C=-^-ln< |x 3 + l| (x 3 -2) 2 >+C. 


f J s cLr 

J x 6 -^ 3 - 


如果本题不化成标准形式来作，则有更简单的作法.亊实上 • 

2 = 1-|(^-2) ( 5+1) = 11 (?^2 + ?Tl) d(xS 

= k 3 + l| (x 3 -2) 2 }+C. 

【1846 】 f dj * 


Va + bx £ 
解当6>0时， 

da: _ 1 


( ㈣ 0). 


% 


Va +6? yfb 
当 a 〉0 及办<0时， 


\ix\x\fb + y/a+b/ I +C» 


I v 4 TS ?- = 7 ^f f 


d( >/—bjc) 




arcsin 


+ V 1 ?) 


【1855】 


I 


+ x 3 


yi + x 2 - 




(l+x : )d(j ? ) 

Vi ( x y) x 


= 丄 f ( j2 -y) d ( j2 -y) , 3 f d ( J ， _ T) 

2 J fix 1 4 J 


Vt-( x 2 -y) Z " V 子 - (P - + ) 

= -- ++ arcsin ( ^^ 1 ) 

dx 


+ C 


[1856] 

% 


x Vx + ： r+1 
解当 iX )， 设文=|，0>0,则 


I 


dx 


v-r 2 + 工 + 1 


■= — 


J — 


_ = — 


v// z +/+l 


J 


d (/+ + ) 


V ( ^ T )Z+ T 



j+2 + 2 \/"t - x 1 

了 + +/+ 1 +Ci = — In 

X 


=—In 


当 x <0, 设— - ^, C >0, 显然有 


+ C 2 


I 


dx _ , 

1 / A Z a 1 


-j-2 —2 v^ + x+l 

- ——In 

y/X 1 + J+ 1 

t 2 + /+1 

, r _ ln 
十 。 3 — _ In 

X 


总之，不论 o ： 为正或为负•均有 


= —In 


x 十 2 + 2 VV+J+1 


+C 


+c 4 ， 


x 7?+工十1 


x 
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【1865】丨 


提示注意 


x 2 + l 


Vx 4 +1 


x 2 + l 


sgnx 


v/?+l 


：dr = 




小一 +) 


V x2+ ? 各-士 ) z+2 


dr= 


解设 


+ 1 


sgar ( l ++) sgard ( x — 

J rr-r 叫 • 


\/乂+7 V( T 一士 ） +2 


{ X ~ T + V(I -士 ) +2) +Q 


In 


x 2 -\+ Vx A + \ 


+ C . 


5 2 . 有理函数的积分法 


利用待定系数法.求下列 积分： 

2 j 十3 . 


【1866 】 f 


2)( j +5) 


解題思路注 意被枳函数分解成部分分式经通分后得徂等式 21十3 三 AU +5) + B( > r — 

2> •令 x = 2 及尤=一5,求得 A 、 J 3. 

2 x +3 


解 设 

令 x =； 

于是， 


= 通分后应有 2 x +3= A ( x +5) + B (: r — 2>. 在这恒等式中， 

A = l , 令 1=一5.得一7=—78, B = l . 

J (x- 2 2 X )tr+5) dj= J + IT5) dx=ln| (x - 2)(x+5) I +C 

注意，这是一种习慣的 说法. 实际上，不能直接令: r =2( 因为上述恒等式是当 x ^-5 时得 


( j -2)( x +5) 

•> ，得 7 = 7 A , A = 1 

2 x +3 


出來的），而应令 x -^2 取极限•得 7-7 A •以下类似情况都作此理解，不再一一说明 • 

x 3 + l • 


【_ jjrz 


5 x 2 -f 6 x 


解 


设 


x 3 -5 x 2 +6^ 

5 x 2 -6 x+l 


1+ 5 f :7 6 ，:+」 =14 - ^士十 1 


\ r ( j •一 2 )(i — 3) 
一 2) .在这恒等 式中， 


A , B 

—十 


5: 2 +6 i 
. C 


一 2 j- 


x ( x -2)( x -3 ) f 
，通分后应有5 j 2 — 6 x + 1= A(j —2)( j —3) + Bx ( x —3)+ Cj ( j ： 


令 


，得 1 = 6 A，A 


令： =2, 得 9=—2 fl , B =- y , 令 z =3, 得 28 = 3 C , C=y 


于是， ! X 3 - si +6^= ! [ 1 + i ~2(1^2) + 3(#3)]^ 

= x+-^-ln|x|- 



【1872】 


解 设 


Ju 


+ 1 


+ 1) 2 (X-1) 

+1 


( j + l ) 2 ( x - l ) 


通分后应有 x z - M = A ( x + l )( x - l ) + B ( x - l ) + 


. 在这恒等式中， 







第三章不定积分 §2 . 有理函数的积分法 


令 x= — l, 得 2=—2B, B = 


令 


，得 2 = 4C, 


2 f 


比较？的系数，得 A + C=l . 从而 , A=+ • 于是， 


J 


(x+l) zH (x-l) dx = I [2(x+l)'"( J -hl) 2 " f 2(x-l) 

Jx^ + 5x+4 


dr =±\ n \^-\ j 


+ C. 


[18761 


dr. 


设 


+ 5¥+4 
x 2 +5x+4 Ax+ 


分后应有 


x 4 +5x 2 +4 

x 2 +5j:+4=(>\x+B)(x*+4) + (Cx+D)(j 2 -M). 

比较等式两端 I 的同次幂的系数，得 


X 3 

x* 

X* 

x° 


A+C=0, 
B+D=l, 
4A + C=5, 
4B+D=4. 


由此 , A = |, B=l, C=-4 f D=0. 于是， 


7 a 


x 2 +5or+4 


dx 




+ 1 


+ 5 P +4 J \ x 2 + l .?+4 厂 6 … j ：:+4 

本败如不直接用待定系数法将被积函数进行分解，而使用其他技巧，也 sj 有史 : 简单的方法 . 事实上， 


f J^±Sx±± A = f _ 

J ?+5/+ 产 — J (PTT ： 


+ 4 


Ar + 5 


J 


xdx 


+ 5P+4U 义 J (x l + l)(x 2 +4) - J (x 2 +4)(x 2 + l) 

arctan^+A J (^ - ^ ) d( ^ ) = arc«anx-f-|-In 



dU 1 


(x 2 +4)(x 2 + l) 


【 1877】 J 


dx 


(j+1)(j 2 + 1) # 


设 


A t ar + C 


(x+l)(x 2 + l) x + 1 x* + ! 
i 的同次幂的系数，得 


• 通分后应有 l=/Ui 2 + l) + (Rr+C)U+l ). 比较等式两端 




A + B = 0, 
B+C=0, 

A+C=\. 


由此 ， A = 十，—专， C = y . 于是， 



2^2 jcLr=^-ln| J-M I - J-In(j 2 -f l) + -|-arctan-r-f-C 


4j+4)(x 2 -4x+5) # 


提示本题若用待定系數法，较麻煩一些.可将被枳函数变形为 


由于 


( j - 2) 2 ( j - 2> 2 + 1 

(x 2 -4x4-5)-(x 2 -4x+4) 1 


后，即易获解. 


x 2 -4j+4)(x 2 -4x+5) (x 2 — 41+4)(2 — 4i+ 5) (: r—2) 2 x 2 -4j+5 ? 


于是， 


dx 


(x 2 —4x+4)(x 2 —4x+5) 


f [<^ 


x 2 -4x+5 


dj = '^2"1(7S 


- 2 ) 
^Ti 
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x -2 


—arctan(x 一 2) + C. 


本题若用待定系数法，较麻烦一些，也可获得同样的结果，此处 从略. 

118811 

解设 + 通分后应有 l ^ ACx 2 - x + l )- h ( Bx 4- C )( j ：+ l ) 


比较等式两端 


的同次幂系数，得 


X* A + B = O f 
x l -A + B + C =0, 
j ° A + C = l . 


由此 ， A = + , B =— + , C =+ •于是， 


Ij ^ t = I - 

1 t (« r + l ) 2 , 1 2 x -\ , ^ 

"Tlnp^^^-arctan—+C. 

【则 




r d ( J _l) 


提示本題若用待定系教法，较麻煩一些.可将被积函教变形为+(^后，即&获解. 

解 f^T = + J(?^T_?VT) tLr= + ln |f^l| _ + arcWlu ' +c . 

本题若用待定系数法 • 则较麻烺 . 从略 . 


【1884】 




解題思路 本題若用待定系数法，较麻煩一要.可将被积凾教变形为然后利用 
1712题及1713题的结果，并注意 arctur ^ f^hf + arctar ^^ l ^， 即可获得所需的 答案. 


解本题如用待定系数法来作，主要步骤如下 


Ax+B 


Cr+D 


+x>/2 + l x 2 -xV2+l 


, 经计算可求得 A 


,/3=冬， C = 一夺， d =4 ••于是, 


㈤ 蟲 


dx+j 


( x +^ f)dr 1 ^ 72 f ( x-^f )dx x dj 


U+f)H 4 J (-f) 2 H 4 J (rf)H 4 Vf)H 


= ^=[ln(x 2 + jV?+ l> 一 ln(j： 2 —j^ 2+l)] + ~ [arctan() 


+ arctan 


(^)]- 


— 1 又 i u. y ^ I i 

\* J 2 X 2 一 X y [2 ^ 1 


+ 令 arctan ( e 5 ) +c . 


如应用下列解法，则更简单些. 
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/ x l — 1 \ 

注意到 arctan 匕万 ）= 


+ 1 . 




+ 1 


dr = 


2>/2 

_|_+ arctan (^|^， 最后即得 

dx 


arctan 




l -xj2 + \ 
x 2 +x^2+\ 


In 


+ C! 


& 


2^2 


arctan 


㈣ ) 


x^+jrV^+l 
WV — 十 1 


In 


* ) 利用 1712 題的 结果. 

* * ) 利用1713 題的结果. 

【18 9 0】在什么条件下，积分 f 为有理函数? 

幼 21 ^ ajt2 _八丄 b 丄 r 丄 d 丄 k •甚八己―亡 

解设 pjr-iy 一•通分后应有 

fl ： r 2 +6:+择 Ar 2 ( I - 1 > 2 + Rr ( j - 1 ):+ C ( j — 1 P 十 D ? ( 2 •—1 ) + £? • 

比较等式两端 x 的同次幕系数，得 



A - hD =0. 

一 2 A + B — D +£=0, 

A -2 B - tC = a , 

B-2C=6. 

C=f. 


由此 •A = « + 26+3f，B = 6+2r ， C=c ， D= — (a+ 26 +3f) ， E=<i + 6+f ••当 A = D=0 •即 a + 2A+3c = 0 时 , 
积分为有理 函数. 


利用奧斯特罗格拉茨基方法 ' 求 积分 : 


【 1891 】 HP . 

解 Q=(x—l) 2 (j-fl) J , Q, = (x—1)(x4-l) z =j j + j* —x—1. Q ： = (x—l)(j-hl) = jr 2 — 1. 

w. x _ _ / Ax 2 4- Bx~\~C \' Dx + E 

设 ( x - l ) 2 ( x + l ) 3_ U 3 4- x *- x-l ) •从而 • 

j-=(2Ax-ffi)(x-l)(j ： -M)-(3x-l)(Aj： 2 + Bj+C) + (Dx+£)(x-l)(j-M) 2 . 

比较等式两端 *r 的同次幕系数，得 


x 4 I D =0, 


所谓奥斯特罗格拉茨基方法•是指关于有理真分式 @ 的枳分•吋以借助代败方法来分典成一个真分式与另一个 
直分式积分的和.使在新的被积真分式函数中.其分母次数达到最低状态.也即在公式 

\ 器心 = 總+ J §777^ ⑴ 

中，如果 P ( x >， Q ( x ) 已知，且设分母 Q ( x 〉 可以分解成一次与二次类嘲的实 因式： 

Q ( x ) = Cx — a ) 4 --( x 2 一 pi — ？)_•••• 

其中…， m . …是正整数.在公式 （1) 的右端分母已知，形如： 

且满足 CMd • Q 2 ( or > = Q (: r ) •而 iM _ r > 和 P 2 U 〉 为相应比 QCr 〉 和 Q 2 ( or ) 史低次的多项式，一般 SJ 用待定系数法 
求得.这种利用公式 （1) 求积分的方法•就是所谓的奧斯特罗格拉茨蓽方法.详细可以参见 r . M . 菲赫金舟尔茨著 
(北京大学译），澉积分学教程•第二卷一分册.第264目. 

——《题解》作者注 
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-A + D+E=0, 
A-2B-D+E=O f 
-2A+fi-3C-D-E= 
-B+C-E=0. 


由此， A= - 含 • B=-f, C= 一十， D=0. E=-y. 于是， 


U-l) 2 (i+l) 3 


jt 2 +jt+ 2 1 f dr _ _ jt 2 +j:+2 . 1 , j+1 

8(j-1)(j-H) 2_ T J _ 8(x-l)(x+l) 2 16 i 37 ! 


+ C. 


【 1892】 I 


+ 1 ) 2 . 


提示令 + P ，并利用 1881 II 的结果. 


解 Q=(x+l) 2 (x 2 -x+l) 2 f Q x =Q 2 =^^\. 

^ 1 _ MP + Rr+CV , Dx 2 -fEx+F lf ^ 

设 c ? TT 7 = ( x J 4 -i ) +— Thm 一"，从而 • 

lHUAjr+flKP + D — S/OV^+ar+O + CO^+Ejr+FMj^ + l). 

比较等式两端 x 的同次幂系数.得 

x s D=0, 
j 4 -A + E=0, 
x s 一 2fl+F=0, 
i 2 —3C+D=0* 
x' 2A + E=0, 
x° B+F=l. 


由此 ，>\ = 0, 


0. D=0. E=0t F 


于是 


J(7TT7 = 


X 

3(x 3 + l) 


IJ^T = 3(^ fT ) + T ln 


(j-M) 2 

X*-X+l 




+ C. 


利用 1881 題的结策. 

， r dx 


1,8973 Jc ^ I 7 - 

解 Q =( x 4 - 1 ) 3 , Q ,=( j 4 - 1 ) 2 , 02 =^- 1 . 

设 ^T7 = [?^]'+&^ •其中 

P(x) = Ax ; + Bx 6 ^Cx 5 + Dx 4 + Ex 3 + Fx z + Gx+H, 


P,(x) = A 1 x 3 +B,x 2 +C 1 x-f D! f 


从而，利用待定系数法，解出 A = 0, B = 0, C=A, D=0, E=0 f F=0, G= - 钛 , H = 0,A,=0 f B,= 


Ci =0, 


fl.f 是， 


= 0, 

B = 0 

llx 

i、2 

4-21 

' OO 


J u^^ = 32&^i7 + i j^r = r2&-' 1 i^ + ^ ln I frr| -S arctanj ° +C - 

* ) 利用 1883 題的结果. 

分出下列积分的代数 部分： 

118981 

x 2 + l t Ax l ^Bx 2 +Cx+D ,—— ——- ——• 


Ajx 3 +Bix 2 +Ci jt+Di 
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上述等式右端的积分为非代数部分，因此，只需要求出 A 、 fi 、 C、D 就可以了.等式两端求导并通分•得 

x 2 4-l=(3Aj 2 +2B^+C)(x 4 +x 2 + l)-(4x 3 +2x)(Ax 3 + Bx 2 -t-Cx-f D) 

十 （A x 3 十氏 X 2 + C , jt + D〗） （〆 + 1 2 +1 )• 

比较等式两端 I 的同次幂系数•解出 A = y, B=0, C=y, D=0, A,=0. B,=~. C,=0, D,:"! •.因 
此.所求积分的代数部分为、 


利用不同方法，计算下列 积分： 

【 1904 】|-£^. 

提示 利用1883 題的结果. 

解 l^ = il(FF=i = i ln l?TT 


•》+ C . 


【 1906 】 


利用 1883 題的结果. 
+x 




+ 1 


dx. 


提示注意^7 


+ 1 


T OTTT + T 7#^,并利用 1抑1 越的 ft 果 


« [£1±£心=丄[ d ( #) . + 丄 f d ( x ») 

m J ^ 4 + 1^ 3 J ( x 3 ) a + l 2 J ( x 2 ) J + l 

1 … ，1 「 1 • ( x 2 + l ) 2 , 1 ., 

=yarctan(x s ) + T [yln ，一 〆+】 + 万肌加 | 

’. arc 一一 )+ n ln +i^ arctan ( ) +c 


授 )] . 


+c 


1 

:了 1 


利用 1881 题的结果. 
x u dx 


119091 b+ 3 ?+r 

解 L*4^+2^ = tJ u4mx- ) +2) = Tl [ 1_ (? 

= ij [ 1+ yTT _ yT2j d(;r4> = f + T ln (P 1 

119141 l^Tiy- 


3 i 4 +2 


+ 1)(jt 4 +2) 


■ 

■ 


d ( x 4 ) 


+ 1 

T2) [ 


提示两次使用 l = x M + l — x 1 。， 就可将被积函教变形为士 一^^一_ ( ^^ 1) 7 •从而易获解 
解 由于 

1 X ,0 + 1-X 10 . 1 x 9 1 I 9 X 9 


x ( x 10 + l ) 2 


+ 1 ) ; 


+ 1 ) 


+ 1 ); 


所以， I J(7^TT) 7= 1 . J 


1 x 9 

x 9 

X x ,0 + l ( 

x 10 + l ) 2 


5 +1 (? + 1) 2 ， 
d ( j io + i ) 1 r d ( x , o + i ) 


= ln|x|->(x- + l) + T ^_ 


— c= T5 ln ?^I + T^TTy 


0 + i 

4-C. 


一 


+ 1 ) 


H9151 


J 


x(l+x 7 )^- 


解 ( 士一 iKOh—n 卜 1 一 +J^ft l2 = ln 卜卜 + ln|l+y| + C 
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_ 1 . UI 7 … 

= T ln (i+x 7 ) 2+c 

【1921】 试导出用于计 算积分 /.= J (Qr2 ^ r ^ c y U 关 0) 的递推 公式. 利用 这个公式计算 


/3 = 

噶 


dr 

(P+J+l ) 1 、 


解题思路首先，注意 


4a(ax 7 +6x4-c) = (2aa:+b) 2 +(4ac — 厶 2 ) = / 2 +△， 


其中/ = 2打+6,厶=4以一 6 2 . 这样•原枳分就变形为 (/2 匕) 

其次，当厶关0时，对积分 J 使用分部枳分法，并注意十厶一△，经运算即可得遂推公式 

. _ 1 2 ax + b _ . 2” 一 3 2 a . 

• (ax 2 4-Ax+c)-- 1 • Z " _1, 

当 △ = () 时，易 获解. 

解由于 4a(flT 2 +6*r+c) = (2a*r+A> 2 + (4af—6 2 ) = f: +△•其中 / =2ax4-6. A = Aac^b l . 于是， 

’， =J ( al 2 +bx+c)- = 1 [(2al+6)»+^]- =2J " ，a " 'I (d-. 

当厶关 0 时 ，对 于积分 J " 施 用分部积分法，即有 

J T^r = (FTZr +2n l (7T^*(7TZF +2 " 1 7?+S^ d, 

= (7fer +2w f o^r^ 2nA l (7T^- 

若令卜 J (g 4 、_ ， 则得 卜 (? _ “‘ + 2n/ •一 2 我 ♦" 




2n I m — 2nA / 


2nA (/ 


t 丄 2 n — 1 1 r ,| a - 


广2(/1 — 1)厶 


+△)• 


2” 一 3 1 ； 


代人/，•即得 


= 2 U 


= 2 U 


2 ^\u~x 


_ # I | 2 w — 3 | 丄 

lTZ # 2” 一 2 # ^ 


_ 參 _ 2ax+6 _ 

1)^ (4 a ) 爾一 1 ( ax 2 +6 j + f ) 


-3 




— 1 _1_ # __2ax±b__ 

(n-\)A 9 (ax 2 +6x+c) •- 


最后得递推公式 


1 籲 2ax^b 

( ax 2 + bx + c) m 


当 △ = () 时，则有 




di2ax±b) 
(2ax+6) 2 - 


. 2 n —3 2 a f 

a-Cl-Zn^Ta)' ^ 十 0 . 


对于 / 3 , d 关 0, 两次运用上述递推公式.即得 


；3= J 


dr _ 2x+ 1 

(x 2 +x+l) 3_ 6(x 2 +x+l) 2 


_ dx __ 2x"H 

(/+ 1 + 1 )* = 6 (/+ 1 + 1) 2 




dr 

+x+l 


2x-M 


2j+1 


+ j +1) 2 3( x 2 + j +1) 


+ 3 ^ ； 


2j+1 


)+c. 
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3 . 无理函数的积分法 


利用化被积函数为有理函数的方法，求下列积分: 


⑽】 J 鵠心. 


提示令 yrf \= t . 

解设 =/，则 jc = t ^ — 1 1 dr = 6/ 5 dr . 代人得 


J 靜出 = 6 J ( 紐别 

= 一 +〆 +~|"〆 一 2/ 1 — +6/+3ln(l +f 2 ) — 6arctan/-|-C* 


其中/ = V 

【1932】 


提示令 


(•r+l):(or — 1)- 




解设 = 则 代人得 


hy 


_ dr 

(x+l ) 2 〖 


-_=_^ J d / =-| /+ c =--|-^±[ + c . 


【1935】 


1 +>/j + y/\ + J 


提示设 VT = L ^, 并限制 r > l . 


解设并限制则 x= (^) 2,dx *¥ d/，v/ ^ =/ ¥ 


代人得 


_ d£ _ 

1 + V JC+ 1 


+卜卜 ++ 忐) 


•Jx — |-ln(>/r 4 - >/x -\-1 ) + 号 — ^->/x(x+1) +C. 


【1936】证 明：若 p + g = h , 式中々为整数，则积分 

J R [ < r ，（ < r 一 a ) 子 ( x ~ d)i ]dr 
(式中 i ? 为有理函数及/为 整数） 为初等函数. 

证当 = 6 时 ，（: r - fl )+(: r -6) 子 =( x — a )*, 则积分显然为初等函数. 
当时，设 ^| = ：y (关 1), 则 


一 b 


( a ~ b ) 


-b 



(1-^) 


RlrAj ： -a)i Cj ： -b)i ^djr= Ca-b) ^ (f^) 


r , dy = nr ^ dt . 从而，上述积分化为 


— (j- —6)^ ~]dx=nia~b) | 尺 [ ' _ 二二 •〆 ( \ — r ) j 


(1 一 r) ; 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 

因为被积函数为 /的有 理函数•所以•积分是初等函数 • 

求最简单二次无理式的 积分： 

【1939 】 f - ? dr / 

提示 令^ / S ^. 

解设7^ =, ,则 X = TT 7* ^ = 一 1 一 * " = !&， / rr ? ' = IT ?* 

代人得 I u -:/ T ^ = —+ \ 字山 = 忐 +++ C = 5^& /r ^ r+C . 


利用公式 J * 甲心 = Q,-i(j)>» + a| 式中 y= -/ax 2 ^-bx-\-c • P〆：*：) 为 w 次多项式 

为 m -1 次多项式及 A 为常数，求下列 积分： 


[1943] j 


f 


Vl +2x —x 2 


解设 


( Lc =( ax 2 4-6 x + c ) %/1+2 j — x 2 +A 


71+2J- 
两边对 《 r 求导数，得 


dr 


yi + 2x-x z 


^ — = y / l +2 l - 1， + ( 似 2 卞心 + C>(1 「 J) + =4= 

yi+2j—x 1 71 + 2X-J* 7l + 2jr- 

从而有 

j 3 = (2 aj +6)( l +2 x — j ^ J - f - Caj 2 +6j+c)(1 — x )+ A . 

比较等式两端 I 的同次幂系数，得 


• r 3 


— 3 a = 1 % 

5 fl — 26=0， 

2 d + 36 -c = 0, 
6+ c+A = 0. 


由此 


19 


—y • b =— — , c = —— • A = 4. 于是 • 


T 




19 + 5j+ 2x 2 


%/l + 2x—x 2 +4 


dx 


19 + 5x+2x 


>/l + 2x-x z 

- v / H -2 j — x 2 +4 arcsin (^|4 ) + C . 


[19511 在什么条件下，积分 f 

解设 


a x x 2 ^ b \ i + C \ 
y / ax 2 4- Ax+c 


cLr 是代数函数？ 


dar= (Aj + B) \/aj 2 +6i+f +A 


I 


dx 


/ ax 1 +6 a:+c J %/ ax 2 +6 j+c 

从而有 aia * 2 +6 iX-Hcj = A ( ax z +6 j + c )+ ( ajr + 音) （ A * r + B )+ A . 


比较等式两端 I 的同次幕系数，当 a 关 0 时求得 

A = 


ai „_4a6i — 3ai6 % _8a 2 Ci +3ai6 2 — 4a(aiC+66i ) 

5， B= ~4?， A= 8^ 


于是，当“关0且以 2 ( 1 十3^1 1 6 2 =仏(^^+劬 1 )时，义= 0,积分为代数函数 ； 当（1 = 0时积分显然为代数函数 • 
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分解有理函数 ^ 为最简分式，求积分式中 

_ Uw 


+ 6: r + 


解设 : r=sinr , 并限制一 •，则 


%/l — X 2 = cost. 


代入得 


(1+X 2 ) 


= -7zarctan(i/2 tan/)+C= 

V 2 


r d/ r dt _ i r 

J 1 + sin 2 ， J 2sin 2 f+cos 2 ， J2 J 


d(VT tan/) 

(^ tan /) 2 ^! 



arctan 


( 爲 ) 


+ C. 


_ 襟 


代人得 


i ^ i + i :仰 一 ^ )+/ - 

h ，设 ■x—v^tan/ ， 并限制一号 <f<~| • ，則 (Lr^V^sec^dN \Ar ? +2 =■ 

j _ f _ d£ __ f sectdt _ f cosfd/ _ f d(sin/). 

J + ./r* + 2 j l + 2tan 2 / J l + sin 2 r J 1+sin 2 / 


arctan(sin/) + C\ 


- arC，an ( Q = 一 arctan ( 


于是，最后得到 


J ^f^ 2 dx= In(j4 - y?T2) - arctan ( ^Z±2l )+C. 


利用欧拉代换 

(1 ) 若 a>0, / 


4-6x + c = ±Vax + zt (2 ) 若 c>0 ， v/ai* +6i + c =J 2 ： 士 W 


(3) x/a(x — xi)(x — x 2 ) =z(x—x t ). 

求下列 积分： 


I1966J J 



提示令 \Ar 2 +JT+1 =Z — X. 


解 设 


m.i Z 2 — \ 」 / ~T~i — Z 2 +Z+ 1 

n ， 则卜口^， (14 . 2z)2 dz , yir T7TT= __ 


代人得 


L + ^TITT^\^TY^i\[T-^ 


^TT 


+ ln 


:十|| 3 '«) 


+c »=T ,n T^M 


2(2z+l) 


+ C. 


其中 z=or+ %/x 2 +:r+l • 


I1967J J 


_dr_ 

l+v/l-2x-x 2 


提示令 >/\—2x—X 2 =XZ—\. 


解 设 yi — 2 j — X 2 = JTZ— 1 ， 則 
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-2x~, 


x = 


2(z-l) 


2Cl+2z-z 2 ) 




代人得 


_ dx 

1 + y/\ — 2x — 


r \-b2z-z 2 

• J z( z -l)(^ + l) 




mm 

dz 

■ 


H 宁 I - 


2arctanz+C, 


其中 2= 


1+ — 2 工一 


【1969】 J * 气 


+ 3 j 十 2 


提示令 v /^ 2 +3 x + 2= Z ( x + l ). 


2-z 2 




-To8 ln|2+1| ~T8(ITT) 


- 6U+l) l+ + ln|z 一 1 1 -| f ln| : - 2 I +C 


其中 


2 +3 i +2 

7T1 


利用不同方法，计算下列 积分： 


[19751 f 


>/jc^ 


dr. 


解 


(x+1)- 


- dx = J [( x + D^J — x \/ x 十 1 ]dj 


=| [ J -l+^T-( J -+l)i+(x+l)l]dr = -|[(x4-l)7+ J ： 4]-y[(x+l)4-^]4-C. 


【1978 】 j 


X VJC 


揋示 ^ — = 4 i (这里设文>0•若文<0,則令」-=一77,最后结果相同）. 


解作代换+ = V 7 (这里设若1<0•则作变换士 = 一77,最后结果相同），则 


dx= — 


1 + 2 /- 


代人得 


_ dr _ 

x ^x A +2x z ^ 


y\^=W-t\ 


d ( l - f ) 


2-il-tV 


= |arcsin(^)+C 


in(^ 2 ^ )+C (|x|>\/y2 —1). 


= 丁 arcsin 


I 1979 J I 


+ l)dr 


X y/X 




(x 2 + l)dx 


= J 


•rcLr 


+ 1 


x Vx 
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—丄 [ d ( j 2+ l ) 1 r d (?) 

_ 1 h j 2 (1 + 2j 2 +2 vV+d + l) i r 

2 2 + 工 2 +2 y/x A +X 2 + 1 


x 2 +y+yx 4 +x 2 +i 


+c. 


【 1980 】 证明 ：积分 


R(xt s/ax^rb ， ^/cx+d )cLr (R 为有理函数） 


的求法，归结为有理函数的积 分法. 

证明思路 当 “，*： 中至少有一个为零时，則积分的求法显然可归结为有理函數的积分法. 

当 a 尹 0 及 c 古 0 时，设 yax+b = z, 則 y/cx^d = y/c\Z l ^rd x f 其中 c } = — f d\ =d — —. 从而，原积分 

a a 


变形为 


Vc^-^dx )^-zdz= I R, ( r , )dz. 


其中 R , 为有理函数. 


若 q >0, 设 / qd+A =± V ? Tz + m ; 若 A >0, 设 =zu± A , 即可将被枳函数有 理化. 
从而命题获证. 

证当中至少有一个为零时，则积分 


R(.r% ^/ar-f-b • y/cx-\-d )dr 


的求法显然可归结为有理函数的积分法. 

当 a 尹 0， c ^0 时，设 \/ fl ： r +6= a :， 则 

x= ^~~ % dx=^-zdz^ Jcx 七 d =aJ^z 1 +d -士 = •/C\ z l -\-d \ ， 

式中 c ,= —, d '= d -匕 . 代人得 
a a 

I 尺 （* r ， y/axTb • Vcx-\-d)dx= [" r [^~ •/c x z i -\~d x )| zdz = J /?i ( 2 , ^/ C \ z l -f d x ) dz , 
其中見为有理函数. 

再设 y / cd + c /, =士>/^ 2 + “ ( q >0) 或 ycz ^- hd , = zu 士 757(4>0>—欧拉代换，就可将被积 
函数有理化.于是，积分 


R(t 9 ^/ax^Tb ， \/cx+6)dj 


的求法可归结为有理函数的积分法. 
二項微分式的积分 


| - r -( a 4- fey ) Mx , (式中 m •”和户为有理数） 


仅在下列三种情形可化为有理函数的积分 （切比雪夫定 理）： 

第一种情形， P 为整数.此时令工=一，其中 N 为分数 m 和 n 的公分母. 

第二种情形，为整数.此时，，其中 N 为分数/»的分母. 

n 

第三种情形， f +/>为整数.此时利用 代换： •十6=，，其中 n 为分数/>的分母. 
若” =1，则这些情形等价于：（1) p 为整数.（2> m 为整数 .（3) m + p 为 整数. 
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计算下列 积分： 

119821 

提示令 x=z 6 . 

解 (1 在 ) 广 工 +(1+ 山 ' 爪 = 如 «=y* P =- 2 i 户为整数，这是二项微分式的 第一种 情形 . 
设工=« 6 ，则 dx=6z s dz, ^/x=z 2 f Yx = z 2 . 代人得 


1 ^ =6 1 (?w dz=6 I 卜 2 : 2 + 3 - 


( z 2 + l ) ; 


dz 


=— z 5 — 4 z 3 +18?— 24 arctanz +6 




p 一 4 ^ 他 i + 黑一 ― i )+ c 


* ) 利用 1921 题的结果. 


【1983】 

提示令 l+*T+=Z l . 

解 ■ ------= J (l-t-xi)-|. m=l, n = 4 - P=~T i ^ =3 « 这是二项傲分式的第二种悄形 . 

yr+TF 3 2 ” 

设 l+:r+=z 2 , 则 1 =(¥ —1)+, dx = 3z(z 2 -l)idz. 代人得 


xdx 


\/l+ V7 



xdx 




(^-i 

餳 


) l dz 


T 


r 5 -2r 3 +3z+C f 


其中 2 = 

【1985】 [ 3 > d f - y . 

提示令 jT s + 1 = z 3 . 

解 -3 7 4= = x°(l+x 3 )*i , m 

设 J ： 一 3 +l=z 3 •则 J=(z J — 1) 

dx 


Ot « = 3t p= — 


m+1 


+ P = 0, 这是二项微分式的笫三种情形 . 


罐 


yrr ^ 


^— 


r t (Lr=—z 2 (z 3 —1) Tdz . 代人得 

I z"^T dz= —+ J A++ J 7T^T\ dz 


- ^-ln i z—\ I + 冬 W + «：+ 1 > - -^arctan(~ ^ +C 


1, z 2 +z + l 

= T ln 7^T> 


i-^arctan(^)+C, 


其中 -卑 


119901 在什么情形下，积分 f / m="dr ( m 为有理数）为初等函数？ 

解 /1+^ = ^°(14-^)7.由于 p = + ,故由切比雪夫定理知，仅在下述两种情形，此函数的积分 
可化为有理函数的积分. 

第一种情形， + 为整数，即 历 =+ = +， 其中 1 = 士1,士2,…. 
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第二种情形，古 + f 为整数，即 


，其中々 2 =0, 土 1, 土 2,… • 


综上所述，即 得：当 m = (式中走=士1, 士2,…）时，积分 j / IT ^ dr 为初等函数. 


§4 . 三角函数的积分法 


形如 


J sin " xcos " 


xdx ( m 及 n 为整数） 


的积分， SJ 利用巧妙的变换或运用递推公式计算. 
求下列积分： 


Jsi 


【1994】 sin 2 xcos 4 xdr . 


解 J sin 2 jcos 4 xdr = | sin z 2xcos 2 xdr= 1 sin z 2x( 1-f cos2x)dx 

= yj — J cLr + 六 J sin : 2 id ( s»n2x) = 吾一一 s»n4x-f^sin»2x+C. 


【1996】 


J- 




xcLr. 


解 J sin ' jcos 5 xdo := | -^ sin '2 j ： dj = — | (1 — cos 2 2x) z d ( cos 2 x ) 


-石 咖 21+ 两 cos 3 2x- j ^ cos 1 2x+C. 


119991 

解 J ^=- I = - 1 - ^=-^- J 1 


斧一 f 卑 + ln 

sin^ j J sin x 


于是， 


一急 ++ ln 


+C. 


120011 J^^* 

解 Jii^^ =16 f5fe = - 8 J csc % d( — 〉 

=—8 J (1-f cot 2 2x)d(cot2x) = — 8cot2x 一 cot 3 2 jt+C. 

【 2003】 [ . dj — 

J sirurcos x 

提示：两次利用等式 ：l = sin 2 j ：+ cos 2 x . 

解 [f 5 " 2 " +<： ? 2 "^= \ 与 cLr+ [ - 

J sinxcos 4 x J sinxcos^x J cos 4 x J sinxcos z x 

=- \ ^£2+ f 与 d:r+ f 1 - f ^^ + ln tan 

J cos x J cos z x J siar 3cos x J cos z j 


3 cos 3 


士 +H 加 fl+ c . 


【2011】推出下列积分的递推 公式： 
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(1) /,= J sin-xdx ； (2) K „ = 

利用这些公式计算 

提示 利用分部积分法， 易得： 
(1) /w = -eosa:sin-- 1 x 4 .^l i 




(n>2). 


xdr 


和 J cos* 


(2) K m 


K ..： 


oodx 


解 （1〉 /. = J sin"xdr=— [ sin"' 1 xd ( cosx) = — cosxsin"" 1 j ：+ ( n — 1) J cos z xsin' 

lin" l ar+(n—1) | (1 — sin 2 x)sin*' 2 xdr= — cos^sin" 1 x+ (n— 1)/„- 2 + (1 — n)/„ 


于是， 


利用此公式及 /o= J dr=x-fC, 即得 

, [• i i cosjsin ' j ： . 5 , 

= 」 sin 0 xda := - g - H - g - Ii = — 

x 5 cosxsin 3 x 5 co 


tin s j 5 cosjsin 3 x , 5 • 
_ 24—~ ll 


24 




(2) K , = J cos n xAx = J cos " 丨: d ( siar ) 


siarcos" l x+ (n— 1) J sin 2 jcos" 2 jcLr = siarcos - 'x-f (n—1) J (1 — cos 2 x )cos" - 2 xdx 
j+(n—l)K,-2 DK, t 


于是， 


K^ t 


利用此公式及 K 0 = x + C , 即得 
K 8 = J" cos * 




=+ sin-rcos 7 j- 4-^ siarcos 1 x-f siarcos 3 j+ ^^siarcosx+ 


【2012】推出下列积分的递推 公式： 

Cl) /.= f (2) K.= f (n>2). 

J sin^j J cos"x 

利用这些公式计算 

提示利用分部私分法及 1 = sin : jt+cos z j :， 易得 

•2 ； (2) K m 


fife ^ 


( l ) 一 ， . COSJ . ■, +『 2 


(n - l)sin" 


( n — 1) cos ’ 


解⑴ Iiife = 11- d (^) 


(n— 1 )sin" 


Cn— l)sin" 


利用此公式及 J,= f ^ = ln 


+ c , 即得 




3cosj 


( 2 ) 


h= \i 

^=1^=1 J*— 


y 


+c 
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(n—Dcos" 


-1 


利用此公式及 K, = J ^ = ln| tan (- = 


^=1^ = 6^^ = 
【 2014】 J cosxcos2xcos3xdj. 


解 J 


cosxcos2j ： cos3j：dr 


= +卜 


=^rsin6x+ -r-sin2x-f —sin4 j- 

o 1 b 


【_ h 


dx 


^ Jii 


sin(x + a)sin(x + 6) # 
dr _ 


sin( j+a)sin( j+ 6) sinG 


_ i r r cos(i+6) co 

sin(a —6) J Lsin (: r+6) sii 


其中 8in(a —6)7^0. 


(i/ 
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120461 证明： 

f g， COSJ ^ fl dr=Aj+filn I flsin_r+6cos*r+c I +C [ —:—- . 

J flsmx 十 ocosj: 十 c J flsinx 十 6cos: 十 c 
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式中 A ， B , C 为常数 • 

提示首先， a 及6不可能同时为零.其次•令 

a \ siru : 十6! cosx+ci = A ( asinx +6 cosx + c ) + B ( acosx —6 siar ) + C f 

比较等式两端同类项的系數，可得 A . B . C ： 

A _aa x n _ab x —a x b ^_a(ac x —a x c)-rb(bci —b x c) , 2 , 

八- B - - a ~ tr^ c -(^+办邦)， 

并注意 （ flcosar — 6 sinjr)dr = d ( flsinj 十 6 cosj + c ) •命題即易获证 • 

证按题意 a 、6 不同时为零.设 

a \ sirur +6】 cosi+q = A ( asinx +6 cosx-f c ) + B(acosx —6 sinx ) + Ct 

比较等式两端同类项的系数，则有 

A= ， ：， ， B= - 6 ' 


a\b ^ a(ac\ —a\c)^b(bc\ —b\c) 

T ^， C= -- 


代人得 


a\ sinj-hAj cosa •十 c 


^cLr = /\[ dr -»- Bf ^ 
c J J asir 


[20471 


1 

Ax+BIn I asinx + 6cos*r+f I +C f 
f sin:r+ 2cosj — 

J sinx- 


d(flsinj+6cosj ： +c) 


asirur+6cosj+c J J asiar+ftcosj+c 

dx 


+ C 


J 


dr 


sinj + 厶 cosi+ 


i:r+6cosj：+f • 


2cosx+3 ~ 
解 此为 2046 题的特例，这里 
ai =1 1 6j = 2 f c» = — 3t a 
+ 咏 一 l-4_ 


A 


C 


3 

T f 


6=— 2, c=3j 

B = — —< i |6_2+2 


a 2 ^b 2 1+4 5 fl 2 +A 2 1+4 5 

a(aci —flic)+6(frfi —b\c) —3 — 3) 十（一 2)(6 — 6) 


+ 6 2 


1 + 4 


T - 


代人得 J ^-2co^+^ = ' |x+|ln|W- 2co*x+3 | 一 | J -r^ 

o a c l +5 tan + o 

= — r -, r +— In | siar — 2cosj+3 | — g-arctan - ^ - + C . 


dj 


2cos«r + 3 


» ) 设 /=tan j , 枳分即得所求式子 • 

[2050] 证明： 

f Q\ sin 2 x+26j siorcosx-f C| cos 2 


dx = Asinj+Bcosx+C 


f - 

J a si 


dx 


siar + 6cosjr. 


J asirtr4-6cosx 

式中 A ， B ， C 为 常数. 

提示首先, a 及 6 不可能同时为零.其次，令 

a x sin 2 x+26i sinxcos*r+Ci cos 2 x=A cosx(asinx+ bcosx ) — Bsiar(asiru+6cosx) +C. 
比较等式两端同类項的系數，可得 A , B , C : 




_ bc\ —a\b^2abt 


t B 


ac\ —aa { 一 266! 


, C : 


a \ b 2 + a 2 Ci — 2 abb \ 


(a 2 十 6 2 尹 0), 


a 2 +6 2 … fl 2 +6 2 … a 2 +6 2 

命題即易 获证. 

证按题意 a 、6 不同时为零.设 

a x sin 2 x +26 i siarcosx+q cos 2 x = Acosx (asinx + bcosx ) — Bsiar ( asinj +6 cosj ) + C » 

比较等式两端同类项的系数，则有 

aA — bB = 2 b \ f C—aB = a \ t C +6 A = ci • 


从而， 


. _bc\ —a x b+2abi R _aci — —2bb\ r _a\b 2 +a 2 C\ — 2abb x 

A= —~ ^ Tb 2 , a= fC= ^ Tb 2 
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代人得 


sin 2 j*+26i sirucosx+ci cos 2 x 
asiru*+6cos:r 


=A 

蝙 


=A cosxdj—B sinordr+C 


sii 


sinx+^cosx 


=A sinj + Bcoso: + C 


[- 

J asi 


sinj+ 6 cosj* 


[20521 j — 


j —siru:cosj + 2 cos 2 j 
sinar + 2 cosj 


解此为 2050 题的特例•这里 


a x = \f 61 = — -tt t Ci =2 f a = l ， 6=2；A = —• B= — f C=-r-. 


代入得 


;in 2 j — sinj ： cosx+ 2 cos 2 x 


sirur+ 2 cosx 


siar+ 音 cosj+-|- J 叾 


dj 

siru:+ 2 cosj 


y (sin + 3cosx) + —In 


75+2tan y -1 
>/5 ~ 2 ian 专 +1 


+ C. 


设 / = tan + ，积分即得所求式子 . 


[2054] I 


2 sin j —cos j , 
3sin 2 x+4cos 2 j: 


2sinj — cosj 
sin 2 j + 4cos 2 


=-2 


d(cosj) 


1 3s«n*x C +Wx dx 

— 一合咖 ( 臂 )- 


【 2064r dj . 

j 二 f+lH 


x+a 
cos — 2 — 
- =/• 


提不令 - •則有 --- d/ (cosa^O). 

x^a . 2 i 一 fl cosa 

sin —g - sm ~ 2 ~ 

x+a 1 

cos —r— 一 ycoM , 9 

解设 t= - — f 则 dt = ―-—— dr, —^―= -- ^-dt. 


sin 


x—a 


x —a cosa 


于是， 


工一 


- dr= - 

x — a cosa 


J r-'df=- 


x+a 
■■ ■ ■ % » 


_i!_ r +C= —— 
ncosa ncosa 


晖 ) 

' cm - , 


+ C (cosa 9 ^ 0 ). 


5. 各种超越函数的积分法 


【2066】 证 明：若 P ( x ) 为 ri 次多项式，则 


P(x)e«da- 


= e «[^>_^£) + ... + ( _ 




]+C. 


J P(j)e^dx=-^-J P(x)d(e* ir ) = ^-P(x)e- r --i- | e* r F / (x)dx 
= -i-P(x)e M -^- f P / (x)d(e* r ) = -i-P(x)e«-^-P ， (x)e* u +^-Je ar P / ， (x)dx 
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因为 P(X) 为次多项式，所以， . 从而，上述等式括号中的导数到 P^Cr) 为止 . 

求下列 积分： 

120821 Jnfe- 

解 f ― dx_ = f (l + e*)-e^ 

m J (l + e:> 2 J 


= jt— ln(l-f e T ) + 


(1 + e 農 ） 2 


♦ 




1+〆 


【2085 】 j 


dj ： 


1+ef+3+ef 

解设 e T =/， 则 j=6ln/. dx=-ydt. 代人得 
f dx 


1+ j+e 子 +3 

J . TTTT ^ 


- =6 I /TT+?T?Tf) 

6 J [+ - ^ TTTT ] d/ 


61n ， —31n(/ + 1 > 一 fln(l 十 f 2 ) — 3arctan/ + C 


=x—3ln L (l+e T ) V 1 + e 7 j — 3arctan(e^ > + C. 

【 2o88 】 f VsT dj - 




i 7 # fe + l yS ^ =,n(e，+ 


) 十（：， 


12090]( 


^ I 


do* 


/TFe^+ 

^ ： = y J e _x ( v/rTF- 


)d(e 


/1 + e^ + V\~e 

=-y J (yirp'-yi ^ 7 

=-^cvT+?"-yr ：： F)-4-y| ( 


)dr 


v/l+〆 /卜 




=— -^e x ( y/l^e J — \/l —) + —/i + —/ 2 . 


对于 /. = J 


dx 


于是， 


对于 / 2 = 


于是， 


>/l+e" 

dx 


，设十 〆 則 


j = In(/ 2 一 1 ) ， dx 


2/d/ 

/ 2 -l 


f A = ln q4 + c=in 


J / 2 -l 11 /+! 


v/l + e' +1 


v/l-fV 

\ 7 Y =^^^ =t9 m J=ln(1 ~ /2) * 


2/d/ 


-广 


-f ^ _ 

2 f 山一 In 1+/ + T i n 1+ v/l-e" 

J >/l-e" 

2 JW ， n l-/ + C2 


+ C 2 
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代人得 


1 


dr 


= = — $( y/l + F- V^T^ + Iln 

一 Z 4 


(Vl + e z -1)(1- VI- 


yi + e' + yi-e: z q (VT+e r +1)(1+yi-e") 

【2091】证 明：若 /? 为有理函数•其分母仅有实根，则积分 fi ?( x ) e « dr 可用初等函数和超越函数 

ffdx - HM 〉 + C ：, 式中 

来表示 • 

证因为尺的分母仅有实根，所以仅包含形如 ( x — fl .) 4 •的因子 G = l ，2, …, /) .分解 R ( x > 为部分分式得 

^)=P(,) + SS^. 

其中 P (: r ) 为: r 的多项式， A , 是常系数.从而，积分 

J ^U)e-dr=J P(x)e«dx+ g g A v f ^Tydx. 

上式右端第一个积分显然是初等函数.而积分 SJ 用初等函数和超越函数来表示.事实上，设 
x — a x =“则 

\ cT^) 7 ^! 午 J e-d (?M = ft e ’ • FT-T^J^- 

这样，被积函数中分母的次数便降低-次，再继续运用分部积分法0 — 2> 次•即可得 

其中 U ) 为 * r 的初等 函数. 为 常数. 因此，积分 

r r 1 ki 1 *• 

K(x)e Ar dx= P(x)e^dr-h (x) + A v B I； li(e fl< ^ -,> ) 

J J i-1 i-l i*l 

是初等函数与超越函数之和. 

【2 。 92】 若 P (士)=£1。+$ +…+含,“。，…，…,为常数，则在什么悄形下，积分 
为初等函数？ 


Hi ) 


dj 


解 




e y dr= — 






_ ci k e _ 

9 TT-i)(k-2) 


dx — … 

•• • 

c x ^ 


(A-l) 


rT^a^TTTl^- 


于是， Jp(i)eMx=J(g^)e^=gj^d, 




1 > (是一 2) … U-)) 




a* _ an 1 -^2 


因而，若!] 7^77=0,即 


2 ! 


^jypO, 则积分 j’ P( + )e ， dr 是初等函数 . 


求含有 ln/U), arCtan /(:r), arCS i n /(:r), ar c COS /(:r) 等函数的积分，其中 /U) 为代数函数 
【 2103】 J ln( >/1 一 1+ >/1 4-x)cLr. 

解 I ln( >/1 一 i + \/l+i〉di = jln( >/l—:r 十 v/l+j ：〉 十 [ 

=jln( \/l —x4 - \/1 +jt ) + -^- 


-n/1-x 2 


dr 




arcsirLr ^ 
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解 设 = 则 sh-r — cJur=t p : i ?， ' r=ln •代人得 


2 /-fl , r 2 1 + 2th Y 

arctan — + C=-z：arctan • 


V3 


V3 


f_i£_= f d£_ = A 

J shj+ 2 cha: J t l +t-^\ ^3 
【 2124 】 J* shaxsin 6 xcLr. 

解 J* shajsinAjdj= J* e** sinAj-dx — J e ** sin^rtLr 

1 ^ a sxnbx—bcosbx * } , 1 a sin6x + 6cosAx achaxsin^x —frshaxcos^x , ^ 

= T e ~ ^Tb 2 y c ~ ^Tb l c= ^Tb 2 十 

* ) 利用 1829 題的 结果 . 


§6. 求函数积分的各种例子 


求 积分： 

121261 l ^ cT^r 


解 




dx 


(1 + 


一 sW 


+ 1)-j 2 

(1 + x 2 ) 


d-r 


= _ sW 萝二?■户 = 一忐(去一占)心 


= ~5? + 37~T- arctanj+c * 


121271 1(1^- 
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- f dx 

_ r 2 x 

3 f cLr ]•> 

J (x 2 -l ) 2 

[ 2 (- 4 )(^ -l ) 2 

4 J U 2 —l ) 2 」 

一 1 f dx 


I 1 

4 J (x 2 -l) 

_ j+j 3 1 

2 ^ 4 (l-x 2 ) 2 4 

叫肖卜 c. 

| 2 (x 2 -l) 2 . 

8 (l-x 2 ) 2 16 



4 (l-x 2 ) 2 


* ) 利用 1921 題的递推公式 . 

djr 


【 2135 】 

■ 


解 J* 


X vl +X 1 




dj 






dj 


x 4 yi 一 6 +， 3 +i 




d (，++) 


一 7ln 


.-3 


+ 十 + l 


4-C^-yln 


2+?+2 vV+? + l 


+ C 


注以上实际已设 I> 0 • 对于 I< 0 • 利用 1856 題的方法可得同一結果 . 

_序爲- 


幼 f nrcsinx 

解 )— 


1+x 2 


y/l- 


dx 


「 arcsinj 


arCS，nX : dr+ 




(sgar) J ■ - ar ^ ， in ^ d z=~f J arcsiard(arcsiar) = — (sgar) | arcsiardC %/x * - 1 ) + j(arcsiruO: 


n/I-^ 

~ITT 


- (sgnj) ( — ； ~~ : — arcsinj- 


fm) + T (arcsiar)， = 一 


v/T^ 


—arcsiar+ | ~ + ~(arcsiar) : 


— ^ X (arcsinx) 2 -hln|x|-f-|-(arcsiiu-) 2 +C (0 <|x|<l). 


[ 2148 ][ 


dj 


siru v 1 + cosx 


解设 l + cosi=〆 ， 并限制 Z>0 , 则 siar=r 一 t l ， dj= — 


V2-t 2 


dt . 代人得 


dx 


siar v^l + cos*r 


(++ 古卜+一忐 1 n fS+ c 


in V2-f y /1-fcOSX ： ^.^ 


\/1 + COST 2 J 2 ^2 — \/l +COSJ 

121511 Jn ^ y d - 

: rln：r 


解 




—+卜 ( nb )= - ++ J jnfe " 


(1+x 2 ) 2 ^ 2 J ^W^x 2 ) 2C1 + X 2 ) - 2 J x(l+x 2 ) 

=_ 20&) + 11 (士一 if?) 心 = 一反 ■i 1 ^ r z ) ++l 肛 —+ln(l+i 2 )+C 

•r 2 . ^ 


2(1 


irtr 


In 


【 2158】 j sj\—x 2 arcsinj-dx. 
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解 j \Z\-x 1 arcsiardr=x y/\—x 2 arcsinx — J 


― . arcsiru I dr 

y/T^ I 


=x vl—x 2 arcsiar 


一 £i_ 




—+ J 

y/\ — x 2 arcsior- : ^- + -|-(arcsinx 〉 2 - J" y/l—x 1 arcsinxcLr. 


J 2 


于是 , y/\—x z arcsiardo* = — >/l — x 2 arcsinj ： — 丁十丁 (arcsiar) 2 +C ( |x|<l) 


12165] j 


1 + sinj 
1 + cosx 


dx. 


« I 


1 + sinj 
1 + cos J 


e 1 dx = 


1 ( 


1 十 2sin 


㈣ 卜 卜+ 


J e x d (tan -y ) + J lan -yd(e x ) = tan 专一 J tan -^-dCe* ) + | tan -yd(e x ) = e^ tan -y + C. 


_ 

【 2170 】 e 


一 Ixl 


Fix) 


= |-r+c ,， 


解题思路由于在 （一 oo,+oo) 上连读，故其原函数 F(l) 必在 （一 oo,+oo) 上连续可徼•而且任 
意两个原函教之间差一 常教 . 可求鴻足 F(0)=0 的 原丢教 F(x ). 易知 

x^O, 

e ， +C : , x<0. 

其中 C,,C 2 为常数，并注意 0=F(0>= lim F(x> • 求得 C, 、 C 2 后即获解 . 

i—O-O 

解当 a:>0 时 ， f e-'-' dx= J e”dx= — ei+C, , 

当 ■rCO 时， J e* lxl dx= J +Cj. 

由于在 （ _oo,+oo) 上连续，故其原函数 F(j:) 必在 （一 oo,+oo) 上连续可微•而且任意两个原函数之 
间差一常数 . 今求满足 F(0〉=0 的原函败 F(x). 由上述知，必有 

[—e” +Ci ， x^Ot 

F(x) = 

U ， +C” x<0. 

其中 C lt Q 是两个常数•由于 0 = F(0)= lim fXi), 即 0=-1+( ： 1 =1+( ： 1 , 因此， 0： 1 = 1,0： 2 = — 1. 从而， 

x<0. 

•I+C, JT>0, 

1+C, j<0. 

max(l fX 2 )dr. 


所以， 


F(x)=| 1-C 

- dx = r e 

V-] 


【 2171】 J 

提示仿 2170 題，可求满足 F ( l ) = l 的原函數 F ( x ). 
解 仿2170题， 

当 |j| 时， f max( 1,X 2 )dr= J* cLr=x+Ci ； 

当 jt 〉1 时， J max( 1 ， *r z )dx= J x 2 cLr=-|-x 3 +C 2 
当 x<—1 时， J max(l,j 2 )dr= J x z dr = -|-x 3 


4-C 3 . 
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今求满足 F(l) = l 的原函数 F(x). 由上述知，必有 

x+Ci f — l^x^l * 

-|-x 3 -f-C 2 * x>l. 

+C 3 • x< — 1 • 

其中 ChCmG 是三个常数•由于 1 = F(1)= lim F(:r), 即 1 = 1+C! = ++ C 2 ，故 C, = 0,C 2 = 4 •再由 

”1+0 o o 

F(-l)= lim FCr), 得 一 1 = — + + C 3 ，故 = 由此可知，有 

户一卜0 O 6 

—l^x^l • 

X>1. 

X<-1. 

■r+C ， |x|<l, 

最后得 max(ltx 1 )dj=< -3 o 

J 皆 + j S grLr + C ， |x|>l. 

1 t 一 OO<JT<0 ， 

【 2175 】 •式中 /(•!>=- i+l ， 0<x<l, 

lx 、 l < x < + oo # 

解当一 00 < 1 < 0 时 ，J /( x ) d ^= J dr = x 4- c,i 
当时 ，f /( x ) dj = J ( x - M ) dr=y + x + C 2 ; 

当 1 < 1 < + 00时 ， J /( x ) dx = J 2 xdj = j - 2 + Ca . 






第三章不定积分 §6. 求函数积分的各种例子 




— oo<x<0. 
0<1<十。0. 
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第四章定积分 


§1. 定积分是积分和的极限 


1°黎曼积分若函数 /( I ) 在闭区间 0,6] 上有定义且 

r 6 ^1> 

/( j ) dr = lim ^ /(6〉紅， （：• ，△:• = J..1 — A ) ⑴ 

** * maa |》• | <*0 f 

称为函数 /(•!•) 在区间 0, A ] 上的积分' 

极限 （1) 存在的充分必要条件为： 

下积分和 S = 2 及上积分和 S = 2 M , Ax , 

j^O 1*0 

当 lAr . 1—0 时有共同的极限•其中 


• = inf /⑺及 

x.<x<x -^1 


M f = sup fix ). 


朽等式 （1) 右端的极限存在•则函数 /( d 称为相应区间 h 的可积函教（常义的 h 例如；（丨 ） 连续 函数: 


(ii ) H 苻有限个不连续点的有界函数》( iii 〉中调有界的函数•这些都是任意冇限闭区间上的可积函数. 荇函 
数 /<■!■) 在闭区间 0,6] 上无界.則它在0,幻上不可积(常义 的）. 

2 ° 可积条件函数/( I )在已知闭区间 0,6] 上可积的充分必要条件为成立等式 


lim / Wi At. =0% 

T=Z 

式中 CO . 为函数 /(■!•) 有闭区间上的振 w . 

【2182】把所给区间分为 n 个相等的子区间•求下列函数 /( T ) 在相应区间上的下积分和&及上积分 
和 €•• (1) /( x ) = j 3 (一 2< J ： <3). 


解 （1) 把区间[一 2,3]«等分，则每一个子区间的长为办=上，且笫/个子区间为[一 2 十认， 一2 + 

n 

(*+1)/0(/ = 0 ， 1 ^",/ 1 - 1 >.若令爪 RM . 分别表示函数 /(_ r ) 在笫 * •个子区间1:的下确界及上确界•则因 
/( x ) = x 3 为增函数•所以， 

別,== ( 一2 + *70 3 ， M , =[ — 2 + (| + 1)/»] ; (i = 0， l ，2, …1〉. 

m-l m -\ w-1 ^-1 ir-l 

于是， S .= 2 m . Ar .^ 2 (-2 + i / i ) 3 / i =-8 n/i + 12/ i 2 ^ i ~6/ i 3 i l ^ h A ^ i 3 

i 看 0 « — 0 ••O 4^0 •■•0 

_ 1n . 12 > 2 SfUn - l ) 125(2 n 3 -3 w 2 + n ) , 625(^—2 n 3 + n 2 〉 _ 65 175 , 125 

— 2^ ? 4^ T 

s ：= g M , Ax ,= Yj C -2+(«+ l )/*] 3 = ^ + ^ + Jp . 

【2184】+从积分的定义出发，求 f (切+以〉山•其中 T •地为常数. 

解 fU ) = v ,+ gt 在 [0， T ] 上为增函数 （7>0>. 


* 这里的和称为积分和. 
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h = 


T 


I, = t^> + igh , M t =Vo 十 （ i+l)gh (i = 0，l ，2, … ， n—l) 


于是 


因为 


所以 • 


S^= 2 ^Vo-^igh)h = nvoh-\~gh 2 i = VoT-\-^~ • '(” 2 
*•0 1*0 

S „ = 2 [ 狁 + (*+1 + 

•—0 

limS , = limS . = i ^ T + • 


= v 。 丁+ 


Sll - 


€ 


Cvo ^gt)dt = Vo T+ 




以适当的方法分割积分区间.并视积分为相应积分和的极限，计算下列定 积分： 


[2185] 厂 ^ 2 dx . 

解题思路 由于 /(x)=x 2 在 [ 一丨， 2] 上连读•故所给的定积分存在.且它与分法无关，同时也与点$ 

的取法无关.本題将[一 1,2]” 等分，得子区间的长/» = 并取点 e . = -l + ih (* = 0,1,2^",；1—1>,这种和 

n 

的极限就是所求的定积分.以下各题如无特殊情况，不再说明定积分的存在性，直接对区间分段并取点尽， 
作和求极限 • 


解将区间 [~ K 2> 等分•得/» =立.取6 = — 1 + *7| (，= (M •… d — 

n 

作和 S .= 2 (一 1 十— 2/1* 2 i + h l 2 

d W 

于是， 

由丁 • fU )^ x l 在[一 1，2]上连续•故积分 Pdr 是存在的，且它与分法无关，同时也与点的取法无关.因 
此，上述和的极限就是所求的枳分值，即定积分 

f-i = 3 - 


【2192】计算泊松积分 f ln ( l -2 acosx + a 2 )< Lr . 考虑两种情形：（1> | a |< l , (2) | a |> l . 

提示分解多项式 a 2 • —1为二次因式. 

解因为 （1 一 — 2 flCO sx + ff 2 , 所以当 | a | 关1时，被积函数是连续的，于是，枳分就存在.把区间 

[0，》 c ] 分成 n 个相等部分，即有 

S ,=~ 2 ln(l - 2 acos 亨 + a 2 ) =~ ln [( l + a> z 打 （ 1 一 2 acos 辛 + a z )]. 


另一方面，我们可以证明 ^-1 = (/ 2 -1) J [ ( l -2 fcos ^- f / 1 ). 

节实上，方程/ 2 "~1 = 0共有 2 n 个根，记作 

1 ， 61 ，€ 2 ，•••，€*- 1 ，€_ = 一 1 ，€|，€2 ••••，€_義1， 


其中 



及 6 ,=cos — — i sin — ( i 2 = —1). 

n n 

ir~l 

于是， t 2n -l = (t+l)(t-l) JJ O-e.Xr-c.) 

••=1 

= (^ z —1) Y \ (/ — COS — — i sin —) (t—cos —+ i sin —) = (/ 2 —1) (l —2 /cos — + t z ). 
1*1 n n n f -«i 
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当时•利用上式就可把 s w 表成下面的形式 

S •十[畀(，- 1 〉]. 

于是， （1) 当 | a | <1 时， limS ， = 0 ，即 f ln(l — 2 acosx + a 2 )dr = 0. 

It—oo Jo 

(2) 当 | a|〉l 时，把次改写成 S _=2 iclnM +~^ l n D 
= 27 rlnUI ，即 J ln(l —2 acosj + a 2 ) cLr =2 jrlnla | • 

【2194】证明 ：不连 续函数 /( dssgr ^ sinj ) 在区间 [0,1] 上珂积. 

证首先注意，函数 / U ) = S gr^ S inf ) 在 [0,1] 上有界，其不连续点是 


后，由于 lim! 


，从而， limS ” 


0 . !• 


了 • T, 


并且， /(X) 在 [0,1] 的任何部分区间上的振椹 c<2. 

任给 £>0. 由于/ ( 以在[十 • 1] 上只有有限个不连续点，故 SJ 积. 因此，存在 7 >0,使得对[+ ,1]的任 
何分法，只要•就有< *|•.显然，若0•幻 CZ [含 • 1 ] •则对于 [ 。,/3 ] 的任何分法，只 
要 max | 丨 < jy ， 也有 心’.< ~7~ « 

令汐 = min{ 含， 7 } . 现设 0 = j 0 〈 A 〈 … <z. <x,*i 〈… <•!：• = 1 是 [0.1: 的满足 max I Ar, | < 8 


的任一分法， 


< 了 < 〜 


由上述，有 cu , Ar ,<+ •又显然有 


故 


由此可知 


y] to, Ar.<2 2 仏 < 2 警 = 夸 . 
1_0 1*0 

»-1 *0 •-] 

<••0 卜 0 卜 ‘。+1 


m • 

lim 2 <o t Aj：i =0. 


于是， / Cr ) 在 [0,1] 可积. 

【2197】 证明： 狄利克雷函数 
提不注意 o >, = 1 • 


I 0 , 

^ )= L 


为无理数， 
为有理数 


在任意区间上不可积. 


•• • 

证在任意区间[〜6]的任何部分区间上均有从=1,所以 • >] u ；. Ar .=6 — a , 它不趋 于零. 因此，函数 


Yx ) 在 [>,« 上不可积. 

【2198】设函数 / U ) 在|>,6]上可积，且 

/ lt (x) = sup/(x)(. 




其中 


■ 

= a + —(6—a)(i = 0tl t — ， n—l ;/i=l ， 2,…） • 


证明： 


lim r 

w-^oo J a 


= 1 ： 


fn <x)cLr= f (x)dr. 
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证明思路注意 八（ X ) 是不超过 （ n +1) 个不连续点的阶梯函数，因此，它在 [ a ,6] 上可积.于是，有 

| J /,( x ) cLr — J /(jr)dx | < | l /«( x ) —/( x ) | clr , 

从而，命題易获证. 

证/»(: r ) 是不超过 n +1 个不连续点的阶梯函数，因此 •/_(：*：) 在 [ fl ,6] 上可积.于是 • 

| J: /■ (:) dr - J: /(:)cLr | < J: | /■ (:) - /(x)|dx 

= 2 ' 1/- Cj ) —/( x ) ldj < ^ ci >, dr = ^ (当 max | Ar . I — ^—0 时）， 

<-0 ^ X i —0 j i -0 n 

即 lim 丨 /,( x ) Ar = [ /( x ) cLr . 

【 2199 】 证明： 若函数 /(: r ) 在 [ a ，6] 上可枳，则存在连续函数外（: r)(n=l,2 •…）的序列，使得在 a^c 
0时 

J /(x)dj=lim J 9 ?.(:)djr. 

证 将区间等分，设分点为 

a = x l 0 mt < x < r , <•••< jJ - Ji < x ( m 9) = b . 


即 


=a + 丄 （6— a ) (1 = 0,1，•••，《>• 


在 ^ x !-> = [xW ,/_>] 上令 为过点 O :?, ,/ UA )]&[>:■》•/(：«：:•>>] 的直线，即当 KOh ,#] 时，令 

<b ⑴ =/U(=》i )+* 4 ^r&r[/(x<-> )-/(x{-\)]. 

则外 U ) 是 0,6] 上的连续函数，因此•它是可积的. 

若令 ， M ^及 cu ， 分别表示函数 /(d 在 O 出 ••rf ] 上的下确界，上确界及振幅，则当 •： 

X ”)]时， 

从而， 1 9 ^( 1 〉一/( 1 〉| <«；•》• 

于是，当时， 

| f ( x ) dx — | ^«(:r)dr|<J | fix ) — 95. (x) | dx< | I/(x) — 9^ (x) | dj 


= Yj [ ' ((l) l /( x )— 9 ?,( x )| cLr < 2 w , n ) Ax '： 


由于 / U ) 在[>,办]上对积，因此•当 maxUx ：- > I = 


b—i 


0 时，必有 


2 cu !- , ^ x !- ) - 0 . 

!•! 

由此可知 | /(x)dx=lim| < p m ( x)dx ( a < c <6). 

【2201】 若函数 /(•!：) 在闭区间 [>, 6] 上绝对可枳.即积分 f |/( x)|dr 存在•这个函数在 [ a ,6] 上是否 
为可枳函数？ 


提示不一定可积.例如，函数 /( x )= {」; 

解 一般地说，不.例如，函数 

/ 叫」 


为有理數， 
为无理数. 

■为有理数 
: r 为无理数 
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/(• r ) 丨=1,它在 [ fl ,6] 上连续，因此，它在 [ fl ，6] 上可积.但对于函数 /( a *) 而言，在 0,6] 的任一部分区间上 


co , = 2，所以， 

y ] w,^x l =2(6—a)t 

i_0 

它不趋向于零.于是，函数 /(•!：) 在 [ a ,6] 上不可积. 

【2204】设函数 /(■!■) 在闭区间 [ A , B ] 上可积，证明 ：函数 /(> r ) 有积分连续性 ，即 

lim f —/( x ) |dr = 0 t 

A —0 J a 


其中 [ a ，6] C =[ A , B ]. 

证由 2199 题的结果可 知：对 于任意给定的 e >0, 由于 /(i) 在 [A, fl ] 上可积，故存在 [A,S] 上的连续 
函数 〆 工）•使 




由于 9(i) 在 [a, fm ： —致连续，故存在使当 I j ■'一 (ye[A,B], /eCA.B]) 时，恒有 


于是，当时， 

J |/( j +/ j ) —/( j ) I dr ^ J l/(j 十 /0 — 95 ( 1 +/!) | dr+f 195 ( j + / i ) — ^?( x ) | dr + J \ f { x ) — tpix ) |djr 

<2j^ |/(j)— 9 (ar> |dr +； y(— y(j) |clr<2 + (6 —q) =e. 

故 lim [ |/( x +/ i ) —/( x ) | dr -* 0 . 

^-•0 J a 

【2205】设函数 /( x ) 在闭区间 [ a , A ] 上可积•证明 ：等式 

J‘/ l (:r>dr = 0 

当且仅当对 M 于闭区间 0,6] 内函数 /( d 连续的一切点有 /(: r )=0 时方成立. 

证先证必要性： 

采用反证法•设 /( J ) 在点 I 。连续，但/(右）关0,则存在一心0：。+幻 (=[>,6], 使当 |j •一办|<占时 

|/( x )|>^|° ) - 1 . 

从而. f 2 ( x ) dx ^ J ' ] / 2 ( x ) Ar >^ y ^ 2 $=^ j ^> 0 . 

这与假设 j > 2 ( x>clr = 0 矛盾 • 

再证充分性： 

也即要证： /( r ) 在[>•々]上可积条件下•假设/( I )在一切连续点办上均有/(办）= 0,则必有 

J ‘/* U ) dr =0. 

证明分两个部分.第-•首先要指出当 /(* r ) 在0,6]上可积时， /( d 的连续点在 [ a ,6] 中必定是稠密的. 
此处所谓“稠密”性 是指： 对于任意区间[心幻0：[>.6]•总存在一点办€[心幻，使/(1)在1。连续.第二，利 
用假设，并借助于稠密性.可证得充分性. 

现在先证第二部 分：由 /( i ) 在 6] 上的全体连续点 X 的稠密性以及当时有 /( x 0 )=0 的假设. 
即知，对于区间0, 6 ]的任一分法，均可适当地取:使/(6,) = 0.从而积分和§ / 2 ( e )^ x ,=0. 

1-0 

由此，再注意到 / 2 Cr ) 在 O A ] 的可积性，便有 
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I / 2 ( x ) cLr = lim 2 / 2 < e ) Ar .=0. 

J • max I 气 I 一。 •■O 

如今再补证第一 部分： 应当首先指明，若 / Cr ) 在 [ o , 扣上可积，则对任给的 e 〉0, 总存在 [ a , 幻的 子区间 
[ V , 〆 ], 使得振幅 



亊实上，如果上述结论不成立，则存在一个 eo >0, 使对于0,乂 ] 的任意分法，有 

2 u»Ax,>Eo ^ /U=eoCp-a)>0. 

$ $ 

这与 /(■!•> 在[«, 〆 !可积矛盾，因此，结论为真. 

今取[心幻为[… •&] •由于 /( Z ) 在 o , •以一^^]上 SJ 积•故存 在区间 + 

•使 a ,[ a 2 ,6 2 3< y . 同样•存在区间 

0,，6,] C [ fl 2 +^^, 卜一^ !](=[； 一: ]• 

使 cu |>”6 3 ]<+. 这样继续下去 • 得一串闭区间 [>, •乂;](，》=1,2,3^"),满足 

a = a \ =/?• 

并且 

b n 一 ( ola m 成]<丄 （ n = l ，2,3 •…) • 

L n 

由区间套定理•诸 [ L 乂] 具有唯一的公共点 r . S 然〜 < f <\( W = K 2,3 •… >. 下证 /( r ) 在点 C 连续. 

任给 e 〉0, 取正锒数/ I 。使 阶 >+. «取5>0使 （ r —«5. r + 幻 ( Z [ a „ ] .于是•当 | o •— f | <«5时，必有 

I /(-r) —/(r) l<€tfCa' ,6 、 ]<-^-<e. 

故 /(■!：) 在点 x = r 连续.到此，充分性证毕 • 


§2. 利用不定积分计算定积分的方法 


1°牛顿一莱布尼茨公式若涵数 /( x ) 在闭区间[〜6]上有定义且连续 . F (: r > 为它的职函数，即 F \ x ) 
= /(:> •则 

JV(:)h = F (6) - F ( a ) = F ( x ) | • . f 

当 /( i ) 彡0时，定积分在几何上表示由曲线 y = /( j ：),0； C 轴及垂 

直于 OX 轴的二直线^=«和所围成的面积 S (图 4-2). 

2°分部积分法若函数 /( x ) 和 g ( or ) 在闭区间|>,6]上连续并有连续导数 
广(: r > 和 〆 UK 即 /( x ),^ Cx )6 C <,> ( a ,6)). j 0 iJ 

| f(x)g(x)dx = f(x)g(x) I : - J /?(x)/ ’(Jr)cLr. 

3。变置代换若 ：（1) 函数 / Cr ) 在闭区间[>,6]上连续，（2)函数9(/)及其导数^(0皆在闭区间[ 0 ，/3] 
上连续，其中 a = sp ( a ),6=^(；9);(3) 复合函数 /[>(/)] 在闭区间[>• 〆 ]上有定义并连续.则 

J /(J)dr= / 



图 4-2 
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利用牛顿一萊布尼茨公式，求下列定积分并绘出对应的曲边图形面积: 

dr 


【2212】 


解 I 


% 


-i x 2 — 2xcosa+l 
cLr 


(0<a<n). 


=- — arctan 


- 2o:cosa+l 

▲ [ arctan ( tan 号 ) + arctan ( cot 号 )] 
^{f4-arctan[«an(f—2-)]} 

" (图 2212). 

【2216】对于下列定 积分： （2> J ^ SeC ' xdr 



2sina 


2 +tan: I 


说明为什么运用牛顿一莱布尼茨公式会得到不正确 


的结果. 

解 （2) 若应用公式得 


[ u sec 2 xdx 1 ▲ /taar\ 

Jo 2 +tan*x~ arc an V V 2 ) 


= 0 . 


但 


2 + tan 2 x 
能皇接运用公式. 


〉0,故积分若存在，必为正.原因在于原函数在 [0,2 tt ] 上 


T 


为第一类不连续点，故不 


122171 ^ 心. 

解我们有 


L 去(点)心 = £. £(点)心+忐(点)虹 = 点 

注意 被积函数去 ( f ^：) 显然在1=0不连续，但易知 


1 + 2 


2 

丁. 


故工 = 0是可去不连续点.若我们补充定义被积 A 數在 x =0 时的值为0,則被积函數在整个[一 1,1] 上都是 
连续的，从而，积分存在.以后，凡是被积函教有可去不连续点的情形，我们都按此法处 
理，理解为连续函数的积分，另外， 


应 理解为 


L £( iT^) dj= ^n £(TT^) dx= ^rir 


以后，凡是定积分存在而原函数有不连续点的情况，都按此理觯，省去取极限的式子，但应理解为取极限的 
结果. 

flOOir _ 

【2218】 求 J \ Zl ~ cos 2 jrdx . 

提示 在每一个区间— l)7r,h] U=l, 2, ■••,100) 上积分 ，再 相加. 

解 | vT — cos 2 xdx = ^ V 2 J ysin z xcLr = J V ^ sin 2 xdx = 1 00>/2 [ siardj = 200^2. 
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利用定积分求下列和的极 限值： 


【2219】 


+…+ 


灼. 


解这是和的极限，该极限即为函数 /( X )= a : 在区间 [0,1] 上的定积分•事实上，函数/(0：)=0：在 
[0,1] 上是连续的.因而可积分.这样便 SJ 将[0，1>等分，并取$为小区间的左端点，这样作出的和的极限 
就是题中所要求的极限. 于是. 


•化 (i 


穿 )=!s § ( 十 •士 >=£士=+. 


以下各题不再说明. 


【2226】 




解 Hm /(a 4-^ ) J = J / a)jr]dj=^-^ [ /(j)dx. 


弃掉高阶无穷小置，求下列和的极 限值： 


【2228】 limsin 


JT 

， T § 


2 +cos 




解 由于—1 = 1(1+心>,式中 linifl , = 0. 于是， 




2 + cos 


2 +cos 




- - ]lim(l+a ”） 

2 + cos 赵 / — 


Hi 


)|。 = 倉 


【2232】求:⑶芒广 cosU /^ d /. 

解 ⑶ Jx I coW 油 cos(jt/ 2 他+去 J cos(7r/ 2 )dr 


= _d^nx). cos(nt2)di ^d^) 

cLr d(siar) Jo ax 


d 

d ( cosj ) 


r cos< 


nt z )dt 


=— cos « rcos (7 rsin ’ j > 一 sinjcos ( wcos : jO • > = ( siru : — cos j ) cos (7 rsin : x ). 


cos ( 


x ) = co 3 (n — n ：5 in 2 x ) = — cos ( K » in 2 x ). 


【2234】 证明：当时 • J 〆• cLr 〜古 e’ 2 . 

提示 利用洛必达法則及变上限积分的求导 法則. 

证 由于 lim ^__ ― = lim — ―—~ j — = 1 •所以•当 j *— oo 时 • dr 〜 ^ e x *. 
【2236】 设 /( x ) 为连续正值函数，证 明：当 时，函数 

(V ⑴ 山 

f U 〉 = 】十 : - 

fCOdt 


递增 • 


证首先 注意」 = 故若规定 9 (0) = 0,则 〆 •!：) 是1彡0上的连续函数.因为 
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(pix) = 


( f :/ 叫 


{ x /( x ) £ /(/) dr -/( x ) £ tf ( Odt )= 




(J: /(/)dr) 


Of ( Odt >0 


(x>0). 


所以，当时，函数 9 (x) 递增 • 

利用分部积分法公式，求下列定 积分: 


【 2242：T 亿 I lgx I dx. 

提示将区间 [+ ， e] 分成 [+ ， 1] 及 [1,+]. 

解 I ± I IgJ I dr= J ± C- lgx)dj-+ ^ lgjrdr= ( — jlg*r 


lnlO 一 / 


dr +jlgx 




dx 


= 2(1 - ) lge . 


利用适当的变置代换，求下列定 积分： 


【 2246 】 


J 2 Va z -x 2 As (a>0). 


解设•则 


• 2 v/V-x 2 


dr = a* J* sin : /cos 2 rd/ = ^ - p sin 2 2fd/= — |~sin4 / ) 




【2250】 令 z — + = “计算积分 f 
解 由于被积函数是偶函败，于是， 

L 2 Tv PT2 = N !i"L^ arcWn % 

【2251】 对于下列定积分和代换1==#/〉： 

⑴ J 二 h ^=xi, (2) L rfe- x= +. 

说明为什么用代换 i 会引致不正确的结果. 

解 U ) dr =2 .但若作代换 r = x +, 則得 

J dr = ±-|- J tl dt =0. 

其错误在于代换 f = 的反函数1=士4不是单值的 • 


=JL 


( 2 ) 


Life 


=*1 •.但若作代换+，则得 


Lt 


dr 


+ x 2 


Ltt ? 9 


于是得出错误的 结果： J " 1 


dj 


1-fx 2 


= 0 .其错误在于 a — f , 当 f = 0(0 属于 [—1,1]) 时不连续. 


【2262】计算积分 U : CO s(ln 士) ]' |dx (” 为正数〉. 


提示令 J = e f . 
解 | cos (In 士)] 


sin ( — Iru ) 一, « tl , t sin ( — lru ) sin / , • ilx . 

-•设 j：=e 、则 dr=_e f d /, - = ^7 = e f sin / •代人得 
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J 2w| |[cos(ln 士 ）] | dr= J | sin/|dr= ^ \ ^ \ sin/ | d/= ^ J sin/df=2 - 2n = An. 


【2266】 证 明：当 n 为奇数时，函数 


FU ) 


= J: sin". 


及 G ( x ) 


= J: cos-. 


为以 2 tt 为周期的周期函数；而当 n 为偶数时，则其中的任何一个皆为线性函数与周期函数之和. 
证当 n 为奇数时， sirTz 是奇函数•而且是以 2 ir 为周期的函数.于是， 


fr^tm fin 

F(x+2ir)= J sin^xdx^ | sin_«rcLr+J si 


=J sin" (tt - j)dr+ siiV\rdr = 0 + 


[sin'jdx = 


F(j) 


G(x4-2tt) = G(x) + cos " jdj = G ( j ) + | cos -* rclr + J cos"jdr 


= G(x) + 


j* cos*xdj--f J cos" 


(x-fn)Ar = G(x) • 


从而 得知： F ( i ) 和 G ( x ) 都是以 2 ir 为周期的周期函数.当 W 为偶数时，显然有 


但因 


F(x-h2jr) = F(x) + J sin \ rdr , G(x+2tt) =G( j) 4- J cos " ard . r . 

J * sin * xdr = J * cos _* rdr = a >0， 


所以和 G (« r ) 都不是以 2 ir 为周期的周期闲数. 
设 /^(•1：>=/ ： '(：1：)一€1，则 


F, (x+2n) *=F(j+2n) —j-f 2n)-F(j)+a —r-x —u = F(x) — 


F,U). 


即 hU ) 足以 2 k 为周期的周朗函数•而 


F(x) = F, (x) + ^x. 


所以， F(x) 为周期函数与线性函数之和 • 

间理以证明 G (« r ) 也是周期函数与线性函数之和. 


般地，当/( X )为周期函数时，可以证明 ：函数 FU )= f /(/) d / 可表示成线性函数与周期函数之和. 

Jx 0 

计 箅下列 积分： 

[2270r J] (xlar) 2 d^. 


(xlar) : dr = x 3 In 2 j 一 2 j 2 lar( l + lnj)dj = e 3 


一 2 J: 


x 2 lnj-dx 


一 2 J; 


(xlar) 2 dx. 


移项合并得 J ; UUu : 尸 dx =4 —| J ; xMnxdx = 夸一(知” nx —吾？）、^一 A , 


122761 Jo sin^ + cos'x* 


提示注 


意 r-r 

Jo sin 


川子 -T 


1-, 并利用 2035 題的结果 . 


解 r — 
Jo sin’ 


dx 

x+cos 4 J 


= 8 J! , =2nV2. 


利用 2035 題的结果 . 
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【 2278 】 (xsinx) 2 dx. 

Jo 一 

解 J" Usinj：) 2 dx= y \' c ^ 2 d-cos 2 x)dx=-|-x 3 x 2 cos 2 xdx 

0 

= ^-~^-sin2x xsin2jdr=^- —-^cos2x +-|-J 。 cos2jrd:r= 

0 0 

利用递推公式来计算下列依赖于取正整数值的参数 n 的 积分： 


【 2281】/, = J T sii 






解 /, 


| c ? sin" 1 xd(cosa:) = — sin'" 1 jcosj: +(n 一 1)J 2 sin""*jrcos 2 j(Lr 


=(y| ~ 1 ) cin 11 2 t>A -r— ( w % 一 


2 xdx 


(«-l) sii 


rxdj . 


移项合并得 


利用上述递推公式即可求得 


(2 卜 1)! 
(24)!! 

( 2 ^)!! 

UkTTTi 


n—2k 


w =2々 +l 


【 2282】/, 


提示令 "f ■一尤 = 名，并利用 2281 題的结果. 

解设号一 x=f ，则 dr=—d “ 且 cosj=cos(~ —r ) =sin/. 


代人得 I m = J Q f sinVd/. 

因此，与 2281 题的结果相同 . 

【 2283】 /.= | T tan 2 ■: rdr. 

提示 In = 2n-\~ Im ~ 1 ' 

解 L = J' tan 2 " 2 x(sec 2 j—l)dr= |* tan 2 " - * jd(tarur) — | 4 tan 2- ~*xdr= — /«-i» 

即 ，-• 

由于 /o = J o f dr=j, 于是，利用上述递推公式即可求得 

Ih =^1 - h(_1) " /o 

=( - 咐 -( 卜答 )] . 
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第四章定积分 §2. 利用不定积分计算定积分的方法 


利 用欧拉 公式： cosx=f ( e“+n siar =^ j ( P — 计 u 下列积分 （ m 及;? 为正 整数） 


【2291】 


解 设《 


^ cLr . 
Jo siru: 


，利用欧拉公式得 


一, 


当 n = 2 々时， 


=(e 知 +e〜）(e •《卜 " ， +W m + m + e -*w + e 
= e <u-i>u + c m-3>u + …+ ^以 + c -u + ••• + c -m — iiu 

= 2[ cos (2 ife — l ): r + cos (2 ife — 3〉: r + … + cosj]. 


于是， 


J ； 


udr 


fsin (2^— l)x . sin (2 ife —3 )j 


L ~ 2k 


2 k - 


4- — +sinj 


= 0, 


当 n = 2 k ^\ 时，同上得 
于是 • h Mdr = 7 r . 


! = 2[cosMj+cos2(^_1 〉 j+"*+cos2i] + 1, 


最后得到 




为偶数. 
为奇数. 


求下列积分 （《 为正整 数）： 


【2296】 J cos " 1 x » in ( n + l ) jrdj ：. 

提示对枳分 J cos - MjrsinU + Didr 使用两次分部积分. 


解 考虑积分 


并对它作两次分部积分，可得 


cos •‘ 1 Tsin ( n + l)jdjt 


= 卜土1: 


于是， 


cos " 1 jsin («+ 1 ) jcLr . 


= 0. 


本题也可不用分部积分法.亊实上 • a ^ HxsirKn + Dj ： 是以 tt 为周期的函数，又是竒函数，于是 

| cos " _1 xsin ( n + l ) x ( Lr = cos " - ' xsin ( n*f l ) xdx =0. 

【2299】 利用多次的分部积分法•计算欧拉 积分： 


式中 m 及 n 为正整数. 


解 B ( m f rt ) = 


( l - x ) 1 


dr 

m Jc 


x "*( l - W 2 Ar = 


-1 


B(m+l ， w—1). 


继续利用分部积分法，可得 


B ( m f n ) = 


( n - l )( n -2)".2 


马 f : 


x " •，- 2 dr = 


( n — l )!( m —1)! 
(m + n —2)! 


m^n — 


x m 


(n 一 1) !(m — 1)! 


【2300】 


(m + n — 1)! • 

勒让德多项式 P ，（： r ) 可由下面公式来定义： 

P - U) = 点砉 -的 


(n = 0 ， l ， 2 • 
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证明： 


r 


0, 

L(«r)P“:r)cLr— 2 


m^tif 


2 n + l ， 

证当时，不失一般性，设 ； i < m •由于 P _(: r ) 为一 m 次的多项式，我们记 

P m ( x )= R im ) Cx ), 


其中尺 ( x ) 


( x 2 - ir . 利用多次分部积分法，得 


r 


P m ( x ) PAx)dx 




+ (-ir R ( x ) P i p r } ( x)(Lr 


= 0 . 

当 m = ri 时， 


P m ( x ) PAx)<Lr 




_d.(j 2 -i) 


dx m 


m -|2 
_ 


dr 


设 一 1 广], ■，则 


\\ PI Cx ) dx =[“ V < ■•” 一 “'!/■-*》+ … + ( — 1 >， 


V] 


+( 一 1). 


2 u (n 


\yL 


dx 


一 ir 


\^L (: l 一 1 r 一 ” -] 心 (卜 




b 7 ! 


tdt 


2n+r 


2 2n M) 

_ ( 2 n )\ # ( 2 n )\\ 

2^'( n !) 2 (2 n + l)M 

*> i!t x= sint. 

* * ) 利用 2282 題 的结果. 

【2301】 设函数/(1〉在[>,6]上可积，函数/ : ^)在1>,6：1内除了有限个内点 < :,(/»1,_",;0及点 4 2与6 
外皆满足等式 F '(* r ) = /(: r )， 而在这些点上 fXd 有第一类不连续点（广义原函 数〉. 证明： 

f /( x)dj = F (6—0) — F ( a +0)— ^ [ F ( c ,+0) - F ( c < - ())]• 

证为确定起见，设•并记•由于 / U ) 在 [ fl ,6] 上可积，故 

[/( x ) cLr = lim 2 [ *"* 1 /( x ) dx . 

J - r -«»^ fT , 

显然，在 [>, + 7 ,(：,*,— 7 ] 上 F ' Cr ) = /(: r ), 从而可应用牛顿一莱布尼茨公式，得 

[ ? /( x ) dx = F ( c,^i — n ) — F ( c , -f »), 

Jr ，, 

由此可知 

J /(x)dr = lim ^ [F(c *+i — 7) — FCc t + 7)] = ^ [^( 。十 1 一 。〉 — F(c<+0)] 

= F (6-0)- F ( a +0)- 2 [ F ( c ,+0)- F ( c .-0)]. 

• -I 

求下列有界不连续函数的不定 积分： 

【2304 】 J sgn ( siar ) clr . 


解由于 sgnUiru :) 在任何有限区间上都可积 


) 上的 
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连续 函数. 对任何 : r ， 必存 在唯一的锒数 ▲使 々7 r <: r < a + l )7 r . 于是. 

F(j:) = J sgn(sin/)d/= J 2 sgn(sin/) 山 + | ， sgn(sin/)d/ 


=f+I 

=f 


y/l — 


了 + arccosC cost ) 


= arccos ( cosj ). 


故 


sgn ( sinx ) cLr = arccos ( cosx ) + C (— oo < x < + oo > 


计算下列有界不连续函数的定 积分： 

【2314 】 J sgn [ sin ( lru :)] dr . 

提示注意原式 =( — l)dx 十 lim ^ ^ ^ jj 

解 J sgn [ sin ( lnj -)] dj = J (一 l ) cLr + lim 矣 (— l )*^ 1 J 


dx 


一 1 + 


2e 


«=- l - f -2 e- B lim Y ' (一 1 〉卜 W ，》* 

•*- + « r^T 1 十 e 


— th 号. 


【2315】 求 ^ kosx |、/^ cLr , 其中 £ :为闭区间 [0,4； r ] 中使被积分式有意义的一切值的 集合. 

提示 E 中使被枳 凼數有 意义的区城为 [0, jt ] 及[2心3«]:再将区间 [ O . tt ] 分成 [ Oj ] 及 [• f ' d ], 将区 

间 [2 jr ，3 jr ] 分成 [2 ir ， 夸]及[夸， 3 ic ]. 

解 [| cos « r | \/sinj dr = J | cos j | \/ siru ：( Lr 4 - | | cos _ r | \Zsiardj 

=J Z cosj y/ siaxcLr+ J *• ( - cosx ) V sirudx-f J 2 cosj ■/ sin*rclr+ J Sb ( — cosx ) y/ sinxdr 


I 


-/ sinjrdar = -|-( sinx )7 


8 

T. 


§ 3. 中值定理 

r 函数的平均值数 m [/]=^ J */( x>dx 

称为函数 /(： r ) 在区间 [ a ,6] 上的平均值. 

若函数 /( x > 在[>,6]上连续，则可求得一点 f € U ，6)， 使得 

M [/] = /( c ). 

2°第一中值定理若：（1)函数/( I )和在闭区间 [ a .6] 上有界并 可积； （2) 当《<了<6时•函数 
p ( x ) 不变号，则 

J /( x )^( x ) cLr=^/J 

式中771<一<]^且討= sup /( x ), m = ^^/(1):(3)此外，若函数 /( i ) 在闭区间 0,6] 上连续•则户 = /( r )， 
其中(作者注 ：可以 证明， c 可取值使^<><6). 
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3°第二中值定 理若： （1) 函数 /( d 和 〆 •!：) 在闭区间 [ a ，6] 上有界并可积 ； （2)当 fl < x <6 时，函数 
y >( x ) 是单调的.则 

f{x')<pix')dx = <p(a J rO) J f{x)dx-\-<p{b-~0) /( x ) cLr . 

式中 (3) 此外，若函数 〆 •!)单调下降（广义的）且不为负，则 

J f(x)<p(x)dx=<p(a~hO) J /(x)dr j 

(3'> 若函数以幻单调上升（广义的）且不为负，则 

J f(x)<p(x)<Lr=<p(b—0) J /(x)dr (a«6). 

【2316】确定下列定积分的符号：（2> _ clr . 

提示 （2) 使用第一中值定理. 

解（2> 由第一中值定理知 

「■ ^}£ dx = f" 51 IHdx + P ^ilHdr = f - f -^-d/ =n\ m /-'Y 

Jo X Jo X x Jo x Jo / 4- JT Jo xCx -f 7T> 

=總 >0 ,（其 中。… . 

【2321】电流强度依规律 1 = 108111 (^ + 9 ) 

变化，其中匕为振福为时间， T 为周期…为初相，求电流强度之平方的平■均值 . 

将 t 式开平方，即得电流的有效值 


利用第一中值定理，估计 积分： 


123241 [' 


V 1 +-T 


dr . 


解由于 


y /2 yTT 7 


<0< x < l ), 从而， 


72 




dr , 即 




J : 


10>/2 ^ Jo vTTJ ’ 


利用第二中值定理，估计 积分： 


【 2328】 f " r ^dx. 

J 100« X 


解设 


/( x ) = sinxt <pC 


)=丄 


则 /( i ) 及 pU ) 在 [100 tt ，2007 i ] 上满足第二中值定理的条件，又 # j :) = 丄单调下降且不为负，于是， 


C s ^ = TkL . sinj:dj:= 


_ cos |_ 
IOOtt ~ 


± 

2 _ 0 


50 n 50 〆 

其中 100 ic < e <2007 r 及 

【 2331 】 设函数 〆 x ) 及 4( x ) 和它们的平方在区间上可积.证明柯西一布尼亚科夫斯基不等式 

| J tp(x)ip(j：)dx J ^ J tp 1 ( j)dr J tp z ( x ) cLr . 
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提示 考虑积分 f OU )- W ( x )] 2 dr , 其中 A 为任意实数. 

证 考虑积分£ OU ) — A ^ Cr )] 2 cLr , 其中>1为任意实数•从而有 

J < p z ( x ) dx —2 A J 9 3 (: r )0( x ) dr + A 2 j * ip 2 ( x ) dx ^ O . 

这是关于变 t A 的不等式，左端是 二次三 项式.于是，其判别式 

| J 93( x )0( x)dr | — J < p z ( x)dx J 0 2 ( j ) dr ^ O , 

即 丨 J < p ( x )> J )( x ) dj ： j ^ J ( p 2 ( x)dx J tp 2 ( x ) dx . 

[2332] 设函数 / Cr ) 在闭区间 [ a ，6] 上连续可微且 /( fl )=0, 证明不 等式： 

其中 M = sup |/( x )|. 

提示 利用 2331 題的结果，有 

[J’/'( ， )d/] z < J: id/ |y /l (/)d/. 

证设: r 为 [ fl ,6] 上任一点，利用柯西一布尼亚科夫斯基不等式得到 

{ JV ^^ dr }^ ldrj , 广(:)仏 


即 


/ 2 ( x )=[/( x )-/( a )] 2 <( x - a ) £ / /2 ( x ) dr <(6- fl ) J * / ,2 ( x ) dr . 


由此可知 M 2 ^ sup / 2 ( x )<(6- a ) V ，2 ix ) fLr . 

P - 


【2333】证明 ：等式 


lim P " — dx = 0. 

J m X 


提示 使用第一中偟定理或第二中值定理. 
证证法 h 应用第一中值定理，知 


lim — dx = lim ^ p =0 


其中 & 为界于 n 与 /i + p 之间的某值. 
证法 2: 应用第二中值定理，得 


J*^dr =士 | siarcLr | =士 Icosn-cos〆. |< 去一 0 
其中6是界于”与” + ；>之间的某值.于是，^广 ， ^dr = 0. 


(« 


§ 4. 广义积分 

1°函数的广义可积分性若函数 /( d 在每一个有限区间 0,6] 上依寻常的意义是可积的，则可定义 

J /( j)dr = ^lirn J /( x ) cLr . (1) 

若函数 /( d 在点6的邻域内无界且在每一个区间 U ,6— e )( e >0) 内依寻常的意义是可积的，则取 


/( x)dx = lim [ / ( x ) dx . 

r— 0 Jm 


( 2 ) 


若极限 （1) 或 （2) 存在，则相应的积分称为 收敛的 ，否则称为 发散的 （在基本的意义上） • 

2°柯西准则积分 （1) 收敛的充要条件为 ：对于 任意的 e 〉0, 存在数 6=6( e ) •当夕>6及时，下面 
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的不等式成立： 


L /( x)dr <€• 


对于形如 （2) 的积分柯西准则的表述是类似的. 

3°绝对收敛的判别法若 |/( oO | 是广义可积的•则函数 /( x ) 所对应的积分 （1) 或 （2) 称为绝对收敛 
的，而且显然也是收敛的. 

比较判别法 I .设当时 |/(_ r ) |< F ( x >. 若 ^ FU ) djc 收敛，则积分 P /( x ) do - 绝对 收敛. 

比较判别法 U •若# * r )；>0 及当 jt — 十 00 时， f ( j ) = 0 - OU )]， 则枳分 j "' 9 ( i ) dr 及 J "^(_ r ) dr 同 


时收敛或同时发散.就特别悄形来说，若当 


时一^)〜 0(* r ) •则上面的结果也成立. 


比较判别法 ID . (1>设当 •!：— + «> 时 ，/(■!•> = 0* 在这种情况下•当 p >\ 时，积分 （1) 收敛；当 


/时，积分（1>发敗. 


(2) 设当 or — A —0时， /( x ) = 0 - •在这种情况下，当 P <\ 时，积分 （2) 收敛 | 当 p >\ 时•积 

， ■ 

分 （2) 发敗. 

4° 收敢性的较 稍密的 判别法若（1〉当 + oo 时•函数 pU ) 单渊地趋近于芩； （2) 函数 / U ) 有有界 
的原函数 


Fix ) 


J : /(⑽, 


则枳分 


j " /( j > 9 ?( x)cLr 


收敛，但-•般地说•并非绝对收敛. 
在特殊 悄形下 ，若 P >0, 则积分 


o * r， 


dx ( a >0) 


收敛 • 


5°柯西主值若对于任意的 e 〉0, 函数 /( x ) 的积分 


厂 /(:>dr 及 j * /( x)dx ( a < c < 6 ) 


存在，则柯 西主值 （V •尸 • ）为 


相仿地， 


V • P • | /( j 〉 dr = lim [J /(:>cLr 十丨 /( x)dr . 
V • P • 「 /( x ) dx = lim f /( x ) dx . 

J -oo •一 ♦00 9 )—钃 


计算下列 积分: 


【2339】 [ 


dr 


提示从定义出发•并利用1921題的遂推公式. 


m I?? 


2 x+l 


+ I+1) 2 3(i 2 +j+1> 3 ^ 3 4 


2j+1 • 

~ 7 T 


由 f 


- I irn J -° (P 


dr 

+ x + l ) : 


lim r 

— 令 00J0 


_ dr 

( x 2 + x + l ) : 
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2 a +\ 

4 ^ 2 a + 11 

3( fl 2 +a + l 〉 

_arctan _ 

3>/3 73 . 


点 arctan i)— 

3(^StT) + i^ arctan ] - (I + 妤 




4 tt 


所以， 


3 万’ 

厂 a . 


-oo (，十 :十旷恭 


*) 利用 1921 題的递推公式 • 

利用递推公式计算下列广义积分 （《 为正整数） 

cLr 


[2349r L = 


n w 


( ac - b 2 >0). 


+ 2& r + c )_ 

解题思路 利用 1921 題的递推公式及定义可得 

v 2 n — 3 a . 


2( n - l ) 


- A 2 


并注意 


解 


aj + 6 


即 


/.= 


2 (w — 1 )(ac — 6 2 )( ax 2 +26 j + 
2 n —3 a . 


♦ •o 

_ , 2 w -3 

—•© 


2( ac - b 2 ) 


/. 


2n- 


2( n 一 1〉 ac — b 2 


2(” 一 1) 


一 b l 


( n > l ). 




dx 


= _sgrw 


+ 26 j*+c ^ ac - b 1 

利用递推公式及 a 容易得到 

, (2 n 一 3>(2 n 一 5) …3 • 1 nc 


arclan 


a K :++) 

y / ac—W 


nsgna 
Vac—if 


3 # 1 na m x sgna _ (2 w — 3) !! na m 1 sgna 

"(2” 一 2)(2” 一 4) … 5 TV ( flc _ 62) .-|-(2 n -2)!! • (虹一 

利用 1921 題的结果. 

: m dx 


【2351】/， 1 


v/(1-x)(1+j) 
解题思路 注意到当 I — 1一0时， 


VI -. 


>/(1-x)(1+j) V 2 


故积分 收敛. 


解 由于 VT 


7(1一文）（1 十: r ) 


(当1—0时），且户=+<1,所以，积分收敛. 


其次，设 J = sin /， 则 


= Io 


7 df = 


( 2 ^- 1 ) 

(2 k)H 

(2k-2) 

(2 k - l ) 


= 2k 9 m 


= 2 k-l 


* ) 利用 2281 題的 结果. 

【2353】 ( 1 ) J ' Insirurdr ； (2) J ' Incosjdr . 
解题思路首先，容易证明它们是收敛的. 
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其次，令 /= 号_：|：， 可得 J 2 lnsiru:<Lr= J 2 lncosjrcLr = A. 相加即得 2A = A —号 ln2. 

解先证明它们是收敛的 . 事实上，当 x- + 0 时， v^lnsinx-O, 所以，积分 J" f lnsin^dr 收敛 . 
同法可证积分 lncosxdr 也收敛 . 


其次，求这两个积分的值 . 设 /=f 一^•，则有 


lncosjdx= lnsiardr=A. 


相加得 


2A = J T (lnsiar-Hncosj-)dj= J' In(-|-sin2x)dr = lnsin2xdr —In2 dx 


lnsi 


sin/d/ 


,n 2 = i(f ： 


lnsin/d/4- | lnsin/df) — -?-ln2 


=| T Insin/df — jln2 = A — 号 ln2’ 


于是， 2A = A-yln2, A= — 号 *ln2 •即 


【 2356 】数 


J 了 lnsirudr= lncosj ： dj= — ^-ln2. 


称为函数 /(t) 在区间 （ 0,+oo) 上的平均值 . 求下列函数在 此区间 上的平 均值： 


(2) /(x) = arctaar ； (3) /(j:) =V7sirur. 

解 (2) M [/]= lim 士 J 。 arctan^d^= lim 士 [j 

. IT i- ln(l+X*)_ 7T 
一 lim -- «lim 

L LX L 


-yln(l-hx*)] 


2 x — n 
2(l+x 2 )~ 2 * 


(3) 利用第二中值定理，得 


'=y/x J sin$d^=Vx (cosc — cos j ) (0<c<x). 


于是 • ^ [/] = jim ^ 


N / TT^dr 

123571 求 ：（ 2) lim^ —— 3 - , (3) 


o 

r ' e^dt 

lim ^~； — , 


♦ 0 In 


其中 fl>0,/ ⑴为闭区间 [0,1] 上的连续函数 . 


解 （ 2 ) 由于 t 2 <yrfF 9 所以 ，^ J 1 f 2 d/=< ■ ，从而，当 


时 , J: vT+T'dr 


. 利用洛必达法则，得 


把 - 。 =^^§^=1 


(3 ) 由于 limtit 


，故广义积分发散 • 颜，所求的极限是 ^ 不定式•利用洛必 


达法则，得 
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第四章定积分§4 .广义积分 



lim 


f ； 


dt 


= lim 


* ) 原題 （3〉 中+ 0误印为 x —0. 

硏究下列积分的收 敛性： 


【2361】 


x p ~ 


解题思路先将原积分分成 

原式=^ x ^-' e - Mx . 

对于上式右端第一个积分，只要注意当 X — + 0时，/ ) — 1: 而对于第二个积分，只要注意当 

foo 时 ，/(〆 一 1 0.从而，当/>>0时•原积分收敛. 

解 将积分分成 

J^°° x^- , c^dx= J* x^- , e-"dx+ ^ x^-'e-^dx. 

对于积分]^ ^( Lr . 由于：^-，（分-^-，）— 1 (当： r - + 0 时），故当 p >0 时（从而1 一/><1),积分 


M dx 收敛. 


对于积分 




•.由于 


x 2 (x" 




e x 


♦0 (当 


时）， 


故对于一切 />值 ，积分 x^^e^dr 恒 收敛. 

于是，当/>〉0时•积分分- 1 ^〜 dr 收敛. 

【2362】 J: xMn* 士 dr. 

解将积分分成 

J* : rMn* +<Lr= J * 7 xMn* J ^ xMn* -^-cLr. 
对于积分 & : r ， In ， 士 dr , 由于 




lim 


(-?) 


故积分 f / lrV ^ dr 当一 (?<1 (即 <7> — 1)时收敛•当 _ g 彡 1 (即^一 1) 时发敗.于是，当^一 1 时, 

分「： rMM 丄 do * 必发散.故下面可在 q >~\ 的假定下来讨论 P xMn * 丄 dx . 

Jo -T Jo 1 

若/>>一1,可取 r >0 充分小，使 P — r >_ l •于是， 


枳 


lim 


, (In 丄) ， 

T x p \ n q —— =lim - ；■ J . =0, 


一。 （ 士 ) r 


由于一 />+ r<l •故此时 | T xMn ^ 丄 cLr 收敛， 

Jo «2 T 
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若/><一1( 设^ >一1),则 


[ T x p \ n q J 2 a : l \ n 9 -^ cLr = — (in -^ ) d(ln 士 )= - 

故此时士 dr 发散. 

总之•仅当/>>一1且 g>-l 时，积分士心收敛. 


(In 士) 

g+1 


[23671" \ (n^O). 


解当时，设 /( ： r〉= 


n >0 时单阑下降且趋于零 （ 


犮⑴ = 7371： 


: ，则对于任意的 A >0, 均有 | 〔 /( z ) dx |< ji 其次，当 


.从而得知积分 y ^ dx 收敛.至于当 


0时，积分显然 


发敗. 


当 a = 0 时，由于 X " 7^ — 1 (当 + oo 时） ，故积分£ ‘ 


1- f - x " 


d : r 仅当 《>1 时收敛. 


于是•当 a 关 0 、 n > 0 及 a = 0 、 n > l 时•枳分 f ^ dr . 收敛. 

[23681 

解题思路首先，注意到士一 f )• 

其次，易证 f £^ cLr 收敛.而 f _发散.于是，枳分 f ^ dr 发散•从而，原枳分也发散. 


解方法 


— cos 2 j 
lx ~ 




积分 r t 显然 发敗. 


又因对于任意的 A >1 




cos2jdj 


<2,且当 


时 •+ 单调地趋于零 •故积分 r 


cos 2 x 


收敛 • 


于是，积分 f 00 发散，从而，积分 ^ dr 发敗. 


方法2 


r ， = 釘 : 




由于不论/ V 取多大，只要取 f > = N •我有 


S > T = .?.T = ^ + --- + ^ > ^ + ^ + * ，，+ ^ = 27v N== y* 


故递堉数列 


2 Y (” =1.2,…）的极限把 S . 是 + oo , 即公+ = +| 


于是，积分1 

【 2369 】 J : 

解 綱积分 


dx 发散. 


sin p xcos q x 


. 对于任何 g 值，由于 


196 



第四章定积分§4 .广义积分 



limo^ 


sin p xcos 9 x 


Hm (-^-Y lim (—)= 

、 siar / x—fo V cos ^ j : / 


故积分 P ^ 


dx 


仅当 /><1 Q 为任意值）时收敛. 


再考虑积分 f 


dr 


sin p xcos 9 j ： 


. 对于任何/>值，由于 


， (f-,y 


聋。(封 


sin A xcos 9 x 




=1 


故积分 


dx 


sin^xcos f -r 


仅当 7<1 (/> 为任意值）时收敛. 


于是，当/ ><i a 9 <i 时，积分 J* f 

123711 JoV 


dj 


: cos q x 


收敛 • 


dx 


l+x「. 


解 先考虑积分^ 不妨设 min(/>,0 = p ，由于 

，。卜 fe ) = ， 

故积分£ Pfe 仅当户•即当^/>-9><1时 收敛. 
再考虎积分1 • 不妨设 max ( />，</>*= <7,由于 

故积分 J 7 仅当 9> i 即当时收致 • 


于是，当 min(p ， g)<l 且 max(pt<7>>l 时，积分 f ~z 

Jo x 

123741 n 

解先考虑对于任 意的 〆 由于 




收敛. 


lim («r — 
1*^0 

■ 


1” 


P ln^ 




故积分 f 


dx 


x^\n 9 x 


仅当 9<1 R/> 为任意值时收敛. 


再考虑积分.如果/>>1,取 a 〉0 充分小，使/则对于任意的 g , 由于 

(Fife ) =0 ， 


故积分收敛；如果/><1, 9<1,由于 

dr 


. 2 


ln^j 




r 忐 


(lor) 


1-9 


故积分 f 


dx 


: rMn^r 


发散 • 


于是，当/»〉1且 <7<1时，积分 f ^7^： 


收敛 • 
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研究下列积分的绝对收敢性和条件收敢性 


【 2378 】 


解题思路 


dr . 


易证积分厂“ ^ clr 收敛. 而枳分 ^ cLr 显然收敛，敁积分 f ^ dx 收敛. 


其次，由 I ^ I ( x 〉0) 及2368題的结果可知，原积分不是绝对收敛的. 

解对于任意的 A >1, 由于 | 「: sin _ rdr |<2, 且当 i - + oo 时，士单调地趋于零，故积分•收 
敛.而积分£ _dr 是普通的定积分 （_ 在 _ r =0 有可去不连续点•故补充定义其值为1后，^可视为 
[0,1] 上的连续函数）.故积分 J 7° ^dr 收敛.但它不是绝对收敛的. 

亊实上，当文〉。时，|_|>^,由2368题知，积分 发敗, 故积分 ri 5 ? 卜发散 • 
【 2380 】 ^sin(j：»)dx iq^O). 


解设£ = 1%则 dr 


•于是， 


J j # sin ( j * )cLr = J / 十 1 sin / d ，. 


先考虑积分 L /守 _ 1 sin / d /. 由于 


lim (t 


sinr ) = lim = 1 • 


故积分 £ ^^ sin 仙仅当一^ 11 ; 1 •即当^^>一1时收敛.又由于被积函数在 [0,1] 1：非负，故也是绝 


对收敛的. 


，故对任给的 A >0, 总存在正粮 


再考虎积分 /〒- Uin / d /. 如果 f <1•则由于对任意的 A >1. ||^ sin / d / j <2 a 单 W 地妇 

于零（当 f + oo 时），故此时积分 J "'* r 屮 -, simdr 收敛•如果$ = 1,则积分/宁 — sin/df 显然发散. 
从而，积分 P fYdsin / d / 也发散•如果 f 〉1,则由于 lim /〒4 = +00,故对任给的八>0,总存在正粮 
数 N , 使有 2 N » H ■予 > A ，且当 />2 Nn + 子时，/宁^>#. 

今取 A’ = 2Nir+ 子 ， ，= 2iV7r+ 专，则有 

| J sin / d/j >>/2 j sin / d / =1* 

它不可能小于任给的 e (0< e < l >, 因而，积分发散，从而，积分也发散. 


Mr 也发散. 


于是，仅当 一1<$<1 时，积分收敛，且当之一 1时，积分 J ": r 宁 - SinH / 绝对 


收敛. 


下面我们考虑积分 t 
(1) 时，由于 


sin / d / 的绝对收敛性.分三种情形 讨论： 
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sin / ^ 


且 


1： 


d ，收敛，故当$ <0 时，积分 J ; 


tLU 】 


(!</< + ■ 


sin / d / 绝对 收敛； 


(2) 乎 0 时，由于 


n 


£±i_: 


&= r 5 

sin / 

J #— 4. 

Qi 一 I 

ji 

丁 

cu 一 ~ 


故此时积分不绝对收敛（但条件收敛 ）* 
P +1 . 


(3) ^ >0 时，由于 


广 l^sinrld^J^^d^+oo. 


sin / d / 绝对收敛. 


故此时积分也不是绝对收敛的. 

于是，当一 l < f <0 时，积分 

嵌后我们得到：当一 1<$<0时，积绝对收敛：当 0< f < l 时，积分条件 
收敛. 

【2384】若收敛，则当 i - + oo 时是否必有/( I )—0?研究 例子： 

(1) | sin ( x 2 ) dx . 

解不一定.例如 • 

(1) 积分 sin (_ r 2 ) dr 收致.事实上•它是2380题之 特例 ： p = 0,(7=2 .但是 ， lim sin ( 〆 ） 不存在》 
【2385】设函数 /(•!) 在 0,6] 上有定义且无界，可否把函数 / U ) 的收敛广义枳分 

J fix)dx 

看作对应积分和 /(^) Ar . (x,<f .^x, =x,+ i — X,) 

的极限？ 


提示不能. 

解 不能.因为若是瑕点，则对于的任何分法，不论其 maxIzU . I 多么小，当分法确定 

以后，设 (^[4,4+,] ，则总珂以取色•使 H /( eMx . 大于任何预先给定 的值. 因此，当 maxlAr . l -0 时， 

0 

§ /(^)^,不可能具有有限极限. 

•-0 

【2386】 设 £°° /( x)Ar (1) 

收敛，函数 #•!：) 有界，則积分 

J /(jr) 沪 (jr)dx (2) 

是否必定收敛？举出适当的例子. 

若积分 （1) 绝对收敛，问积分 (2) 的收敛性如何？ 

解题思路 不一定 收敛.例如 ，积分 f ^cLr 收敛 ，9( x ) = S iar 有界，但是 ，积分 f 发散 • 

其次，设 •則由 丨 /(0 ： )9( 文） 1<11/(1) 丨及 ]" l/(x)|dr 收敛，即知 J^°/Cr)9(:r)dz 绝对 收敛. 
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解 不一定 .例如 ，积分 _ dr 收敛，且 〆 : r )= S iru : 有界 ，但是积分 fdr 是 发散的 
若积分 （1) 绝对收 敛 ，〆 * r ) 有界， 则积分 （2) — 定是绝对收敛的•事实上，设 l ^( x)|<L ，则由 不等式 

|/( x ) 9 >( x )|< L |/( x )| 及 |/( x)|ir 

的收敛性即可获证. 

* ) 利用2378題的结果. **) 利用2368題的结果. 

【2390】 证明 ：（2) V . P . y ^ j =0. 

提示从定义出发. 

证 （2) 由于 

• 把 (JT A+LA)'—。(+ ln I ¥ I + i ln I 肖 I 一 + in l 宁 I) 




所以， v. p. £ ° ^zrp=o. 

求下列 积分： 

123921 v * p * r l^trr 


提示 注意点 


解由于 


及 


为被积函数的耿点•从而•由定义即易获解. 


r 二 


3^+2 


所以， 


lim ( [' ' -H 

^ t ° o } Jo X " 

=lim (In —In2 + In In | | 

d 

=lim (In '亡 1 - ln2 + In j 亡 ; ) = - ( n 2 = in • 

vp . r ^ rr in f 


3 x +2 


ln i +- 7 ) 


§5. 面积的计算法 

1° 直角坐标系中的面积以两条连续的曲线：和力（1>[力（1)彡: y ^ i )] 与两条直线文=<1 
和 ^r = 6( a <6) 为界的图形允八:氏月八图4一5(1>)，其面积等于 

S= | [ ， “:)— 3^(1 >]dr. 
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第四章定积分 §5. 面积的计算法 


2 °用参数方程给出的曲线所围成的面积若: r = j ：(/)，： y =： y ( r > ( 0 < r < T ) 为一分段光滑的简单封闭曲 
线 C 的参数方程，并且沿曲线的环绕方向为逆时针方向•使得该曲线所围图形总是位于其左侧（图 4-5 
(2))，则此图形的面积 S 等于 

S= — | T y(^Ox\t)dt= xU)y\t)dt I 

或 s = t \1 士. 

3° 极坐标系中的面积以连续的曲线和两条 射线史 
和 < p=p ( a </?) 为界的扇形 OAB ( 图4一5(3)).其面积 S 等于 8 


s= Y r 2 (<p)dtp. 



求以下列直角坐标方程所给曲线为界的图形的面积 

【 2405 】 y l =2px, 27 />y =8(x-p) 3 . 

解曲线1:27/>：/=8(1—/^与曲线 L :: y =2 Ar 在第一象限内的交点 
为如图2405所示，所求的面积为 


图 4-5(3) 


S =2 


V '[(户山 


2/ F ， 


= 2(心+备 pM _& 3 )|。 

【 2406 】 Aj 2 +2 ar ： y+Cy = 1 ( AC — B ? >0). 

解解方程，得 

_ 一— „ _— ar + VB 7 x i - C ( Ax i -\) 

y \ = - q -及 yt = - g ： - 

当妒/一 C ( A / — 1)>0 •即时•: y , 及力才有实数值•设 a 



图2405 


则所求的面积为 


S = J - yi > 心 = 吾 J v/C* — (AC— B 2 ) dr= ~ -/AC~— W J ■/a r —~?Ax 


【 2408 】 x = a\n 


fl + 


一 (曳 物线 ） •: y 


提示所求面枳为 


S =2 I Ialn aJ( ~ ^ — y / a l — y z jdy » 

并注意： y =0 为 珉点. 

解如图2408所示，所求的面积为 

S =2 j : 卜 ln ^±^ HZ - y ^7 ■卜 



图2408 


= 2a lim [ In — 
e- + 0 J, 

= 2u lim (^yln —■ 


d _ y -2 ( j Va 2 — y 2 + y 
•+aarcsin 予 ） ~^~ = 


f ) 


2 = = 


• 在第 四章的 这一节和以后各节都把一切的参数当作是正的. 
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求下列参数方程所给曲线所围图形的 面积： 

【2415】 x = a ( cosr +/ sin /) . , y = a ( sin / —/ cosr ) [0^ r <27 r ] (圆的渐 伸线〉及工 
解所求的面积为 

S = — J a ( sin / — / cos / ) a / cos / d / — ydx 

• I 2t A 2 

ydr=y(47r 3 +3ic) 

其中 J ^ jycb ： 表沿着从点 A ( a ， 一 2 m > 到点 B ( a ，0) 的直线 ^ 上的积分.由于在 M 上 





~ L yd ^ 


故 dr = 0 •从 


而 


， L — =o . 


于是•得 S = ^-(4 w 3 +37 r ). 


求下列极坐标方程所给曲线所围图形 S 的 面积： 


124211 -命 

解所求的面枳为 


(拋物线 ^=4. 




s= ilj u -么 〆 炉 = ^ \\ csc4 f d (号） = 一子 ( cot f 十 T coia f )|I 


=^(4>/2+3) 


f =1 +#. 


124221 

解所求的面积为 


(0<€<1) (椭圆）. 


s= 


參 *2* 




P 2 d © 


+ €COSf) 




dtp 


( l + ecosp ): 


设 tan l = t ， 并记 £ T ’ = 


1 +c 


，则有 


f d<p _ f 2( f 2 + l ) d / _ 2 f 6 t 2( l - a 2 ) f df 

J (l+€COs 9 ) 2 J <l- e ) 2 0*+W (1- c ) 2 J t 2 ^ a 2 (1- c ) 2 J 0 2 + a 2 ) 2 


arctan 


2 C \- a 2 ) f 

(1-c) 2 1 


a(l-e) 2 - a • (l~c) z \2a 2 (/ 2 +a 2 ) 2a y 

当 （ X ^ TC 时， 0< f < + OO , 从而得一广义枳分.于是，经计算得 

(1 —a 2 )ir \ np 2 


arctan 


+C 


S = \ 


a ( l - c ) 2 2 a 3 ( l - c ) : 

利用 1921 题的递推公式. 


} pI 


(1- C 2 


变为极坐标，求下列曲线所围图形的 面积： 

【2426】 x 3 + y =3 axy (笛卡儿叶形线〉. 

提示 注意 r = t o < y <~ f ~ ， 并令 tan f • 

解 r 3 ( cos 3 < p + sin 3 9 ) = Zar i co S ?： sin 9 , 于是， 

当史€[ 0 ,|]时，/^： 0 ，且当妒= 0 及 9 = j 时 ， r =0 •所以，从 9 =0到穸= 
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S 


叶形线位于第一象限部分所围成的面积，即为所要求的面积（图 2426) 
= 丄 ff 9 a 2 sin 2 ycos 2 <p , _ 9a 2 t 2 dt ° _ 9 q 

2 Jo (sin'+cos 3 #*^ 3 2 Jo (1 + f 3 ) 2 2 

= 3 al 

设 tan < p = t . 


』? l 3 (l + / 3 ) 




用参数方程的形式给出下列曲线,再求曲线所围图形的 面积： 

【2429】 xi +^ T = a 7 (星形 线）. 

提示令 i = acos 3 “ y = asin 2 t , ， 它对应于四分之一的面枳. 

解 设 x = acos 3 t f y = as \ n 2 t ^ 

其中它对应于四分之一的面积.所求的面积为其四侪 .BP 


S -4 




( — 3a 2 sin 4 f cos 2 t ) dt =\ 2a 2 ^ ( sin 4 / 


7 

o 



3 ira ; 

T 


图 2426 


§6. 弧长的计算法 

1° 直角坐标系中的弧长一段光滑（连续可傲）曲线: y= ： y(d ( a <a ： <6) 的弧长等于 

5= I * >/ l + y :( aOdar . 

2°参数方租所给曲线的弧长若曲线 C 由参败方程 

x =x(/) f y = yU ) (f 0 «T>， 

给出•式中 ：r ⑴，: y ⑴则曲线 C 的弧长等于 

s = f %/x ，2 (/)+y 2 (f> d/. 

Jl 0 

3° 极坐标系中的弧长若 r=r( f ) (a<^) , 

式中则相应曲线段的弧长等于 

s = J y / r 2 (< p )+ r ，z (< p ) dtp . 

关于空间曲线的孤长可参阅第八章. 

求下列曲线的 弧长： 


【2433】 y=ach 土从点 /UO,a〉 至点 B ( b . h ). 


解所求的弧长为 




1 + sh 2 —— cLr 


「 ch - 
Jo a 


cLr = ash 


IX 


y / h 2 —I 


* ) 由于 /i = ach + , 故 sh •^■= / ^/ ch 2 ^ — 1 =士 y / h 2 — a 2 • 


【2441】 ar =- 


^= ysin 3 /, c z = a 2 - b 2 (椭圆的渐屈 线）. 


解 






ab 


sin/cosr v /6 2 cos 2 r + a 2 sin : /. 所求的弧长为 


= 4 J: 


3 c 2 

c t 


ab 


sin / cos / y / b 2 


12 c 2 


3abia 2 —6 2 ) 


{ b 2 + ( a 2 - b 2 ) s \ n 2 t) J 


f _4( a 3 -6 3 ) 

0 ab 
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【2450】 




解 /? r T 7 T = as \ n 2 寻 （0<9<37 r )( 图 2450). 所求的弧长为 


=1： 


3 tw 
d 广了 • 


我们甚至可以 证明： 
r 弧 A 为弧的三分 之一； 

2° A , &之间依次是等差的，其公差为^\ 

不仅如此，我们还可以证明更一般的情况： 

曲线： r = aS in ” i (« 为正整数）之全长为 

n 

• /OL 一 OX I • 

Aka 




(2 卜 2)!! 


(2 卜 1>!! 

5一\ 

(2灸+1>!! 


(2^)!! 


2 k . 


= 2务+1 


[2453] 证明 ：椭圆 x = acost . y=bsint 的孤长等于正弦曲线 y=rsin f 的一波之长•其中 以一泛 
证对于椭阒•其全长为 

j , = J \/ a 2 sin z r 4-6 i cos i / dr = >/ a 7 — c 2 cos 2 rdf=a J \/1 一 e 2 cos 2 tdt = a J >/l — e 2 sin 2 / d /. 

对于正弦曲线，其一波由0到 2 M > 之长为 


s 2 = J ^l + p-cos 2 dj= J >/b z -\~c l cos 2 tdt= J y/a 1 —c z s\n 2 tdt = a | \/l —c 2 sin 2 /d/. 

所以… =& ，本题 得证. 


§7. 体积的计算法 

r 由己知横截面计算物体的体积若物体的体积 V 存在，且为物体的横截面面 
积，此横硪面经过点 I 且垂直于 ar 轴，則 V = J * S ( x ) dr . 

2°旋转体的体积曲边悌形 

a ( x ) t 

绕 ar 轴旋转所成旋转体的体积等于 

V x =7 r |%*< x ) dx . 

在这里： y ( i ) 为单值连续函数.在更一般的情形下•图形 

a <x <6， yi ( x)<y 
绕 Or 轴旋转所成的环状体的体积等于 

V=tt [* —.yJ(j-)]Ar. 

这里 M ( X ) 和: y 2 Cr ) 是非负的连续函数 
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第四章定积分 §7. 体积的计算法 


求下列曲面所围成的 体积： 


【2463】 


+ 


c 2 


(椭球面）. 


提示用垂直于 Or 轴的平面戴掮球面，其截痕为一椭圓，易知其面积为 

解用垂直于 Ox 轴的平面截捕球面得截痕为一椭圆，它在: yOz 平面上的投影为 


V 2 


z 2 


叩一 S) 〃(卜 S) ■ 


由此显见其半轴分別为 


V 1 "? 


及 C 


小-¥， 


从而，此椭圆的面积为 


S(x) 


=咖(卜妥)，- 


于是，所求的佛球面的体积为 V = J ^ S ( x ) dr = ^ l -^ nbcdx ^^- nabc . 

[24661 x 2 + y 2 - i -* 2 - a 2 , x*+y = ax . 

解如图 2466 所示，过点 Af(x，0,0) 垂直于 Oa : 轴作一平面 • 

在所给立体上截出一曲边梯形，其曲边由方程 


2 = v (“ ‘一一 y 

给出（上 半面〉 ，其变化范围为： 


— Vax—x^^y^ Vax-^jr (如图中 ABCD). 
从而，其截面积为 

f V X 2 _ _ __ 

SU) = 2\ y(a 2 - x 2 )-y dy 



=ai xT 一 a 舍 jT +(a 2 — j 2 )arcsin 工 〆 

于是，所求的体枳为 

V =2 J *。 S(x)dr=2 j *。 [a"l ■: rl 一 aT jT +(a z ~ x 2 ) a resin 

= 4 (| a 3_| a . + [(^ l _| a .)_(^ Jta ._ l | a »)]} = | a .(„_ 

求下列曲线段旋转所成旋转体的 体积： 


图2466 


f ). 


及 


【2480】 x = a(f — sin /), jy = a ( l — cos /) (0^/^2«) •y = 0： 

(1〉 绕 Ox 轴； （2) 绕 0 ：y 轴 i (3> 绕直线： y=2a. 

解所求的体枳为 

(1) V x = 7T a 3 ( l-cos /) 3 d/ = 57t 2 a 3 { (2) V y =2n^ a 3 ( r-sin /)( l-cosO z dr = 67r J a 3 

(3) 作 平移： ^=y+2a, x=i 则曲线方程为， 

a : = aU 一 sim ) , — a(l + cosf ) , 

y=—2a. 


于是，所求的体积为 


Vi=n [4a 2 — a 2 (l + cos /) 2 ] a(l — cosOd / = 77 r 2 a 3 . 

Jo 
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8. 旋转曲面表面积的计算法 


平泔曲线 AB 绕 Or 轴旋转 所成曲面的面 积等于 

P = 2n^yds, 

式中 ds 为弧的微分. 

求旋转下列曲线所成曲面的面积： 


【2489】 


= 2 px 绕 Oj 轴； （2) 绕 Oy 轴. 


解（ 1 > 于是，所求的表面枳为 


P , =2 it J s/lpx y [(2 j 0 + p ) y / 2 px 0 -¥ p l 一 〆 ] • 


( 2 ) 71^7= 气+( 于是•所求的表面积为 


I / TT 77 ㈣ irj ■广 g • ^ 


dy= y\o 


y 




y (2 y +/> 2 ) 

8 


y z ^o 


=JL 


vV+y —皆 ln ( y + v/y + /> 2 )] I 。’ 

\/2 j 0 + y/p + 2 x 0 


(p^rAxo) /21。（/> + 21。> — p 2 \n 


> Tp 


【2495】 x = a(t — s \ nt ) • y = a ( l — cos/) (0</<2 ir ) 
(1) 绕 Ox 轴： （2) 绕 Ojy 轴 i (3) 绕 g 线: y =2 ti . 
解先求 d 5: 


ds= y/x t l +7, d/ = 2asin —d/. 


于坫，所求的表面积为 


64 


(\) P, =2 k J a(l —cos /)2 asin 16 na 2 J sin 3 uda = ^ .. 

(2) P y = 2 ir J a ( r — sin /)2 asin -^- d / = 47 ia * J (，一 sinf)sin 16 W 

(3) 作平移 x=Jt 7 = 孓 +2 a 则 > =— a ( l-f cos /). 


P y = 2 jrj* [— a<l + cos/) 2 asin 


32 

T : 


* ) 在此取绝对值，是由于被枳函数始终不为正之故. 

【2498】 ⑴绕极轴, （2) 绕轴广 号, （3) 绕轴 ff ". 


解 （1 ) y = a ycos29 ： sin9t ds= 


dp 于是，所求的表面积为 


V COs2^5 

P =2 • 2 tt| T a z su \< pA < p = 2 na l (, 2 - 

(2) x=a v ^2^ co S?3 于是，所求的表面积为 

P= 2 iz f 4 a y/cos 2 <pcos<p —r==d<p= 2 na 2 ^ 2 . 

vcos 29 ： 
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第四章定积分 §9. 矩的计算法.质心的坐标 


(3) x — a vcos 2^ cos^t y=a vcos 2 < psirup ^ ds = 


\ Zcos 2^ 


d < p . 


注意到在一 f 内恒有 i — jy 彡0,于是，所求的表面积为 


尸= 


= 4咖: 


2 " J f f ^ yi ^ d < p = ^ i % 一-一…穿一 

§9. 矩的计 算法. 质心的坐标 

1°矩若密度为的质 ttM 充满了 ttr：y 平面上的某有界连续统(曲线•平面的区域），而 
•(: y ) 为中纵坐标不超过： y 的部分的相应度童（弧长，面 积〉 ，则数 

l|rn ^ P ( y . ) yf ^«>(■>>•〉 = py t duj ( y ) (灸= 0，1，2,…〉 

称为质撖 M 对于 Qr 轴的 A 次矩. 

作为特殊悄形，当々= 0时得质量当々=1时得静矩，当々= 2时得抟动惯量. 

类似地可定义出质 ft 对于坐标平面的矩. 

$^0=1，则相应的矩称为几何矩（线矩，曲积矩•体积矩 等〉. 

2_质心均质平曲图形 S 的质心的坐际(0：。，力）61由以下公式来 定义： 

M ； x, 


M k 


x 0 = ^-, >r 0 

式中 M X ^ 为图形 S 对于 Oy 轴和 ar 轴的儿何静矩. 


s 


【2504】求底 t 径为 r 和 ffl 为 A 的均质岡锥对其底平面的静矩和 
转动惯 tk - i ). 

解取坐标系如阁2504所示•则 


x P ( x)dxt 


其中 


Mi= i 

P(x) = jry=ir^^-(/i —j-) J . 


于是，所 求的舴 矩和转动惯墩分别为 


M 2 


= J: x 2 P(x)dx=^ J* x 2 (h-x) 2 dx= 





【2505】证明古尔丹第一定理 ：平面 曲线弧 C 绕此弧所在平面上不与它相交的轴旋转而成的旋转面， 
其面积等于此弧的长度与它的质心所画出的圆周之长的乘积. 

证质心 (6.7) 具有这样的性质，即如把曲线的全部“质埴”都集中到它上面，则此质《对于任何一个轴 
的静矩，都与曲线对此轴的静矩相同.即 


式中5表示 弧长. 于是 


$ 5 = M y = J xds , rjs = M t = J .yds, 

2 xrj s = 2 iz J ^ dj . 


上式右端是弧 C 旋转而成的曲面面积•左端 2； r 7 表示弧 C 绕 Ox 轴旋转时其质心所 W 出的圆周之长.从而， 
定理得证. 

【2506】证明古尔丹第二定 理：平 面图形 S 绕此图形所在平面上不与它相交的轴旋转而成的旋转体， 
其体积等于图形 S 的面积与此图形的质心所画出的圆阛之长的乘积 • 
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证由于 v S = M , = y | Vd - r . 所以 • 

2iri7S = 7 rJ y 2 Ar. 

上式右端即为旋转体的体积，从而，定理得证. 

[25091 求图形$ +赛 *<1 (0« a , 0«6)的质心的坐标. 


解首先，我们已知第一象限椭圆的面积等于 


Kab 


其次，我们再求椭圆绕 ar 轴旋转所得的旋转体体积.因为 y = f (a 2 —/), 所以， 

V=^| ~T^ a ' — x*)dx=-|- 7 Ta 6 2 . 

按古尔丹第二定理，我们有 2 叼亨=音加6 2 ,疒 g. 在结果中间将。和 6 对调即得 f = 

于是，所求的质心为 

【2510】求半径为 a 的均质半球的质心的 坐标. 

解取阓心作为原点，则球的方程为 /+父+/=*2 2 . 

设质心为（$!?，？)，显见 $=7=0. 而将阕：轴旋转，即得球.又 


最后得到 


M\ 9) = J ^ sdV r =ir J «y dr = n | z(.a l — z l )Az=^-. 

irfl 1 

c= ^ = J 1 = 3£ 

5 V 2na 3 8 • 


3a 


于是，所求的质心为 （0, 0, y). 

【2511】求对数锞线 r=ae^ (m〉0) 

上由点 0( — ~,0> 到点 P(pr) 的弧 OP 的质心 C (矜 a ) 的坐标.当点 P 移动时，点 C 画出怎样的曲线？ 
解质心的直角坐标为 

J* x6s J rcos<p \/a 2 (1 + m* ) aj e 2 *^cos^xl^ 

" L 課 

J "，— 〗 

ds 


• c 


ds 


同法可得 


7 = 


) c ” d 子 


e mp ( 2 msin 4 Q— cosy) 
4m 2 + 1 




.ma (sin© + 2mcos<p) 


于是，质心的极坐标为 


_丄 

rs—i ~ r rna n ~t"TT m mr n 2mtano?— 1 tan 炉 2m 

Vf^rf = ■; - 2 - VAm 2 +1 e，= ——- =i ， tan^ = -f = - - ^~ = - ； - 

4 讲 2 + l x/W + 1 ^ ^ lan^+2m 丄 加 炉 


即 <po ~ < p — a ， 其中 a 二 2//i # 

当点 P 移动时，点 C (和， r。） 画出的曲线为 


V 4m 2 +1 


: e -r 


v Am 1 +1 


: e «(fo 


这也是一条对数螺线. 
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10. 力学和物理学中的问题 


组成适当的积分和并求出其极限，以便求解下列 问题： 

【2520】求水对于垂直壁上的压力•这壁的形状为半圆形•半径为 a 
且其直径位于水的表 面上. 

解为求出水对半圆形的压力，只要计算出作用于四分之一圆上的 
压力，然后再把它两倍起来.现将四分之一圆等分成 n 个阓心角为△沒的 
小蒴形（图 2520) .作用于该小崩形上的压力的近似值为 





in 


图 2520 


P 


其中，沃 =&• 于是，作用于半圆上的压力为 

(y fl! i asin tn * 云)=¥土 §( sin 岩 • 盖 ) = ¥l. fsinTdx = ¥• 

写出微分方程并解下列问题： 

【2523】半径为/?而密度为5的均质球体以角速度 cu 绕其直径旋转.求此球的动能. 

解已知半径为 i ? 质 ft 为 M 的盘绕垂直盘心的轴的转动惯燉为 + 不妨设球面方程为 

x 2 +y + z 2 = R 2 , 

则 考察以 为厚度的垂 fl 于 2 轴的阓盘•其转动惯嫌为 


dJ. = ^(R 2 -z l )S (/? 2 -r 2 )dr=^-7r5(l? 2 -z 2 ) 2 d2. 


从而，球体的转动惯 fit 为 


r 




于是，球的动能为 


= —^5oi 2 R S . 


注原題误为球壳，現根据答案予以 改正. 

125241 线密度 / lo 为常数的无穷直线以怎样的力吸引距此直线距离为 a 质馈为 m 的质点？ 
解取坐标系如图2524所示 ， | AO | = a . 设引力在坐标轴上的投影为 F ； 和 F_ v .由于 

dF y =k cos 广一一 cLr, 

a z +i 2 十 (a 2 4-x 2 )T 


于是， F y = — 2 kmfioa | 


dr 


)寺 


= - 2 〜 fl ^#^ ir = 


2kmu 0 


由对称性知，厂 =0 .事实上，我们有 

km 



W : 


= kmfic 

m ■ 


dr = 0. 


图 2524 


( a 2 + x 2 ) 

其中々为引力常数.由上述分析知，引力指向: V 轴的负向. 

【2525】计算半径为 a 且面密度 <5。为常数的圆形薄扳以怎样的力吸引质请为 m 的质点 P ， 此质点位 
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于通过薄板中心 Q 且垂直于薄板平面的直线上，距离 PQ 等于匕 

解 取坐标系如图2525所示.显然，引力指向： y 轴的正向.对于以为半径的 
圆环，其质童为 dm = 5 Q 27 u ： dr ， 对质点 P 的引力为 


dF y = 2kmSo : 
于是，所要求的引力为 


cos ^ 


Ax=2kmSo 




Py = 





【2528】 锚在每一时刻的袞变速度与其现存 的童成 正比，设镭的量在初始时刻 
0有镭0。，经过时间 T =1600 年它的 M 减少了一半.求镭的衰变规律. 

解设 Q 为现存的 M •按题设有其中♦为比例系数，即管=油， 


两端积分 


从而， 


于是， 




kde 9 


ln 2 

1600 * 


I ： f 


… H Q 

所以，镭的衰变规律为 Q=Qo 2^. 




图 2525 


§ li . 定积分的近似计算法 

1°矩形公式若函数: y =： y (* r ) 在有限的闭区间 0,6] 上连续且充分多次苟撖，并且 

h：Si ~^ 9 十认 (i = 0, l , — ,/ i ).>,=>( x t ). 

则 + … +力-1)+ 尺 -• 

式中 R - = ( 々 i f ) V ( g ) 

2° 梯 形公式在相同的记号下，有 

£ yMdj ： = h + + ： y 2 + … +y.-i ) + 尺 _, 

式中 R " == - (6 1 2^ )3 - / " ( ^ ) («< 〆 <“. 

3°抛物线公式（辛 普森 公式）命 n = 2 l 得 
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= 0. 8660 


= 0. 9330 


n 

l 2 f 


= 0. 9916； 


=JL 


= 0. 9682 1 


0. 9354 


= 0. 9014 


57 T 

l 2 f 


= 0.8756 ( + 


2 y. =4. 6722. 


按梯形公式，得 


2 y , ) =0. 2618(0. 9330+4. 6722)«=1. 4674. 


误差为 


式中 ： y 


(JL)’ 

l^l= T 2T^I/^)U 


sin 2 x, 利用 及 y=l — +sin 2 *r •依次求导可得 于是 


IR.I 


<8 xfe 6- f < 2 * 59X10 ' 


利用辛普森公式计算下列 积分: 

【2536】 I y3 + cosx dx (n = 6) 


解 h = 4. 


3^ o =2» 


7 T 


= f ， 

= 号， 
=¥• 
= T * 


737866 = 1.966 


=W3 + cos y = «/57T= 1.871 


3 + cosy=V3 = 1.732 


=^/3 + cosy = /T5 = l. 


581» 


=y3 + cosy = 757134 =1.461 
=\/3 + cos7t =>/2 =1. 414. 


按辛普森公式，得 


dx 〜 ^|[(2+l. 414)+4(1. 966+1.732+1.461) + 2(1. 871 + 1. 581)] 


^5. 4025. 


12541] 计算 dx, 精确到 0.001. 
解采用辛普森公式计算，则其误差为 


RnU) = -Yg^r2e f2 (8^ +24^ +6) (0<$<1 )， 
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故有 


I 艮（1>|< 


180/ I 4 


2 e • 38. 


要 | i ^ U >|<10— 3 ,只要 
现取 n = 6, 则有 


38c 1 


180/ I 4 


<1( T 3 , 即只要取 n = 6 . 


于是， 


x 0 =Of 

^0 = 1 

A 


yi = 

1 

工 2= 了， 

yz = e ^ = 1 . 1175; 


1 

2 f 

y ^ = 

2 

々= T ， 

^4 = eT = 1.5596； 

•TS 

5 

= 了， 

ys = 

2：« = 1， 

: y 6 = e =2.7183. 





J〆 2 di 々 j ^[( yo + y ‘）+4( y l +% +>s ) + 2(_ y :+_ y 4 )]« sl . 463. 
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第五章级 数 


§ 1. 数项级数.同号级数收敛性的判别法 


一般概念对于数项级数 




( 1 ) 


若存在极限 

limS , = S (级数的和〉， 

式中 S ,= ai + G2 + …+屯，则称级数 （1) 为收敛的.反之，则称级数 （1) 为发 散的. 

2°柯西准则级数 （1) 收敛的充分必要条件为 ：对于 任何的 e >0, 都存在数使得当 《> N 和 
/>>0时，不等式 


IS^^ —S. I = I 2 a - I <€ 


成立.特别是，若级数收敛，则 


lima _ =0. 


3°比较判别法 I 设除级数 （1) 外，还有级数 

bi +&十…+厶轉+…. 

若当 n > n 0 时，不等式 

成立，则 ：1) 从级数 （2) 收敛可推得级数（〗）收敛：2)从级数 （1) 发散可推得级数 （2) 发散, 
特别是，当 n—oo 时，若〜 〜匕 ，则正项级数（1〉和（2〉同时收敛或同时发敗. 

4°比较判别法 n 若 


( 2 ) 


叫去).， 


则 （I ) 当/>>1时级数 （1) 收敛 ， （ II >当/<1时级数 （1) 发散. 
5°达朗贝尔判别法若屯>0 ( n = l ,2, …）及 


则（ 丨〉 当 g < l 时级数 （1) 收敛， 

6°柯西判别法 若〜 >0 

则（丨）当 9 <1 时级数 （1) 收敛， 
r 拉比判别法若 a<i >0 (;r 


则 （i >当 P >\ 时级数（1〉 收敛； 


m-^oo U m 

ii ) 当时级数 （ l ) 发散. 
1,2,…）及 

\\ m ^/ a ^ = q , 

il ) 当 q >\ 时级数 （1) 发散. 
1，2,…)及 

亡:- 1 卜， 

: ii >当 p <\ 时级数 （1) 发散. 


* 记号 O •的意义参阅第一章 §6,1°. 
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8° 离斯 判别法若 a ,〉0 ( n = l ,2 ，…） 及 

a m +i n n l 

式中 I 氏丨 < C 而6>0,则 （ j ) 当 A >1 时级数 （1) 收敛 ：（ ii )当 A <1 时级数 （1) 发散； （ Hi ) 当 A =1 时，若 〆 >1 
则级数 （1) 收敛 I 若则级数（1〉发敝. 

9°柯西积分判别法若 / Cr ) (: r > l ) 是非负不增函数，则 

级数|]/(幻与积分 J 7°/(： r)cLr 

同时收敛或同时发散. 

直接证明下列级数的收败性并求它们 的和： 

. . 1,1 1 , , (一 Dr 1 . 

【2546】1 一 j + 1 - g-H -1- 2^1 - r —. 

解 由于 

S , 

故得 S = limS ,. -^ = 4•，即所给级数收敛，且其和为 "!■.( 以下有关各题省略这两句话） 

一 1 + + 3 3 



【 2552 】 2 ( y^F2-2 y/^FT+^). 

••I 

提示 s w 
解由于 

S n =(v? — 2 #+ 1 ) + (vT- 2 v^+V?) + (>/^- 2 A+V^> + (V?- 2 >/?+VT> 


+ … + ( >/ n + 2 — 2 %/n + l +>/n ) 
\—>/2 + y/n + 2 — >/n+l =1 — >/2 + 


故得 S = IimS . = l - y 2. 


125541 证明： 若级数 & 〜收敛，则把该级败的各项在不变更其先后次序的情况下分别组合起来， 


所得级数 


OO ’iH»l 

S (其中 A _= 2 fl . ( A = l , p ,< p 2 0.)) 

也收敛且有相同的和.反之不真.举出例子. 

OO . OO 

证 明思路 注意到级數 I ] 人 的前 n 項之和为/_= 2 S 山•而级教 D 〜的前/>_〜一1項 

n-l A -1 4-1 _-1 

之和 S ~+,- i = 办，故 /, = S VM -1 •由级數2 fl _ 的收效性，即知 = S , 其中 S 为定 

蠢 窗 1 *— 1 ^ 

值.于是，命題获证 • 


反之不真•例如，级数 D (― I )"- 1 :】 一 1 + 1 — 1 +…发散，但按下述方法组成的级数 （1 一 1) + (1 —1) 

H -1 

+… +(1 —1)+…却 收敛. 
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oo « ，并 1 • 

证设级数；2纪的部分和数列为…乂 ，… ，则 /•= s a *. 

W -1 ^-1 

oo 

由于级数 ^ h 收敛，故其部分和数列 < s >} 趋于定值 S ， 因此， 

w — 1 

lim /, = limS # - i = S f 

jt^oo m-^oo m 1 

OO oo 

即级数耒是收敛的，且与 级数; A 有相同的和.反之不真.例如•级数 

H -1 鼸 -1 

1一1+1—1+-+(-1广- 1 +." 

是发散的，但按下述方法组成的级数 

(1 一 1 ) + (1 — 1>+—+(1 — 1 )+." 

却是收敛的. 

研究下列级数的收 敏性： 


125621 1 + 去 + 条 +… + 

提示 

解由于 且级数§+收敛，故级数也收敛 • 

【2565】 证明 ：由等 差级数各项的倒数组成的级数是发 « 的. 

证 明思路 设等差级教为 [fl + ( n — l >«/] •其中 c / 为 公差. 可以从下面三种情况来证明命題 • 

•-I 

(1) c />0, 总存在正赘数； I 。•使有 “<(fio — l ) c /, 則当时•有 a + ( n — 1 ) c /<2( f » — 1〉乂于是，只需 
注意到 

1 ^ 1 ^ 1 
a + { n -\) d ^2{ n-\)d 2 nd ^ % 

即知级数 g a ^iU ^ 

(2) c / = 0, 則 a 关0,该级数+显然友嗷. 

(3) d <0 .将此级數的各項乘以一1,即化为 d > 0 的情形. 

OO 

证设等差级数为乏] 0+(/1 — 1)0, 其中 d 为 公差. 

_-1 

当 c />0 时，总存在正整数 n 0 , 使 a <( n 。 一 l 〉 c /， 則当时•有 a +( n -\) d <2( n - l ) d . 于是， 


a + (n — l ) t />2 (n — 1) 


5>2^ >0 * 


注意到级数 f &发散，因而，级数 t 发散•故级数2 也发散. 

n 窗 i 0 0 *- 1 

当 d = 0 时， a 不可能为零，此时级数 i + i + …+ 1 +…显然 发散. 

a a a 

当 d <0 时，将此级数的各项乘以一 1 即化为 d > 0 的情形，于是，这级数也发散. 

总上所述，不论 t / 为何值•级数 t 均 发散. 

■ • I 

OO OO oo oo oo I I 

【2569】 证明： 若级数及; S 纪收敛•则级数冗 I ^ J , 2 (〜 + M 2 , L Y 也 收敛. 

1 »* 1 蹲 篇 1 it™ 1 il—l 

证明思路 首先，只要注意0<2|0^，|<乂+«，第一个结果即 获证. 其次，由 （ a w +6„) 2 = a ；+2 a > A l +«, 
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易证第二个 结果. 对于最后一个结果，只要令6_ = 丄 ，利用第一个结果即 获证. 

n 

oo oo 

证 由于 0<2 U 人丨 纪， 且级数 ( 〆 +«> 收敛，故级数 ^ Ifl 九| 收敛. 

•-丨 ••! 

oo oo oo oo 

其次，由于 且级数 2 oi , 2 长及 Z 皆收敛，故知级数^ ( a n ^ b n y 

瓣 it ™ 1 鼸 ■ 1 

也收敛. 

最后，设乂 = 1,利用第一个结果即证得级数 D ^收敛. 

n 3 n 

OO 

【2572】若当/>=1,2,3,…时， limU ^+ fl|f +:+ … + i ,> = 0 •问级数 L 〜是否收敛？ 

* _麵1 

提示 不一定收敛.例如，1 =丄. 

n 

解 若当/>=1,2.3 …时， 

lim ( a,^i +< i 爾 ♦ * 十…+“•♦，〉= 0， (1) 

oo oo 

并不一定有级数 g A 收敛.例如，取1=士，显然级数 g j 发敗，但却有 

0 〜 丨 +a _ ♦，如 •• =+ + 土 + "• + 古 < 击. 

•故对于一切 p ，（ l ) 式均成立- 

这个事实与柯西准则并不矛盾•因为在柯西准则中，对于任给的 c > 0 , 存在数•使当 n > N 和 
/»>0时，不等式 

| a.-i + … + a ,.，|<* 

oo 

成立•则级数冗〜收敛 •其 中的 N 只依赖于 e , 而与 p 无关.本®的叙述中，条件并没有排除； V 要与/>有关. 
«-1 

利用柯西准则，证明下列正项级数的收 敛性： 

【 2574 】〒+學£如"+亨£ + …. 

揋示 注意级數 _ +收敛，以及有 IS ,*, —又 |<^r + ^7 + … + +• 

I ^ o I sin(n+l)x t sin(n + ^)x ^ 1 , , 1 ,,、 

证 \S^ P -S m \= — — x — + …+ ― + … + p7. (1 〉 

由于级数 t 收敛，故按柯两准則•对于任给的 e >0 •总存在正整数 N , 使当 n 〉 N 时，对任意正整数 

P ， 有 

^7 + 士~*-»~2^7<€. (2) 

由 （1) 式及 （2) 式得知，当 n >； V 时•不等式 IS ^— SjCe 对一切正整数/>皆成立. 

因此.级数 S ； ^收敛. 

n*l 

利用柯西准则，证明下列级数的发 散性： 

【2577】 ！ + + - + « — + + •••• 

证明思路 不论 71 多大，若令 p = 3 n , 則有 
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|S 3 "-S 3 . 丨 = 3^TT + 3^ : 2 
> 3^T3 _f "3^T3 


1 


3n+3 

1 


6n — 2 6 tj — 1 6n 


• •4 - ••• + — -4 -—— — 
3/1 4- 3 Sn 6n 6 n 


= +( 丄 +… o + • 


解取0< £ 。< + .不论 n 多大•若令/ > = 3 n , 则有 


|S 3 ■”一 s 3 ,i=A 十^^ 一 ^ 十… + d 
> 3/ i -*-3 + 3/ i 4-3 _ 


— 2 6w— 1 6n 

3/1 + 3"^ h 6^' t "6^~6^ 


因此，级数§ (dn 十发敗 • 

运用达朗贝尔判别法、柯西判别法或比较判别法，研究下列级数的收敛性 

[25851 2 (^2 -i/2 ) (V2 ) - (^2 - 

檯示 利用达朗贝尔判别法并利用 63 超的结果. 

解由于 

limCv^- 2 * •>/§■— 1 < 1 • 


故级数 H (7? -万 )(# 一万卜.(々一 2 "%>收致 • 


【2586】 V 


- (W 


提示 利用树西判别法及 65 題 的蛣果 
解由于 

lim ^^7 = 




2 +丄 L 


) - 


故级数2 7- y - f : r ^ 收敛. 

…（ 2 +士） 

00 1 

【2587】 2 


-(”+ 士 ) - 


提示注意通项+ ^―厂 1 ，并利用比较判别法. 

肩 4 * 丄 丄 1 — 00 1 • 

解 ( - 工 - ;产 ^^=(1++ 厂〜 >0,对于级数写 (1++)— ■石.由于其通项趋于 


故它是发散的.因此，原级数也是发散的. 


注意 若用达朗贝尔利别法，則有 lim 


^ _ 


，无明确结论，此时还应改用高斯判别法. 


关0, 


217 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


【2590】 V2 + V2 -V2 + V2- */2 +V2 + V 2- \^2+^2+^ + …. 

提示注意 VF =2 cos ~^ = 2 sin *| •，利用数学归纳法，可证通项 a . = 2 sin 并利用达朗贝尔判别法. 

解 v^=2cos+ = 2sin+, 

4 4 


V 2—V2 =^2 - 2cos 于 =2sin 号， 

= J 2 -^/2 + 2cos y =^2-2cos-|- = 2sin ^ , 
利用数学归纳法，可证得通项为〜 ==2 S in 由于 


故级数收敛. 



【2591】 证 明：若 (〜 >0) ,则〜= 0 ( 的〉 ，其中 9l > 9 . 

ir-*oo a n 

证由于 = 故利用141题的结果， BP 得 lim^T = (7. 

ir^oo Q n 

令£= + (屮一7)>0,则由上式知存在 n 。， 使当 n > n 。 时，有 H 一从而有 


^ ST < g +€ = A <7 i ( h ^ Ho ) t 

其中 A = 2^<1. 利用 A'=o (1), 即证得 a .= A - 9 7= o ( 9 7). 

【2592】 证明：若= (〜>0>,则级数〜收敛. 

逆命题不成立.研究例子+十 •}• + + 十 + + _■ + + + … • 

证取 o < e < i —心由于故存在％•使当”彡”。时，有^ ■< g + € =/< i . 从而, 

a n a n 

0< a m <, a ^ r ~^ ( n ^ n 0 ). 

CO oo oo 

由于级数 n f 。 收敛，故级数收敛•从而，级数收敛. 

-• n 0 "- -b — 1 

反之不真，例如•级数 •|~++++ + + + ++|+ …显然是收敛的.但是， 



n = 2 m + l ， 
n = 2m f 


故有 T ^ W =+ oo . 

—oo dn 

【25叼】 证明 ：若对 于级数 D 〜 （〜>0)，存在极限 

Jt — 1 

= ( 1 ) 

flu 


则 
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= 9 


也存在 • 

逆命题不 成立： 若极限 （2) 存在，则极限 （1) 可以不存在.研究例子& 


证利用141题的结论•本题的前半部分即得证. 

3 + ( — 1广 


反之不真.例如，对于级数 E 


2，， 


有 


lim yaT = lim 


^3+(-1) 1 


72 


但是， 


3 + 

2[3+(- D - 


n 为偶数 
为奇数， 


( 2 ) 


故极限 lim 不存在 • 

ir-oo a m 

OD 

[2594] 证明： 若]^ >^7 = <? ( a , 彡 0), 则 U > 当 g < l 时级数 Z A 收敛 ：（2) 当时级数发敗（柯 
西判别法的推 广〉. 

证 （1) 取0<€< + (1—《/).由于 = g •故存在 n 。 •使当 n ^ n 0 时•有 0<>7^7< g + e . 从而. 

0< v ^ o 7<^ y ^ (” >”。> 或 0< fl _<(^^) ( n > n 0 ). 

由于0<«7<1，故0<$<1.又因级数(^)"收敛•故级数;2〜收敛•从而•级数收效. 
(2) 由于(/>】•故对于数列必有无穷多个 fl . •能使不等式^7>1成立，从而 ^,>1. 

oo 

于是，当 n — oo 时,〜 不可能趋于零，故级数2 〜发敗. 

•-1 

利用拉比判别法和高斯判别法，研究下列级数的收 敛性： 


【2599】 


a . a(a ^ d) , a(a^d)(a^ m 2d) 
V b(b+d) b(b+d)(b+2d) 


(a>0,b>0,d>0). 


提示注意 

解 -由于， 

故当宁时，级数 e =::故::從 收敛. 

【2603】 2 户 (户 + 1 )… .4 ( p >0, 9 >0). 
tr x w ： n 

提示注意 limn 1 J = q -\-\ — p . 

解 3=( 宁) ’ 由于 

(】+:” 叫 - ! 

l^ n ( a T7~ 1 ) ={ ^ n J 1 ^ ^ 1 ] = l i ^~ 1± ^ — i+n ， 

故当 g + l — />〉1 即 <?>/> 时，级数交; • 古收敛. 
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[26061 证 明：若 〜>0 («= 1 ， 2 ,…），且 1 ) = P ，则 a” =0^ ) (e>0) 

证下面记 a , a :, 爲， 〆 ，式， 为无穷小量，即 

a„=o(l),a»=o(l)* 庠 = 0 ( 1 ) ，戌 = 。 (1 )， 式 = 0 ( 1 ) ， e w =o(l) ( w -^ oo ). 

由题设知，当~时有 i = l + 上 + k . 取对数，即得 

•十 1 n n 

Iru ^ — lna , 

令 ”=1,2,-, N _1 并求和，则得 


= ln « + t ) 十詈+ 0 (+ 卜士_:). 


lna, — lruj. v = 丄 （/ >+a:). 


由 143 题 （在 其中令 = 2^— S > 


u ㈣ 1. 

lim ― — -= lim , 




(2|) 


= 0 . 


N— » 


又由146題知 - LeC+lrUiV — D + G , 其中 C 是欧拉 常数， c N -0. 于是，令 




觀 


有 


ln“i 一 lna 4 v =( 夕 + 办 > 一 = (p^Ps )[C+ln(N— 1) +e\] = (^ + ^v)ln( N — 1 ) + v ♦ 

n- 1 

其中务 = C /> 为常数.于是 • 

lna.v = — （ p+/?‘v > ln( ； V — 1) + 〆 一 fv ， 

其中 〆 = ln fl | _ 々为常数，从而， 

a‘v = 〆 _ 〜 （N — 1 厂 < ，， ’. v > = e * • 也 ( yN » T 、 N ' 

其中 〆 i =- 办. 由于 〆 v =«( l ), 故对于任给的 e >0 •当 iV 充分大时，有 I 弟|< 从而 ， N ^<； V 专.再注意到 

把 (7 广 , =i, 

即知：当 N 充分大时，有 


0 < a ‘W Nf N -，=0(^~ y )， 


其中，是常数.于是，得 a . .本题获证. 


求出通项〜的减小的阶，从而研究级数 A 的收 敏性: 

羼->1 

(2608] a n =^*sin —. 

rv n 

提示注意 〜=0- (^ rr ). 

解由于〜 >0,且 
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lim 




=n 或 a m =0 ' (》7 ) ， 




故仅当1+/>>1即/>>0时，级数收敛. 


[26141 a . 


提示注意 a . 




o . 


解由于〜 =^：= o . (士），故级数发散. 


[26151 证明： 若存在 a 〉0 使当 n 彡/ I 。时- 1+ O ( a ,：>0), 则级数 >]〜（〜〉0)收敛：若”>«。 


In 


时 


Inn 


<〗，则此级数发敗（对数差別法）. 


证明思路分别注意及利用比较列别法，命題即获证. 


In — 


证若 则+彡 f 或.由于级数 ； S +收敛，故级数 A 也收敛. 


in — 


若#<1•则+或〜彡由 T •级数+发散，故级数 a 也发散, 


硏究具有如下通项的级数的收 敛性： 


126181 〜= 


( Inn ) 1 


(/!>!)• 


解 


Inn 


( lnlnw ) 2 
Inn # 


由洛必达法则知 


lim 


( lnlnj ): 

lnx 


lim i!p^= li m -^ = 0 

Irur ^ 一 +«uln«2r 


从而，存在”。•使当•有 


In 


Inn 


<1.利用2615题的结论•即知级数发散, 


利用柯西积分判别法，研究具有如下通项的级数的收敛性： 


【2620】 a ” = 


n ( lnn) p ( lnlnn ) 9 


(n>2). 


解易知函数 / Cr ) = _ 


x ( lar ) p ( lnlnj ) 9 
大时， / Cr ) 是非负递减函数. 

若/>=1，则 


(不论 />， g 为何实数）的导数当充分大时是负的，故当 I 充分 


I 


dr 


Irudnlna :)' 


Cl — gXlnlnar ) 1 


， q^l 


lnlnlnx 


Q= 
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当 q > l 时收敛, 9 < 1 时发散，故由柯西积分判别法知，原级数当 P=Uq>\ 时收敛，/时发散. 
若户关 1,作代换 lrLr = f ， 有 

dr = p °° d / 

一 Jins "( ln / V . 


L KUixy (\ n\nxr 
当 p>\ 时，取 7>0 使 /) 一 7 〉 1 ， 由于（不论 9 为何实数） 


t^XntY 


lim 


• ( In /) 9 


= 0 . 


故积分 L 收敛，从而•原级数收敛：当时•取 r >0 使 /»+ r < l .由于 


lim /”， 


lim 


+ oo. 


» ^(ln/) f i-^oodn/) 9 

故积 分1| 发散.从而，原级数 发散. 

综上所述，可知原级数仅当 P = l . 及/>>】•<?任意时 收敛. 

oo #o oo 

【2622】证明 ：设正 项级数 fl . 的项单 阑递减 •則级数 I 与级数 2_ fl 2 •同时收敛或同时发散. 
证明思路令 S 2 - =〜 + fl 2 +… + fl 2 •，由不等式 

0 <S 2 霉 <Cai + (a 2 +flj ) + …+ (a 2 m + … + fl 2 • 备 1 -i Xfli +2 a 2 + … + 2’a 2 " 

和不等式 

S 2 ^ =a\ +fl 2 "^(^3 +fl4 ) + + ) 

+ fl 2 + 2 fl « + … + 2’ ： a :. = j(ai +2< i 2 +2 :flf + •••4 _ 2 "a 2-〉〉0， 

命題即获证. 

证设 S 2 , = a \ + a 2 + …+印•则因 fl 丨〉 fl 2> …〉 fli " 故得 

0< S 2” <“l + ( Cl 2 +“ J 〉 + … + (“2* + …+«2"+匕1 ><“1 +2“2 + …+ 2_“2, • 


(1) 


且有 


S 2 " =“， +a 2 + (… +a 4 ) + ••• + (v* + … ) 

+ ci 2 + 2 fl 4 + … + 2 _ at n = 冬 (“1 + 2«2 ^2 : at 2 + … + 2 " a ” )> 0 . 


( 2 ) 


，— ■, ■, _ ■ 

由⑴式得知 .•若 ^ 2乂 2 •收敛•则 i 也收敛 *由（2) 式得知 •.若 2 M 2 •发散 •则 ^ a 也发散.由此 


本题获证. 


注在此命題中•用作比较的级數 2_ fl 2 ■可以用更普遍的级数来代替，其中 m 为任一正 


整数.证法 类似. 

【2624】证明叶尔马科夫利别 法：设 /(_ r > 为单调递减的正值函数•且 

eV ( eO _, 


lim 


/( I 〉 


则级数^ /(〃） 在 A <1 时收敛•在 A >1 时发敗. 


证由于•故对任给的 e >0, 冶存在 N 〉0 •使当了〉；\/时，有 

e x /( e x X ( A +€)/( j ). 

当 A <1 时•取 e 使>+£=^<1 •则有 e ^fU^ XpfU ). 于是•当 m 〉 N 时有 

e , /( e , ) dx < p /( x ) cLr . 






第五章级数 §1. 数项级数.同号级数收敛性的判别法 


即 /(dcLrCpH /( x ) dx , 也即 

(1—/ o ) J v /( x ) dr <| 0J /( x)dx —pj v /( x ) dr = / oJ ^ /( j ) dx —^ J /( j ) dr . 
由于 N 充分大 Rm>N ，故 m<e ' 又因 / Cr )>0, 故「 /( x)dx > 0. 从而， 

(1 - J:v / ( : ) dr < /° f 、, /(:)&， J :、,/( jOdrCj ^ J : /(_ r ) dr . 

固定 N ， 让 m - + oo , 取极限即得 

、 

\7 fu)dx< T^- P L 常数 • 

于是，由柯西积分判别法知级数 i /< n > 收敛. 

当 A >1 时，则取 N 为充分大，可得 

e x / Ce x )^/(- r > ( x > N ). 

从而， J ^ eV ( e ，） dr > J ^/(: r ) dr ， 即 


^ f ^>\： /⑺心或 


故 


J . /( x ) dx ^ /( j)cLr ( m > N ). 

今设 e 0 = N 4- l , ei = e '° , e 2 = e c, * ― , e*+i = e c * •…，并分别取 m = Co.ei , e 2 •…，则 

J * /(x)dj：^ f(x)dx 9 J 3 /(jr>dx> [、 / "(j:) dr ， …， | **' / (j：)dr ^ | 

最后得 

J /(j)cLt= lim ^ J * /(jr)dx^limn /(x)dr= -f oo, 

即 [^/( ddr 发散.故由柯西积分判别法知，级数 /( n > 发敗. 

J *0 ，-1 

研究下列级数的收 敢性： 


/(•r)dr 


12626 ] S 


V w + 2 — •J n—2 


提示注意 lim 


解由于0< 


n^T 

V n + 2 — y/n — 2 _ 


Wn + 2+ > — 2) 


，而 


\ a ( v n + 2 + v yi~2 ) 


2 , 


n - 


注意到级数仅当 a +|> i ( 即 a > j ) 时收敛.即知原级数仅当 a > •时收敛. 
[26281 § ( cot ^2 - sin 2 ^TT ) - 
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解题思路注意 cot ^ 2-sin 2 ^=( 


4 n -2 


) + ( 1_ sin 2^ r )- 


oo ® 

分别考虑级数 ^ 一 cot 及 I ] (1 一 sin 它们均为正項级數•由 


— cot 


1 一 sil 


lim 


An —2 7 T ^ 2 n+l _ n 

- = T 及 li 1 ； - i - 32 - 


即知原级数发散. 

解 g (-^- sin ^)= g [( 


cot 


flK 


4” 一 2 


— sin dfr )] 


分别考虑级数 


它们都是正项级数.由于 


S ( i - cot ^ rg ) 及 E (卜—^1)， 


lim ， 

#•••00 


— cot 


4 n -2_ it 


— =fi 


而容士发敗 • § +收敛•故§ 0一⑽发敗 • §(1一如^)收敛 

oo 

从而，级数 ( cot T ^- sin ^~T )&». 


[2631J 2 e '^* 

n -1 

提示利用拉比判别法可获解. 


解 


^£-0= 




• n( 斯-说 . 


由于 


lim( Yn+ \ —^n ) = lim 


•°° ^( n + l )* + v^nCn + l ) + 1/7 


= 0 , 


Iimn( lfn^\—l[n ) = lim 


利用 lim 


e r -l 


^ (”+ l )* + l / n ^ n^r 1) + Ifr ? 

oo 

1， 即得， n (^- l ) = + oo , 故级数 g e - w 收致. 


+ oo 


[2643] Yj ( a > 0 ). 


解 〜 •当 a = \ 时•显然〜 =1, 因而•级数发散.当 a ^ l 时，考虑 


In 


-=(6+cIn7i)lna. 


Inn 

利用2615题的结果（对数差别 法〉，即知： 

(1>当 c = 0 , 61na>l， 即 W>e 时，原级数 收敛； 而当 c = 0, 即 “<6时•原级数发散. 

(2) 当 r 关0, clnaX) •即〆 >1时，原级数 收敛； 而当 （:关 0, c \ na < 0 即 乂<1 时，原级数发散. 
综上所述，仅当 c =0, V > e 及 fl f > l 时•原级数收敛 • 


研究级数 A 的收敛性，其通项 如下： 
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【2647】 


I • 

> 1 + 工 4 dr 

• 0 


提示注意0<«胃< 


I ： 


xdr 


n 2 • 


解由于= 4,且级数史士收敛.故级数公 K 收敛. 

]户 n -» w ■-> 

用相应的级数来代替数列 《 r 胃 （《=1, 2.…），然后研究它们的收敛性.设 


【2653】 


=1卄 


J 2 


十 …+ 占一 2>/^. 




解题思路注意 


j •♦丨 — x m 


= 1 —— 2 v/^TT + 2>/^ = 

\/ n + 1 

_ Vn— y/ ” 十 1 一 _ 


y/rrfT \/ n+l 


y / n + T ( \ A »+1 + A ) 




解 




°(j)* 


y 1 ( yn-4 - 1 +>fn ) 2 

由于级数 E 4 收敛•记:1"。=0•故 t (心一心- 1 )当”-00时的极限存在.即数列<1>收敛. 

n-i nT k^i 

C 2655] 对于级数 （2> _ 大约应取多少项来求级数的和方可精确到 1( T S . 

解 ⑺余项 心= 2 利用 74 题的不等式^ >( + )*(々=1，2一->，于是，当《>/^+1 


有 


<nliy! <2， (^fT)" 1 (a^) 


因此得 


4 ( 晶 r z .(^ r-^(^rs (忐广 


2 e 


取 则& <1,此时又有 


R 、〈 i ( 為广 2 


2 e • 


N +2 


取〜=11，则有/^=去（吾） |3 —\=〜.利用对数对于心作数值计算,有 


2 e 

T 3 


^< i 5 J k ( ff ) ，3 - 1 ° 

即此级数取 N >11 项求和就可保证精确到 1( T S . 


<10 
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§ 2. 变号级数收敛性的判别法 

1°级数的绝对收敛性级数 

⑴ 

n «) 

称为绝对收敛，若 

90 

S |°-| ( 2 ) 

•■1 

OP 

收敛.这时级数 〜也收敛，绝对收敛级数的和与各项相加的顺序 无关. 

* 1 

要确定级数 （1) 的绝对收敛性，只需把对于同号级数收敛性的已知判别法应用于级数 （2) 即可. 

若级数（1>收敛，而级数 （2) 发散，则称级数 （1) 为条件收敛（非绝对收敛）.通过改变各项的顺序，可使条 
件收敛级数的和等于任何数 （黎 曼定 理〉. 

2°莱布尼茨判别法若交错级数 

— 6 *+& —•" + ( — + ( 6 .^ 0 ) 

满足条件 1) 乂…）和 2) Um 乂=0,则该级数收敛（一般说来，非绝对收敛）.在这种悄形 

IT " ♦⑻ 

下，对于级数的余项 

k-i)u (— in+ … 

有以下的估计 

尺 ■ = ( 一 （0<氏<1). 

OO 

3°阿贝尔判别法若：1)级数2 收敛； 2) 数2•…）构成单澗有界数列，则级数 

•-1 

QQ 

2 (3) 

•-1 

收敛. 

4 9 狄利克 ffi 判别法若：1>全体部分和 A ,= t 是有界的：2)当 rz — OC 时乂单谰地趋近于零，则 
级数 （3) 收敛. 

【 2656 】 证明 ：可把 非绝对收敛级数的各项在不变更其顺序的悄况下分群组合起来，使所得的新级数 
绝对收敛. 

证设级数 〜为 一收敛而非绝对收敛的级数.利用柯西准则，即知： 

对于给定的 e , ••存在； V ,，使对于任意正整数 m , •有 1^*1 + … l < C * 

对于给定的 e 2 = + , 存在 N 2 (可取竓>%〉，使对于任意正整数 m 2 ，有 | a / v 2+1 + …+«、+„ 2 |< e 2 * 

对于给定的•存在(可取使对于任意正整数 m *, 有1^2、+ ,+-+%+' l < c *; 

# 

令 

A 0 =ai +a 2 + … +a Nl • A x =a Sl ^\ +^+2 + … +a.v 2 ， … ， A k =a.v 4 + i +fl\+2 + … 十 ⑽…，… 
则有 a = l ,2, …） ，且 _ A * 是原级数的各项在不变更其順序的情况下分群组合起来所得 
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的新级数.由于 

麇 -1 裊 》1 & 

oo oo 

收敛，故级数 ; S IA * 丨收敛，即级数2恚绝对收敛.证毕. 

k^O 4—0 

【2658】证 明：若 将收敛级数的各项重新排列•使每一项离开原有的位置不超过 tw 个位置 （ m 为预先 
给定 的数） ，则级数的和不变. 

OO oo oo 

证设原收敛级数为; S 〜，当然.又 记重排 出的新级数为^ 乂，再记 ； E a , 的前 N 项部 

■•I 1 1 

N oo S 

分和为 S . V = E 记 [ 的前 AT 项部分和为 d N = I ； I 当然有 limS .、. = S .今证外的极限也存在， 

•••1 H -1 •-» N 一 

且等于 S . 

考察办 与 S . v 之差 

Av = < r 、一 S.v • 


任给^>0•取 e ,= g >0, 则存在 Ni •使当时•有 k .|< ei . 今取 

N 彡 Ni +2 m , 

又记&内各^项元家集合为记山内各乂项元素集合为“，则有 

△ v = 2 S a - 

*- 6 *.V %€ 2 N 

今从査起•看 A , a 2 , …至 d . v •注意每一个 <1, 被*排成 6, 时， i 与）的标号差不超过 m . 因此•对每一 
个 a , 总可以在 6. 的舫后各不超过 m 个元家内找到一个 ~= fl ，•反过来，从匕査起，射6,,6 2 ,…至心•对每 
-个 b , 总可 以在心 的前后各不超过 m 个元素内找到一个 fl .=6,. 但也可 能且只 有那种 可能： 掖后一段不超 


过个 w 元家的即 ，•••，“-_ 之内若干个元家可能被迁到 6 n 之后，从而，在^内找不到搬迁元 
家，但个数（设为/•个）不超过 m . 同样，也有 可能揪 后一段不超过 m 个元素的6,,即 b s ， b N ……， b N - m 之 \H 

若干个元家在 t 内找不到搬迁元索，但个数（设为 s 个〉不超过 m . 除此之外均有对应的搬迁 元索且 一一 对 
应•于是 • 

An | = X 厶 ■ — 2 fl , ^ 2 I 厶 - I + X I a. I <*€i 4-re, <me, +mci =e. 

h - e l N -■A 、 € I V -. es v . 

S N •• 冬 ：； V ‘•冬 S N 

上式中 A 的下标 nSM + rnSN , ，故 U _|< e •而乂的下标 nSM + m , 记住乂 由某 a , 搬迁而来，其下标 i 
在《的舫后距离不超过 m, 故此时 《>N , •因而•此时 |乂 | = | a . |< ei .从而上述不等式是成立的.由极限定 
义知 

lim^ v = 0, 也即有 lim<y.v= limS lV = S. 

N-^oo S^oe V—OO 

从而，命题得证. 


证明下列级数的收敛性并求它们 的和: 


【2660】1 + + — + +去+占一^如' 

证明思路 显然该级数绝对收敛，从而它是收敛的，记其和为 S . 可考虑一个特殊的部分和 

〜 =( H ■去++ +…+ 士) + (士+去十… + pk )_ (去+++++… +▲) 
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解显然该级数绝对收敛，从而，它是收敛的，记其和为 S . 考虑一个特殊的部分和 


= ( 1 + ++ F + …+士)十 (++ 


2 4 


▲) 一 (去 


2 5 


+••••+ 


2 3 轉 






2 3 - 




2知 




一去) 


2 F 


1 一 


2 1 " 


故得 S = limS 3 , 


2 3 

5 


1 一 


¥ 


2 3 


1- 


10 

T - 


¥ 


126621 巳知 

H - 1 •• 

(1) 1++ - 
求级数 的和. 

揋示可考虑特硃的部分和 
解 （1) 考虑部分和又 •当 m = 3 ri 时•有 


ln 2 .将该级数的各项重排•得到下列 级数： 


+…+ 


4n-3 4n-l~2^ 


s - =1+ + - -+ 

= ( 1 + IH + … + 5^=T+i)- + ( 1 +XH++X) 


记〜 = 1 + 了 +…+ 7, 匕"1 一 


一 7 +… + ( 一 D •丨 7•则 /2,=02•一 a ,， lin ^ au — az^f 且有 


I — •— » 

2 3 4 

S 3 .=(Ju - +扔 ■— = ( 内 •一灼 ■ ) + ^■(灼 _ 一 A 〉 = /«_ + • 

由于 lim/ 4ii = lim / 2 _ = ln 2， 故 limS !, = ln 2++ ln 2=*|» ln 2. 易证当 w = 3 n+l 及 /w = 3 n + 2 B 才•有 

ir^ao n-^oo ir^oo L L 

Su . •= 〜 +0( 士)， Su^z = &■ +0( + ) • 

当 oo 时，它们与 S 3 , 有相同的极限•从而 ，^ S _=*| l n 2 •即原级数收敛，且其和为 •1^2. 


126631 把收敛级数 


一1)_ 




的各项 t 排，使它成为发散的. 


解题思路 可这样 重排： 先取两个正項•然后取一个负項•得 

1 士妾+妾+ ★士… +71^ f + 


\/\n — 

将上述重排后所得的级數每相邻三項结合而得一个新级數，并注意 

1 1 1 >^>0. 


v /2^ 


y/An — 3 >/ 4n — 1 y/2n y/2n 


解我们这样进行 重排： 先取两个正项•然后取一个负项，得 

0*士妾— + 1 


1 


(1) 


v /4 /i — 3 VAn—l s/ln 

将上述重排后所得的级数 （ i > 每相邻三项结合而得一个新级数•如果它发散，当然上述重排后所得的级数也 
发散.由于 


> 


> 


v^4/i — 3 >/\n y/in— 1 y/\n 
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故有 


因而， 


V 4 ”一 3 \/4/i 一 1 \/4n yfn y/2n 


> 


■ , 1 —— h — ^ — -- ^=>^^>0 (” = 1，2, …). 

\/4n — 3 y/ in— 1 y/2n >/2n 

m 级数 g 发散•故级数客(7|^|+^^：-太)发散，从而•隶排后所得的级 数⑴也 

发散 ■ 


硏究变号级数的收 敛性: 


126651 客 (— r (?|^ 厂 

解 〜 二由于 

故原级数绝对收敛，从而也是收敛的. 

I 2667 J V ^?sin 

n 4 

提示利用狄利克龙 « 別法 . 

解 由于当 oo 时，^ 筚调不降0于零•且 

n 




cos 音 - cos(w +-|-〉 子 

砉 -1 

kn 


n 4 


2sin f 



为釘界的，故按狄利克茁判别法即知原级数收敛. 


【2674】证 明：若 •则交错级数卜一^+6, — 6,+… +( — I )- 1 乂 +…（乂〉0) 收敛. 
证设 --1)=1 我们取 e >0 •使得>\一€〉0,则存在正整数 N •使当 n 彡 N 时，有 

\ o m ^i / 

<A_ < 1 + fi±£. 

ft — 1 n 

因此，当/ I 彡 N 时,久>么 +1 ，即乂 单阑下降 • 

f 面证明 lim 乂=0.事实上•利用2606题的结果即知， 

tt^oo 

6 - = °(^)* 

例如•取 e = ■，于是•当 ” - oo 时•有 


( 卢 「 l)<A+e 或 + 


因此，交错级数(_1^ 1 乂 收敛. 

•-1 

硏究下列级数的绝对收致性和条件收 敛性: 


126751 

H -1 

提示当 p <0 时，级数发散.当 0< P <1 时，级数条件收敛•当 p >\ 时，级数绝对收敛. 
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解当 p <0 时，由于 n 〃- + oo •故级数 发散. 
当户= 0时，由于 rT 〃 = l , 故级数也发散 • 


当时，由于 且 a H -*0 (其中 a - = 士)， 

_ &发散•故此时级数仅为条件收敛. 


故此交错级数收敛 I 然当0</»<1 


时，级数 


当 p >\ 时，由于级数+收敛，故级数 X ； 


(- I )-" 1 


绝对收敛, 


_ _ 

【2686】 L 


nn 

Sin T 2 

Inn * 


解由于当 n — oc 时单调下降趋于零•又部分和 




有界，故级数收敛. m 是， 


wn 2 nic 

互 > S，n 12_ 

n 〆 Inn 


nn 

~ C0S T 

2 Inn 


nn 

i C0S T 

2 lnn 2 Inn 


y cos — ⑽ I sin — 

而级数 2 A 发馼•级数 1] 收敛•故级数发敗.从而，职级数仅为条件收敛 


研究下列级数的收 敛性: 


【2693】 T7 - F + ^ ■ —^ + + 

解当/>>1, q >\ 时 . M 然级数绝对收敛. 

当0</» = <7<1时，显然级败并非绝对收敛•但由莱布尼茨判别法知级数收敛.因此，当0</> = 9<1 时. 
级数条件收敛. 

当 P'q 中有一个小于或等于零时，由于通项不 趋于零 （当 n _ oo )， 故级数发敗. 

【2698】对于级数 

cosnj sinnj ，八 ^ /、 

L " v ， 厶 — (0<x<n) 

•雷 1 ’• 《|爭| 

对全体参数 （ p ，* r ) 定出 ：（1> 绝对收敛域 《(2) 非绝对收敛域. 

解当/ >>1 时，由于 

I 外去， | 外+ . 

且 t ^收敛，故这两个级数当 P >\ 时•对于 (0,7 T ) 内任一 I 值均绝对收敛. 

!•_ 1 

当 0 <化 1 时，由于士单阒下降趋于零•且部分和 t cosw 及2 simrr 均有界 （0< Cr <7 t )， 故由狄利 

n _»i *«i 

克雷判别法知两级数均收敛.但绝对值组成的级数均发敗•事实上， 


COSMJ 

、 cos 2 nx 

1 , cos 2 nx 

sinnx 、 

、 sin 2 nx 

1 cos 2 nx 

71 ， 


2 沪 + 2 沪 ’ 

^ 一一 

多”， 

ln p 2 n p 


而§ 4当 0< P <1 时发散到 + oc，g 当 0< P <1 时收敛，故级数 
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S 


I 


I 




I 


当0</><1时均发散.因此，当0</><1时，对于 (0， x ) 内任一 z 值，级数 

00 00 

cosno: sin/Lr 

均为条件收敛.当/><0时，两级数显然发散. 

总之，当 0<_ r <7 T 时，两级数的 （1) 绝对收敛域为 p > l ;(2) 条件收敛域为 

【2703】 证明： 对于每一个/>>0,级数的和是在+与1 之间. 

•—1 

证首先，由于此级数的前 2 ri 项的和 

中的每一个括号内的数大于零•故 { s 2l ^是一个单 调递增 的数列.又因 

〜=1一(去—去)一(表—去)- 

故 < S 2( I } 是以1为上界的数列.从而知 UmSh 存在且不超过 1. 

由于此级数当/>>0时是收敛的，故对于数列它的极限与级数的和相等，即 


< 1 , 


S 


1 t ^ • 一 * «o 


limS 2li <l (/ >>0) 


(对于 />=1, 此级数的和为 ln 2). 


其次，我们证明此和不小于仍考虑前 2 n 项的部分和 §,., 则有 &•= 卜合 +§,• 

P 


•其中 


S *"* 忘 [(2k-\y~(^y 

这里0< 氏<1 U = 2,3 由于/>>0以及 




{=\ (2^-1+^)^* f 


(2走一1+氐广 


^7^ 


(2 W 


r (4 = 2,3. — ) 


即得 


§2 "^ § (2^ = 2^§ [(:务 + 士] = 2^[-^[ + ^] 

= prn ■- • ^7 + ^T • ^TT = 227 m ~ - ^ ( 1 ~ 


此处 


丄•去 (1 一 f )=0( 去）（当” 一 CO 时〉 • 

于是，对任给的 e >0, 存在正整数 N 。， 使当 n ^ No 时，有 I 丄 l < e . 这时有 


〜 =1 一去 + § :_W — 吾十 ★ 


但当/>〉0时，1-古++>如这是因为 2，+去>2,故得 


或 y + 2^ 


> 


2 P 


从而 ， S 2lt > + - e , 故收敛级数^ (二 j ,) 二的和 


S = limS 2w ^ 


由€>0的任意性，即得■•综上所述 ， f < S < l . 
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§3. 级数的运算 


级数的和与积我们 定义： 

oo oo oo 

(1) a m ± y ] b ,= y ] Ca n ± b m )i 

H -1 薄 _l 

oo oo oo 

⑵ 2 〜 2 S c -* 

• ^ 1 !!■ I 1 

式中 c n ^= axb H +“2 U … • 

oo oo 

若级数 E 〜和 6 -二者收敛，则等式 （1) 并非仅有形式上的息义；至于等式 （2)， 则要氺级数 

n -1 

OO oo 

2 a 和2 二者收敛，并 a 其中最少有一个是绝对收敛的. 

»|-丨 H-1 

【2706】若两个级数，（1〉一个收敛，而另一个发散 “2) 两个都发散，则关于这两个级数的和可下何种 

断自 •？ 

提示 （1) 一定 发散. （2> 可以收敛，也可以友散.例如，〜=(一1〉_, 6, = (—1)_ +1 及〜=6,=丄. 

n 

90 #D OD 

解 （ i > 一定发敗.因为 D 〜收敛 • 2 ^发敗，如果其和2 “ 收敛，则将有 

••1 •• 1 •— I 

2 6 - = S c -" 2 

歸_1 __1 H _1 

也收敛，得出矛盾.于是，此时两级数的和一定发敗. 

(2) 可以收敛，也可以发散.例 如： 

( I ) 设〜=(一1>•，乂 = (一1广'则 ta , 及•均发敗•但 g =0, 故收敛 t 

»—1 霉麟 》1 

OO OO OO 

(ii ) 设… =\ = + , 则见，级数 Z E S c ■■均 发敗. 

n n tr ^ fr , 

求下列级数 的和： 

DO 

【2709】 X 

n -1 

解题思路级教显然绝对收敛，且其和为 

2nn 
« cos - 7 " 

其中： A,= {n|n = 3it, 々= 0 ， 1,2 广.}， 

A 2 = <n|« = 3ife + l f 4 = 0 ， 1 ， 2 •… } ， 

A 2 = {n|/i = 3 々 +2, 々 = 0 ， 1 ， 2,… }• 

以上这样计算是合理的 • 

解原级数显然绝对收敛，记其和为 S ， 则有 


oo 

w-0 

设将 n =0, l ,2, …分成三类： 

A t = \n\n = 3k, A = 0,l ， 2r" } , 
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+ S ~~2T 


2 从 +i 


=1 + +COS 罕 + 去 cosh+f )] 2 (F) 、 ( 卜 +- +)士 = +， 

1 8 


以上计算是合理的，因为 h 述三个级数均绝对收敛，故其和为从而•原级数的和为 


» cos ^ « co 々 

s = SV -=?-^ 


2 

了. 


【2715】验证 F 面二发散级数 


1 一 §( + ) •和 1+§ ( + 广 (2- + pW ) 


的积是绝对收敛级数. 


证 ® 1- 2 ( y ) ■ S «-• 1+ 2 ( y ) (2"+2^)= 2 w - 


其中 


“1 = 1，“2 = - _ |-，“3 = - （ + ) ，…， “- = —( j ) (m = 2，3••••)， 

奶=1,^|—2+^*,巧》»+(2:+ 告) (音)(2_ 丨+~) (m = 2,3, …). 

因此般地，在 S m - E v - = 中,按乘积定义有 

■•1 •• 1 讎 —i 

Cn =“11^+14 2 1；•-，十…+ “爾叫巧十 W ,!；! 

=(+「>-■+去 )+( -音 )(•! •广( 2 -+士)+-+[-(音广]( 2 ++) 

+[-(1广] 

_ 

=(| 广(2-*-2-*-2―- 卜十(+ -士 —— + )] 

_ 

= (+)■>•_，- 党 )+(★-_ 

1 T 

= (y)' ， (F + F ri ') = (y)" * * f = (t)" '• 

OO 腾 一 I 

故级数 2]“= 互] (•! ■厂绝对 收效. 


§4. 函数项级数 


1°收敛域使函数项级数 


til (x) +« 2 (x) + ••• U m (x) + ••• 
收敛的 x 值的集合 X 叫做此级数的收敛域，而函数 
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霉 

S ( x ) = lim V “ 〆 工） (^€ X ) 

一 卜1 

称为级数的和. 

2° 一致收敛性对于函数序列 

/,(：!：>,/ 2 Cr )，...，/ ■(: r ), … （1’） 

若： 1) 存在极限函数 

/( x ) = lim /.( x ) ( j 6 X )； 

2) 对于任何的数 e >0, 可以确定•使得当”时， 

|/( x )-/,.( x)|<e 

成立，则称此函数序列在集合 X 上一致 收敛. 

当序列 （1') 一•致收敛于 /(： r ) 时•我们使用记号八 ( dlT / U ). 

# 

若函数项级数 U ) 的部分和序列： 

颺 

S „( x )= ^ m,(x) (”=1，2•…） 

<•1 

在集合 X 上一致收敛，则称级数（1>在此集合上一致 收敛. 

3°柯西准则级数 （1) 在集合 X 上一致收敛的充分必要条件为 ：对于 每一个 e >0, 都存在数 N = N ( c ), 
使得当 ”> N 和/>>0时，不等式 

\S m ^ p (a:) — SAx) I = I XJ «.(x) I <c 

对一切 x € X 都成立. 

4 - 魏尔斯特拉斯判别法对于级数（1)，若存在收敛的数项级数 

ci + o + •••+(«« + …， (2) 

使得对于 x € X 下列不等式都成立： 

| m .( x ) |< c „ (” = 1，2广.）， 

则级数 （1) 在 M 合 x 上绝对并一致收敛. 

OO 

5°阿贝尔判別法若：1)级数 a ( x ) 在集合 X 上•致收敛》2)函数 6 n ( x )( n = l ，2, …）全体是有界 

_-i 

的并对每一个: r 组成一单调序列•则级数 

2 a m ( x ) d n U ) (3) 

•-1 

在集合 X 上一致收敛. 

6°狄利克©判别法若：1)级数 a ( x ) 的部分和全体是有 界的； 2) 序列 6„ U >( n = l ,2, …）对于每 

一个 I 都是单调的，并且当 n — oo 时在 x 上一致地趋于零，则级数 （3) 在集合 X 上一致收敛. 

7°函数项级数的性质 1) 以连续函数为项的一致收敛级数的和是连续函数. 

2) 若函数项级数 （1) 在每一个区间 [ a ，/?] C ：( a ,6) 上一致收敛巨有有限的极限 ( n = l ,2, 

r-^a 

OO 

…），则 ：i ) 级数 D 疋 收敛 ， ij )成立等式 

1 

OO OO 

lim{ 2 } = X [l im «〆：)]• 

it—i * • 爾 i 一魏 

•o 

3) 若收敛级数 （1) 的各项当 a <： r <6 时皆连续可微，并且导数的级数 ; S Z ( ar ) 在区间 U ，6> 内一致收 

W-1 

敛，则 
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第五章级数 §4•函数项级数 


[2 = 公 u H (x). 

«-i 

4) 若级数 （1) 的各项连续，并且此级数在有限区间 （ a ，6) 内一致收敛，则 

J a { S }cLr= 2 I M.(x)<Lr. (4) 

—般说来，若当时 f /^( x ) clr -0, 这里 RJx 〉 = f ^ u , U ) ，则公式 （4) 成立.最后这个条件也适 
合于积分限是无穷大的情况. 

定出下列函数项级数的绝对收败域和条件收敛域. 


【 加 】 

•—1 

(-ir 

解 =1，故仅当 | 即 （1 一 x)*<(l + o *)* 或 x >0 时，级数绝对收敛. 

"* I 2”+1 | 

当 x =0 时，原级数为 f 显见它为条件收敛，当 x <0 时，原级数通项不趋于零，故发散. 

【 2724 】 S (兰 伯特级 数）. 

解考虑级数 （1) i 与 （2) i * r \ 

n-1 1 X li-l 

当 IjtICI 时，级数 （2) 绝对收敛•根据阿贝尔判别法•以单调递减且有下界的因子 7 ^乘此级数的对 


应项所得的级数 

2 Y ^ P ： (3) 

也收敛，且为绝对收敛. 

同理•再以单阔递减且有界的因子乘级数（3〉的对应项所得的级数 t 仍然收敛，且为绝对 

收敛.由于 



故原级数当 UIC 1 时绝对 收敛. 

当 ui = i 时，级数 （1) 显然无意义. 

当 Ia :|> l 时，级数 （2) 显然发散•下证级数 （1) 也发散•若不然，当 Ix |> l 时，由级数 



-(ir 


收敛，再根据阿贝尔判别法，我们就会推出级数 


— 零 

E 


iil 


7也收敛.从而会得出 


S 


! (士 )■ 
— ( + )■ 卜(士) 



也收敛，这是错误的.因此，当 Ul 〉 l 时，级数 （ i > 发散. 
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【2737】 证明••若 洛朗级數 a . x - 当 xti : 和 x = 々 （ 丨< | or 2 丨 ） 时收敛，则此级数当丨々| <丨 1 1 
<| x 2 | 时也收敛. 


证明思路 注意级数乏] a n x \, Yj Yj 〜 4 及 H a - •工 厂均收敛，由此只要证明级数 

n — 0 歸 ■•丨 蹲娜0 ■騰1 

oo oo 

D ■及2 a—j •■的收敛性 | x ,|<| x |<| x 2 |). 

n^O ii * 1 

证由于洛朗级数当1=4和1=心时收敛，故级数 


(1) 1] a n x \, (2) X ui "_, ⑶2 (4) ^ a^ m xr 

n^O 黷_ 1 __0 __ 1 

均收敛.于是，由 （3) 知，当 kl <| z 2 | 时，级数■•收敛.由 （2〉 知，当 j < 

__0 

oo oo oo 

级数 a 收敛.因而，当 U , |< UI <|_ T 2 丨时•级数2 ■与 2 a - r - •均收敛，也即 D a . x - 

轉輯 | _■<) H _1 !!_•<» 

收敛. 

oo 

【274 U 】 证明 ：若狄 利克雷级数; ^ 4当 *r = x 。收敛，则此级数当 z 〉 办时也 收敛. 

证明思路 注意 g ^ 7 = g (含 .^ 0 , 并利用阿贝尔 W 則法. 

证 S 由于级数收敛•并且;^当1>工。时申调 " F 降 )6 于零，故根 


士 | 即当 UiKMW ， 


据阿贝尔判别法即知：当 ： r > J ：。 时•级数 今收敛. 

• •1 n 

【2741】 证明 ：序列•…〉 在*合 X 上一致收敛于极限函数 / U ) 的充分必要条件是 

lim { sup y m (x)) =0t 

••oo _<X<A 

式中 y .( j )= |/( j ) —/,( j )|. 

提示利用一致收敛的定义即 获征. 


证先证必要性. 

由于/»(1)在 集合： V 上一致收敛于/( I )•故对任给的 e >0 •总存在 A /( c )>0 •使当 ”> N ( C ) 时•对于集 
合 X 上的一切 X 值，均有 


因此，当 n > N (€) 时，有 
再证充分性. 


|/.( x )—/( x )|<€. 

{ y ,( J ) }<€ ，从而 ， lim { supy ,( i 〉}=0. 

• ■♦油 m 


由于 lim { sup y .( x )} =0 •故对任给的 e >0, 总存在 N ( e )>0 •使当 n > NU ) 时，有 

sup 

€<T<b 

于是，对于集合 X 上的一切 I 值，只要当 n > N ( e ) 时•就有 

l / i .( x )—/( x )|<€. 


因此，八（ X 〉在集合 X 上一致收敛于 /&)• 


研究序列在所给区间上的一致收敛性: 


【2746】 / B ( x ) = x -； (1) 0< x<ys (2) 0< or < l . 

提示 （1) 一致收敛于零 .（2) 收敛而不一致收敛.取 （ Xeo <~| •及 1=^( 不论 n 多大） 即可证不一致收敛. 
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解 （1) 当+ 时， limAU ^ Os / k ) •任给 e 〉0, 由于 


|/“:) - /Cr)| = U |-<( + )*， 


1 In — 

故要使 l/-( ： r) — /( > r)l< e ，只要古<“即只要•取 N = 


•In 


In2 


，则当时，对于 [0,4] 上的一 


切 x 值，均有 


|/ Jt (x)-/<x)| = |/.(x)-0|<c. 


因此， /_(x) = x” 在 [0，f] 上一致收敛于零. 


(2) f(x) = \\mf m (x 


叫:： 0O；i. “使0< £ 。<如不论”多么大•只要取,=僉就有 


(去)-，(去)| = +〉 € 。. 


因此，八 U ) 在[0，1]上收敛而不一致 收敛. 

I2756J (1) /, (x) =arctannj； 0 <j< + oo. 

m (1) 当 0< j ：< + oo 时 • li marctami j ：= + = /( J ：>. 取 eo 使0<€。< +•不论 n 多么大•只要取 z = 


，躭有 

八 ( 士 ) 一 /( 士 ）l = l arcunl - 

因此， /-(■!：) 在 （0，+OO) 上收敛而不一致收敛. 

【2762】 /„(x)=V ， TT7 r , 0<x<2. 

a 〜 •• f 1 ， 0«1, 

解 /( x )= hm / ll ( x ) = 

一 。 Ixt l < x ^2. 

(1) 当时， 

|/.( x )-/( x )| = | ^+^-11 


n 

Y 


( l +/〉 S i J +( l + l ” 2 T i —. + ( l + l ” f+l n 


TTT < ^» 


(2) 当 1< j :<2 时， 


|/.<x)-/(x)| = | 




< 


rr <—. 


nj"" 1 n 


因此，对于 0<o:<2 的一切 *r 值，均有 


|/,.(x)-/(x)|<^. 


任给 e>0, 要使 |/,(:r) 一 /(:r)|<e, 只要” >+ .取 N=[+], 则当 /i>；V 时，对于 [0,2] 上的一切: r 值，均有 

|/,Cj)-/(x)|<c. 

因此， /-U) 在 [0,2] 上一致收敛. 

【2765】设函数 / U) 在区间 （a,6) 内有连续的导数 /'U), 且 

/■ ( j ) = ”_/(:++ )-/(1>]. 
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证 明：在 闭区间 上（其中 a<a<p<b'),f m U)Ztf\x). 

证考虑 W ], 其中 a < a '< a <^<^<6. 由于 A (: r )( n 充分大）在上有连续导数，由微分学中 
值公式，得 

/.( x )= n [/( x +^-)-/( x )] = n / / ( x +-|-) - + = /'(:++) (0 〈沒 <1). 

又因 /'(： r ) 在 IV ， 〆 ]上连续，所以 /'( x ) 在(>'• 〆 ]上一致连续，即对任给的 e >0, 存在衣 = d ( e )>0, 使对于 
[，灼上的任意点 0 ：'及/，只要当| 2 ：'—/|<占时，就有|/'(： 1 / )一/'( 1 ")|<£.今取 N =[ y]+l = N ( c ), 

则当 n >/ V 时，有士•<士<表于是，对 [ a , 扣上 的一切 x 值，只要 N 足够大，就可保证 I 与1 + |均厲于 
[ V , 〆 ].于是，对于 [ a , 幻上的一切: r 值，均有 

|/„( x )-/ # ( x )!= /'( 1 +音）一广(: r ) < c . 

因此， /-( x ) 在 [ a , 幻上一致收敛于/ 7 ( x ). 

研究下列级数的收 敏性： 


【2769】 Yj (1 — 文)文"1在闭区间 0<« r < l 上. 


提示注意5,(0：) = 1—: r - +l 及 S (_ r ) 
(不论《 多大〉 即可证不一致收敛. 


_ f 1. 0< j <1, 

~ lo , x = l . 


收敛而不一致收敛.取0<6。<+及 ■!= 




•W ， 

解 SAx )= 2 ( l - x ) j * = ( l - x ) 2 X * = l - X ^ 


于是， 


S ( j ) = limS lt ( x ) 


0<j<1 


取 € 。使0<€。<7,不论 U 多么大，只要取 




，就有 


(4?)~ s (%)| = It _ i I = + >co 


因此•级数乏] ( l - x ) x - 在 [0,1] 上收敛而不一致收敛. 

H -0 

【2774】利用魏尔斯特拉斯判别法•证明下列函数项级数在所指区间内的一致收 敛性： 

提示注恚 （3) H - n 4 x *^2 n J x ( x > 0 ). 

解（3> 当 ■!•=() 时，级数显然收敛于零.当 x >0 时 ，1+ W >2 n 2 ： r , 于是， 

又因_ +收敛•故级数_ 1 +^4 在[0，+ 如） 上一致收敛. 

研究下列函数项级数在指定区间上的一致收 敛性： 


[27771 2 ^7^; 0< x < + oo . 

i »— 1 

提示利用狄利克雷判别法. 

解 2 (- D * <1. 当 0< Cr < + oo 时丄，它单调一致地趋于零.因此•由狄利克雷判别法 
rrf n^rx n 
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知，级数$ 


-I ) 1 

x + n 

1 

00 

【2781】 2 


当 0< a :< + oo 时一致 收敛. 


0<x< + oo. 


\/n +. 


解当 x =2 mit (m = 0， l ，2, 时， ^ sirusinfe : r =0 •当 j ：^2 mn (m = 0， l ，2,…）时 


n m 

^ siarsin^x I =|siar| • | ^ sin^x | ^ [ siiul 


1 _o 

X 

X 

sin ^ 

cos 2 


<2, 


于是，对于一切 a ：€[0.+ oo > •均有 


I ^ siarsin^j ^2. 


对于 每一个 i 6[0,+ oo ) 关于 „ 都是单调递减的，且由 


知，当 00 时， 


? —— - __ _ _ 

V n^rx v n -+-j vw v/n 十 

在 0< x < + oo 上一致地趋于零.因此，由狄利克雷判别法知，级数在[0，+«0上一致收敛. 

【2783】 不连续函数序列可否一致收敛于连续函数？ 

解题思路 可以.例如，真數序列•其中 


关于 




(：：： 


为无 理教， 

为有理數. 

利用 734 題 的结果 ，可知 /•(•!：> 在 （ _oo,+oo) 上每 一点均不连读•但它在 （一 oo, + oo) 上一致收敛于连续 
函数 /(: r )=0. 

解可以.例如，函数序列 

/■(: t ) = "^( jt ) ( n = l ，2, …） ，其中 9 >( ^>={ j ， 1 为无败’ 

显然，八（ X )在一 00<1< + ~上每一点均不连续，但由于 


为有理数. 


l/-(x)K 


(n=l ， 2 •… ； —oo< ： r< + 


故当 n - oo 时，八（1)在一 ooO <+ oo 上一致趋 于零. 而 /( J ：) S 0 (-00<1< + 00)显然是连续 函数. 此例 

说明，不连续函数的序列仍然可以一致收敛于连续函数. 

OO OQ 

【2784】 证明： 若级数 D l / lt ( > r ) 丨在 [ flj ] 上一致收敛•则级数 /-( i ) 在 「 fl ，6] 上也-•致收敛. 

n -» 

提示由柯西准則并注意不等式 

I/.+ 1 ( ： r) + /i i+ *( ： r) + m + A” （： r)l<l/ > +i( ： r>l + I/—t(x) I + …+ I /•+〆：*：) I • 

命題即可获证. 

证由柯西准则及题设知 ：对于 任给的£〉0,存在; V = NU ), 使当 n 〉 N 时，对于 0,6] 上的一切 I 值， 

均有 

I fm*l ( J ) I + I /一 * (:) I + …+ I /■+，⑴ I <« • 

其中/>为任意 正锒数 .由于 

I/■+|( 工 ） +/■+:(:) + …+/ 爾 - ，（ 1〉|< |/_+1(1〉 l + |/,+2(J〉 | +…+ l/ B+ p(x)|<€, 

OO 

故根据一致收敛的柯西准则知，级数/-( X )在 0,6] 上一致 收敛. 


【2785】 若级数 /. Cr ) 在上绝对并一致收敛•则级数1/胃 D I 在 0,6] 上是否必定一致 


收敛? 
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解未必.例如，级数 (- D -( l - x ) x - 在 [0,1] 上绝对并一致收敛•但其绝对值级数不一致收敛. 

1 

事实上，级数 


2 l(-ir(i-i)x-i= 2 d-x)x" 

n-l «-1 

oo 

在 [ 0 , 1 ] 上收敛而不一致收敛因此，我们只要证明级数在 [ 0 , 1 ] 上一致收敛就可以 

肩 -1 

oo oo 

了. 首先，当 1 = 0 及 1 = 1 时，级数冗 (- D -( l - x ) x - 显然 收敛. 当00<1时，级数 U (- l )"( l - x ) x - 

oo 

= ( l - x ) 2 (- l ) V 是交错级数且满足莱布尼茨条件，故也收敛.要证其一致收敛，只要证其余式 

1 

OO 

= 2 (一 1) 4 (1 一 dx * —致 趋于零 （对即可.按满足莱布尼茨条件的交错级数的余式估计，有 

卜 — 1 

|^( x )|« l - x ) x ^ 1 (0< x < l ). (1) 

令/(^) = (1-^)^ +, ，通过求导数易知此函数在时达到其在 0< x < l 上的最大值，故当 0<: r<l 
时•恒有 

0</( x )</(^)=^2(^±|) -，， <^2. 

于是，由 （1) 式知 

|/?,(x)|<^ (0<x<li n=l,2, …〉. 

由此即知，当 《- oo 时关于 0= Cr<l —致趋 T 零. 

* ) 利用2769超的结果. 


【2788】 证明： 幕级数 a , x - 在全部位于其收敛区间内的任何闭区间上一致收敛. 

n -0 

证明思路设幕级数的收敛区间为（一尺 , K ) ( R >0), 0,6] 匚 （一尺 •/?)• 

令 r = max ( |“| • |6| >•則 | a . x " I < U . r - 1 . 并利用魏尔斯特拉斯判别法. 

oo 

证设幂级数 D 的收敛区间为 （一/?,/?) ( R > 0 ). [ fl ,6] C = ( — R , R ) •令 

r = max ( | <z | • | 6| ), 

则当 0,6] 时•有 

U- • |r|"=|a„r B |. 

oo 

由题设知 X ； 叫收敛，故原幂级数在 0,6] 上绝对并一致收敛.由的任意性，本越获证. 

歸*0 

<0 00 

[27901 证明： 若级数^ A 收敛，则狄利克雷级教^当 zX ) 时一致 收敛. 

，*1 n -1 n 

提示利用阿贝尔利别法. 

证且; V 对每一个 I 彡0是单调的.又; I 当1彡0时一致收敛，故由阿贝尔判别法知，级 

*-1 

数4当 ■ rSO 时一致收敛. 

I•— 1 

oo 

【27奶】确定函数/( I )的存在域并研究它们的连续性，设（1〉 /( x )= (1+ 丄 

1 n 

解 （1) 由于^/ ( JT + 士 y = l * r |, 故当: r |< l 时•级数绝对 收敛； 而当 M 〉1 时，级数发散.当 
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U |= l 时，通项不趋于零，因而级数也发散.于是， / Cr ) 的存在域为（一 1,1) •下面证明 /( x ) 在（一 1 , 1 ) 内连 
续.设则当 | x |< l —&时 ，有 


(工++) - | < (卜奸 士) 


上面已证级数 (1 一 《5 十丄)•收敛•故级数乏](: r++)_ 在 [一 1+5,1 — 5] 上一致收敛，从而， /(d 在 

该区间上连续.由于5可以任意的小，故知 /(X) 在开区间（一1，1〉内连续. 

【2797】 证明 ：黎曼 f 函數 f (: r )= 士在区域： r>l 内是连续的并且在此区域内有连续的各阶导数. 

•-1 ^ 


证显然级数 f 七当1〉1时收敛.各项求导数所得级数为一 t ¥.下证它在 l < a <« r < + oo 上 

*•1 W — 1 

•致收敛 U 为大于一的任何数）.事实上，当 a <* r <+ oo 时，有 

0<哞< 唣， 


Inn 

而级数 ㉚ ，收敛（这是由于而$>1, t +收敛），故知级数 | j ，在 

n* 7 " 1 


fl < or < + oo 上一致收敛.再注意到每项都是 _ r 的连续函数，即 知：在 fl <： r <+ oo 上町逐项求导数，得 

n 

t 

C # ( x ) = - 2 (1) 

•-1 n 

并且（（_1：)在^<2：< + 00上 连续. 再由 a > l 的任意性即知（1>式对一切 l <_ T <+ CO 成立，并且 （（ J ) 在 
l < Cr < + oo 上 连续. 当然 f ( i ) 更在 1 < i < + oo 上连续. 

利用数学归纳法•并注意到对任何正整数 K 级数$； ( fl > l ) 都收敛，仿照上述，可证：对任何正 

— 1 

懷数八 在 i < z <+ oo 上都存在旦连续，并且可由原级数逐项求导数务次而得： 

t < * , ( x ) = (- l )* 2 ^7^ ( l < x < + oo). 

••1 於 

[28001 证明 ：序列 /,( i 〉= 丄 arct a ar "( n = l ,2, …〉在区间（一 oo ,+ oo 〉 内一致收敛•但 

n 

[lim/.(x)]x-i 

tr^oo it-^eo 

提示注意|/,(1)丨<盖. 

证由于当 ： re ( — ° o ，+ oo ) 时， | arctaar ’ | <~|~ ( n = l ，2 •…〉 •故有 


l /.( x )|<^ (”=1,2, …). 

易见 jim / n ( x )=0 = /( x ). 任给 e 〉0, 选取则当 / i > jV 时，对于一切的& (一 oo , + oo ) ,均有 


2 •瓦 

于是 ，/-(: r ) 在（一 oo ,+ oo ) 内一致收敛于零.但，易见 

[lim/ l# (x)] / x *i=/ ， (x) | x -i= 0 f 1101/1(1) = 4 - 7 ^ 0 . 

tr^oo m^oo L$ 

因此，两个极限不相等•值得注意的是，/ _( I ) 在 （一 oo ,+ oo ) 内一致收敛于零，但 / Ux 〉 在 （一 oo ,+ oo ) 内 
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却不一致收敛于其极限 函数： 


lim /：( x ) = 


Ot j ^ I ， 




【2802】 试确定参数 《 取何值时下列命题 为真： 

(1) 序列 

•…） （1’） 

在闭区间 [0,1] 上收敛； 

(2) 序列（1'>在 [0,1] 上一致收敛 • 

(3) lim P /_( x)di 可在积分号下取极限？ 
if—OO Jo 

解 （1) 当1=0时，对于任意 0 •均有/.(•20=0»当文关 0 且 >1 ^(0,1]时，对于任意 0 ,均有 

lim /_(1>= limn 4 xe^ IM =0. 

tr^oo tr^oo 

因此，对于任意的…/.( X )在 [0,1] 上收敛于函数 /( j ) = 0. 

(2) 由于 /:( i 〉= We- v (l — ni ), 故当 丄时,/:(1)=0.又由于当: r < 丄时， /:( or )〉0, 当0：>丄 

n n n 

时， / WiXO , 故 ：r = j 为八（: r ) 在 0<> r < l 上的最大 值点. 因此， 

n 

0</,( 1 r ></-(士）=”-• , e - , <0< x < l ). 

当 a < l 且 n — oo 时于是•当 a <】 时•对任给的 e >0, 总存在 N , 使当 时•对于一切的文€ 
[0,1]，均有 

|/.( o ：)-0|< e , 

即当 a<l 时 •/_ (: r ) 在 [ CM ] 上一致收敛于零.当 a >l 时•由于八（士〉 - M ) •故八（1)在[0,1]上不一致收敛 


于零. 


(3) 要证明 lim f 1 /■(• r ) cLrS ! 在枳分号下取极限，即只要证明 


亊实上， 
而 


lim [ / m ( x ) dz = [ " lim f m ( x ) ]dx. 

t —> JO J 0 m^oo 

[ [lim f m ( x ) ]dx= [ 0 • dx = 0t 
Jo Jo 


(2，） 


lim 「 fAx ) dx =\\ mn m f je _ 似 dr = limn . ( -• - ~ (1 - e *"- ne * 

It-^oo J o ir^oo Jo «-•« \ W ft ft / m^oo 

要 （2') 式成立，只要下式 

lim f / .( x ) dr =0 t 

it— Jo 

当 a < 2 时 成立. 于是，当 a <2 时 ， lim P /.( x ) dr 可在积分号下取 极限. 

m—oo J 0 

【2805】在表达式 T ： ^ jC L r 中，在积分符号下取极限是否合理？ 




解由于 H 把 ^^」心 = [ 0 •心 = °，£ TT ^ dx= ^ ( Y arctannxZ ) 

故在积分号下取极限不合理. 

一般说来，若序列 /- Cr ) 在 [ a ，6] 上一致收敛•则是保证在积分符号下取极限为合理的一个充分条件， 
但当它不一致收敛时，则就不一定能保证可以在积分符号下取极限了，本题就是其中一例.事实上，取£。使 
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0<&<+，不论 n 多么大，只要取 工=七，软:有 


l / -( i )- H = rrT ^ > iir = T > ^ 


故此处的在 [0,1] 上并不一致 收敛. 

1 卞 n jt 


oo 

【2810】在闭区间 [0,1] 上逐项积分级数乏] ( o：h — • rh ) 合理否？ 

■-1 

解令 S .( x )= 2 (工^一文 21 ^〉•则 1=0,1 时 ， S ,( J ：)=0; 当00<1 时，因此 


S(x) = limS a (x) 


取 c 。 使0< € 。<士，不论 fi 多么大，只要取 I , 


H ：：, 


x=0 f l. 

0<x<l. 


2^ Tm 


就有 


\ S m ( x m )— S ( x m )\ =-^> eo . 

因此， ^ Cr ) 在 [0,1] 上不一致 收敛. 

注意，对于不一致收敛的级数而言，一般地汫逐项积分级数不一定合理.但对于本題来说，由于 


§ J : d 


f。[2 (: 占 — ) ]dx= | o (l-:r)dr= j 


= S — - G - 5)} = § (^" 2 ^ 2 )"+* 

故本题所给出的级数在 [0,1] 上作逐项积分计算还是对的. 

由此题说明，级数在0,6]上一致收敛仅是 SJ 以逐项积分的一个充分条件，并不是必要条件 • 

【2811】 设 /(1)(一00<1<+00) 是无穷多次 5 J 微的函数•且其导数/ <"»(1)(”=1,2, …）的序列在每 
一个有限区间内一致收敛于函数 f (：r ) •证 明： 〆 x )= C〆 ， 其中 C 为常败. 

证由于 /( x) 无穷多次可微•故广 > (1>在（^6)内连续可微（《=12^").又 按魈设 /^ r)S( a ，〜内 
一致收敛于〆 z ), 且其导数序列 / •…）在 ( a,6) 内也一致收敛于 9 (x), 故 9(1) 在（〜6>内可 
微，并且 

〆 (：〉= [ lim /-’ (: r ) ] # = ( x)T = lim 广 ( x )=®( x ). 

m-^00 ir-^oo 

积分之，即得 \ n < p ( x )= x ^ C x •也即 9 ix ) = Ce •其中 C=e c i 为常数 • 


§5. 幂级数 


r 收敛区间对于每一个幂级数 

a 0 +ai (j ： —a) + ••• +a, (x—a)" + ••• 

都存在封闭 的收敛区间： ，该级数在其内收敛，而在其外发 » •收敛半径 1? 可 按柯西一阿达 马公式 


-p = lim y\a m I 

ix w-^oo 


来确定. 


收敛半径尺也可按公式尺 = 来计算（若此极限存 在〉. 
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2°阿贝尔定理若幂级数 S ( or )= ；2 尺)在收敛区间的端点1 = 尺处收敛，则 


S ( R )= lim S ( x ). 

r - R -0 


3° 泰勒级数在点解析的函数在该点的某邻域内可展开为幂级数 

•• 广》 （ a) 


/( 工 >=S^^(w. 

4-0 K • 


此级数的余项 




V 》 U ) 




Cx - a) k 


可以表示为 


或 


(■10 = 广’匕二 — (0<沒<1)(拉格朗日形式） 


咖= 广一⑷ (卜，-<0<^<1) (柯 西形 式〉. 


必须记住下列五个基本展开式： 

I . e: = l+:r+|y + …+ 七 +…(― oo<x<-foo). 


II . siar = x — 


3[ 


+ (-!)' 


(2n-l)! 


•• • 


(— oo < j < + oo ). 


ID. cosjr=l -^7 + … + ( — l〉_ 


IV . ( l + x)" i = H - mj：-f 


mKm 


2 ! 


(2 n )! 

L 2? + … 


+ … (— oo < x <4- oo ). 

m ( m — ”…（仍 一 n + 1) / 


V • In(l+x) 


x-y + y - -f + 


”！ 


(- l < x < l ) 


+ 


(-1< j <1) 


4° 幕级数的运算在公共的收敛区间 lx — fl |<R 内有： 

oo oo oo 

(1) 2 flu (工一 fl )" 士 2 b n { x — a ) m — 2 ( fl •士 ^)(1— a ) 1 


t -0 


•-0 


■•0 


(2) 2 一“） ’X] — aY= ^ “ （：一£*)_， 式中 c _ = fl 0 6_+a: 6, 一 , + … 十化〜 


»-o 


(3) 


j- [ 2 a w (x —a)"]= 2 (w+l>a-*M (J ： - 

••0 n «»0 


(4) J [2 a - (x-<z) "] ^ =c + 2 ^ y (：r — fl 〉_ ‘、 

5° 在复数域内的幕级数研究级数 

oo 

S c m U - a )\ 

»-0 

式中 c n = a ^ ib H9 a = a +\ p , Z = i + i ： y , i : = — 1. 对于每一个这样的级数都有一封闭的收敛 I « k — a 丨 
该级数在其内收敛（并且绝对收敛），而在其外发敗.收敛半径 K 等于幂级数 

oo 

2 |“|产 

•-0 

在实数域内的收敛半径. 

求下列霉级数的收敛半径和收敢区间并研究其在收敛区间端点的 性质： 

oo 

【2812】 2 5* 
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解 记〜 .由于 


lim| 丄 | =lim(l + 丄 )’ = 1, 
ir ， oo|fl a +| | x n 7 


故收敛半径收敛区间为（一 1,1). 

当: r = 一 1时，若/»>1,则幕级数为绝对 收敛; 若则为条件收敛；当/><0时，则为发散, 
当 x=l 时，若/0>1,则为绝对收敛；若/><1,则为 发散. 


【則§ (^) 

解考虑级数 


X- (£2>0, h>0). 




容易求得它们的收敛半径分别为亿=4■及沁=|•，故原级数的收敛半径尺 = 

收敛区间为（一尺,只). 

当一尺时，若 a <6, 则级数为 

§ (卜 9 (一士)、§ (一 r + § 

对于上式右端的第一个级数•利用达朗贝尔判别法有 


(1) 


lim 


-. J1L 

«+i 


(- 1) 1 


(tr 


T 


<1， 


故知其为绝对收敛，而第二个级数 a 然为绝对收敛.因此，当时•级数 （ i ) 绝对收敛.当时•级数为 

(-士 )、§(_”•士⑵ 

上式右端的第一个级数条件收敛•第二个级数绝对收敛 ( A < a ) 或条件收敛 ( A = a )， 故当时•级数 （2) 条 
件收敛. 

当时，若 fl <6, 级数为 

§($$)(+)_= § 士 (含)_ + §夂 

由前段知其为绝对收敛；若级数为 

§64)(+)-= §++§+(+)•. 

它是一个发敢级数与收敛级数的和，故为发散级数. 


128281 X ] 


[3 + ( — 1〉_ 


提示记 〔 3 + (— - 1 ,則： 

Tl •"•oo 

解记•由于故收敛半径 K = + ; 收敛区间为(一+，+)• 


当时，级数为 


S 


[3 + (-1)-]- 


( 1 ) 


将它拆成两部分，一部分为部分为_ . 前一级数显然发 散：而 对于后—级数，利用 
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柯西判别法或达朗贝尔判别法易知其为收敛.因此，级数 （1) 发散. 

当1= 一+，同法可证，原级数可拆成一个发散级数与一个收敛级数.因此，它是发散的. 


求下列广义幕级数的收 敛域： 

128361 2 (1 + 七） ■ e —' 

_ 2 OD 

解记，则原级数为•.由于 

_» 1 

lim ^/\ a n T = lim (1 十丄 ) =e 1 1 

故当 | ei|<>r = e 即当 l +_ r >0 或: r > 一 1 时，级数绝对 收敛； 当 1 <一 1 时，级数发散：当 * r = 一1 时，由 
于 

"1 * 

lim (1 + 丄） e " = lim -- 6 - ■- =1^0# 

一 、 J 一 L «)_」 

故级数发散•于是，级数 t ( l - f - i -)'" 的收敛域为（一 l ，+ oo ). 


写出下列函数按变置工的非负 fi 数次幂的展幵式.并求出相应的收败 区间: 


【 2845 】 fix) = sin( warcsina:). 



=~t E (— S S (”+〜■•》 

■_0 »«0 *^0 


= T § 
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••—I 

利用 2855 題的结果 . 


(|x|<l). 


【 2863 】 


解 


jcosg ~ X 1 
1 — 2o:cosa+j 2 * 

xcosa—x 2 _ t 


1 — 2xcosa+x 2 


1 c 

2 Lj — 


cosa+i sina 


(cosa+i sina) 


—(cosa - 


i sing 1 
一 i sina) J 


•r(coso 一 i sina) 1 一 : r(cosa + i sina) 


= - 1 ++[f 

oc oo 

= -14-—^ ^ x"(cosa~i sin^)_+ ^ /(cosa + i sina)"] 

n ™0 «—0 

=了 ^ x"(cosna _ i sinwa + cosno+i sinna) 

oo 

— 2 j" cosnat 

•• I 

其中 I 物 in ( |c 』 sin.I - “ 」 r 一 H • 即 I〆 1 . 

【 2867 】 ln(l+:r+ j 2 +j: J )• 

解 ln(l+x+x l +x s ) = ln[(l+j)(l+x , )]-ln(l+x) + ln(l+x 2 ). 

但 

ln(l+j)= V (-1)-- 1 — 

frl n 

ln(l+^)= 2 (-I)"- 1 — (- 】 《 1), 

«• I ” 

故当一 l <* r < l 时，有 

ln(l+j+x 2 -H^ 3 )= 2 (-1)--' —+ 2 (-!)--» 

n -1 ^ •-1 ^ 


E 


-1 )•-*+(-l〉:？， 1 [1 + ( — IV 


首先展幵导数，然后用逐项积分的方法求下列函数的幕级数展幵式. 
【 2872 】 /(x) = ln( 1 一 2xcosa-fx 2 ). 


解 


ln(l-2xcosa+^)=J ； (+ ^ 


/ cose—r 


2rcosa—r 2 


) d/ 


~ 2 I ：( tS 


t " cosna j d / 


一 2 


^m 9 

^2 cos ”' , 


收敛 区间为 UICI . 当 ui=l 时，由 2698 题知 • 对于 0< a <；r •级数收敛. 因此，当 0< a <7u 时 ，级数的收敛 
域为 U|<1 . 但当 a = 0 且时 •级数发散； 当 a = 0 且 a*=—l 时 •级数条件 收敛； 当 a = 7c 且 1=1 时，级 
数条件收敛； 当 0 = 7 ：且 : r= 一丨时 ，级数发散. 

* ) 利用 2863 題的结果 . 

对幕级数进行相应的运算，从而求出下列函数的幂级数展 幵式： 

【 2884 】 /(j) = ln 2 (l-x). 


解 /( i >=( 一: r—y — y — …) 
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当工=一 


= 2 [ r ^ + 2(/| 1 — l ) + 3( J -2) + — + ^" i ]' r — 1 
»_ 1 

= § [(++ 士) d ^ T + (+ + ;^ T ); rh + … +(+++); ii ]’ 

= 2|：(1 + + + X 篇旧<1). 

I 时，级数为 

2 E 0+++++— 士 广 1 )— 1 


由于 


(1 + + + … + +) 土 >(1 + ; 


M+1 


1+ 十 +…+ + + 山)土 (n=2.3. 


并且有 




故它是收敛的 . 


级数 


当 x=l 时，由于 g ； r ^发敗且原级数为正项级数，故 2 (1 + + + … + +.)1 也发散 , 

2 E ( i +++++ OS ； 


的收敛域为一 1<«T<1. 

* ) 利用 146 題的结果. 

12886] /(j) = e^cosx. 

提示注意 e* (cosx + i siar) = 号 (cos 〒 + i sin〒). 

••0 • 

解 e^cosj 为 e x (cos*r+i siar) 的实部•由于 
e x (cosx+i sinx y ) = e J e Kr -e il ^ )M 


t ^CO + i)x]- S 5(l + i”= E $ [ 斗十 i sinf )J 

•■■0 fv w 0 • * 

2^2? (cos sinf), 


nn 


比较上式两端的实部，即得 e ~osx= D 

••0 

[2890] /(x)=(^p) 2 . 


n \ 


(|x|<-f oo) 


解令 〆 :r> = (arcsiar) 2 = ^ a m x m ( — \<x<\) ， W\ 


9 (x)= f 


2arcsinx 


yi - x 2 


= 2 (n 十 1) 屯 +U_ (-l<x<l) 


由于炉 (0) = 9 /( 0 〉= 0 ，故。。 =a x =0 •由 \/\ — x z <p ix) = 2arcsiar 得 

x ^ Cx ) _ 2 


y /\ — JT(p ( J ) — 




yi — X 2 


(- 1 <x< 1 ). 


因此 


即 
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将 9(0：) 的展开式代人，并注意到=0,可得 

oo QO 

(1—x 2 ) ^ n ( n —\) a m x m 2 — ^ na _ 尤 " = 2 

W— 2 9^2 

oo oo 

或 X ] n ( n - l ) a m x - z - ^ ri 2 a m x m =2, 也即 

w-2 m^Z 

oo 

2a 2 + 6a 3 j+ ^ [(/i+2)(fi+ 1> 屯，广 /iW = 2 ( —1 <x<1) 

比较上式 z 的同次幂的系数，得 


02 


口3=0， a 靖+ 2 = 


(n+2>(”+l 广 


( n ^2). 


从而可得 

a 2[(2 ▲川] 2 


^2 k^i Wt a ： k^t (2 A + 2>* 

于是， 

^ (x) h (2^+2)! 

从而得 



(2々 + 2)! 


(走= 0,1,2, …）. 


(- 1 < x < 1 ). 


，/ 、_ G 2 2 ^ , (^!) 2 以 ，，/ … 

/⑴ (24 + 2)! J (-1 〈: <】)• 

M 然右端的幂级数当1=士1时均收敛，而左端的函数当1=士1时连续，故由幂级数的阿贝尔定理知，上述 
展式当1=1及: r =- l 时也 成立. 

【 28 94 】 设 seer 的展开式写为以下 形式： 




E n 


t=i ㈤ ！ 


求 出系数 氏（欧拉数） 的递推 公式. 


解 在等式 scc.r = S 為，，關财咖，跳意 


的展开式•躭有 


1= cosx §& x 2，= § ( " ，)4 ( tiTT § 

一 E $ 




Zi <25)! 


2 E (- i ) y •’ 


S「S (- 1)』 


(2 务）！ （25)! 


E . 


(2 川 （2 s )! 


w 

=S 


it-*0 LH • 卜， 

根据幕级数展开式的唯一性，就有八。=£。= 1,而疋=0 („=1,2•…），其中 


E t 


人=石广 i ” r2 川⑵” 


S (w 


En 


( 2 k )\( 2 n - 2 k )\ 


故得递推关系 


= 0 («=1,2, …） • 


例如，已知£。，由上式令〜 
等 .一 般说来，由 


2 ( — 1广-—— 

… C 2 k )\ C 2 n - 2 k )\ 

，即得 & 一 E ：。 = 0 ， 从而， & = E 。 = 1 .由 E 。 ， £：! •令 n = 2 ， 又可推出 E 2 

•，仄 从上式可推出 £： 胃. 


，等 


【 2897 】 若级数 a . x " 有收敛半径 • 而级数 b n x ， 有收敛半径尺 2 ，则级 数： 

oo 00 

(1) 2 (2) Yj 认 

ff*0 

的收敛半径是怎样的？ 
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提示利用柯西一阿达马公式即可求得：（1)尺彡 mirK/^ , R ? ). ( 2 ) R > R , R t . 

解 （1) 记 A It = fllt +6 ll •则有 

7\A m \ = ^/\a m -\-b n I < ^/\a n \-\-\b m \ < ^2max( |a. I . |6. I ) 

=-72 7max( I fl. I ， 16_ I ) =-72max( 7 \ a m \ ， >• 

注意到 K 乃 '=1， 故有 

去 = lim 7IAJ <lim {^2max( ^\a n \ ， ^/\b n | ) } = lim{max( vToTT, vTST) } 

n~^oo ir-»«o 蟫 


= max{ 71a. | .Tim ^/\ b n I }= max (是，士） 


从而得 R > 


(击•忐) 


m \ n ( R \ . R 2 ). 


(2>记艮4 上 ，则有 yrgT=yr^xT=yr^Tyi^T •于是 • 


瓦 =lim y /\ B m \ = lim { ^\ a m \ ^\ b m \ } ^ { lim yja^T } { lim v ^ T^TT } 


Ri Ri = KRz f 


故得 R > R } R Z . 


【2898】设 /=@ 和3|.证明：幂级数的收敛半径/?满足下列不等式/</?<1 


证 i£/i =十山 =士. 注意/ >0 f •若 /=0, 则记十 c 

作同样规定.易见 MSA .任给 e>0 •总坷选衣 >0,备 >0,使 

1+5, 2’ l - S 2 2 - 


若/=+~,则记/丨=0•对 L 与I也 


注意对糸，而而言，存在正整数 m. 使当《>爪时•有 


/(1一厶〉< 


+ 1 


<L (1+^,) 或 


T # iT ^ 


<| a ifl< 


一厶2 


即当《>饥时，有 


L »( 1 - f )< i ft 7 r i <^( 1+ y )- 


易见当 n>m 时，有 




Ifl 两一 1 I \ a m ^ x 


fl•- 


\ a m 


< 




或 


同理可得 


(卜 +)• 


(1) 


( 2 ) 


注意到若 A>0, 则有 Um#=l •故存在充分大的使当时，有 


(¥r 


< i + 


e 

Y 


i +4 


及 


(Wr 


>i 


(3) 


将 （3) 式代人 （1) 式及 （2) 式，即得 
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L 


于是，有 Kl — eXlimlajig /^ U + e ). 从而得 




L x (\-e) 


即 


1 +€ 




L 


1— e . 


/ i(l 十 e ) 

由 e >0 的任意性知，即得/ 

* ) 若 /-i = + oo , 即 L = 0, 此时显然有 R =0< 级數除办=0点收敛以外•对任一点 x ^ xo 均发 散） ，故 
可设 L ,< + oo. 

00 

【2899】 证明： 若函数 /( i )= 〜（1一0：。）_且|«! 0>| 丨<从 （ n = l ,2, …），其中 M 是常数 ，则： 

_»o 

(1) /( d 在任一点“无穷次可微；（2> 展幵式/( 1 )= f] ^- \x-aV ( k |< + oo ) 成立. 

• -0 n • 

证 （1) 由于 U !< U < iVf , 故有 

UJ<^T (” =l,2，"h 

n ! 

设 [一 N , N ] 是包含 x 。 的任一有限区间.由于 

| a . Cx - x ,>)"|<^(2 N )- 

及级数2 ^(2 N )- 收效，故由媿尔斯特拉斯判别法知.级数2 C 

n ~0 # _•<) 

上一致收敛，即其收敛半径/?=+00.于是，此级数在任一点 ( — 


r-x 0 )- 在包含 X 。 的任意有限区间 
+ oo > 无穷次 可微. 


( w = 1 •“) 


(2) 由 （1) 段已证可知级数 /( x )= Yj 〜&一 x 。）- 在任何点无穷次 SJ 微•故 

__0 

f m} (x )= 史 n(n-l> …（”一 m+l) fl|i (j ： -j： 0 ) •-_= V 

tr m tr m (” 一切）！ 

今设 k 一 fl |< R (尺为任息固定的正数），于是 • 

\ x — x 0 \^\ x — a \^\ a — Xo \< R ^- a — x 0 \ = L , 

故由假定知 

1 广〉 (1)1< S E 7^5! ^- m = M t ft =MP ( ⑺ =M〆"), 

鶊讎 _ • _ 讎 _ • • •—C • 


其中 p= S 7r <+ °°* 


f k} (a) 


考虑余项札 （ x )=/( ar 〉_ 2 - a)k 的拉格朗日形式 

产 》[ a + 沢 ： r 一 fl )] 


L ( jt ) 


(n+1)! 


ix-a) m ^ 1 (0<^<1). 


于是，当 | x _ a |< F 时，有 




( n +1)! 


(«= 1 ，2,…） • 


由于级数 [^ jyj 收敛，故^^^ = 0,从而，|^艮（1)=0.由此 SJ 知•当时，展式 

4*0 K • 

成立.再由尺>0的任意性即知，此展式对一切1(|«1：|< + 00)皆成立.证毕. 

oe oo 

【2900】 证 明：若 （ l ) fl , 彡 0*(2) 存在 D •则2 a n R - = S . 


R ， 
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证首先，如果级数 D a m R ^ 收敛，则根据阿贝尔定理可知•函数 / Cr >= ^在点^=尺处左连 

I• 讎 0 ，一 0 

续•因此， 


lim V] a m x m = f(R)= Y] a m R m = S. 

^*-0 T^o -To 

其次，我们证明级数 & a n R ^ 发散是不可能的.采用反证法，引出矛盾.亊实上，根据 t a H R ^ = -hoo 

«*0 _■»() 

知，对于任取的正整数 A 〉 s , 总存在正整数 N ， 使有 

‘V 

2 a m R n >A>S. 

从而有 

S N 

lim a m x m = Y] a m R n >A>S. 

霣一 0 o •_() 

oo S 

注意到 ^>0. 2 S 即得 

•••0 m^O 

oo 

lim o 2 ^ x m >A>S. 

此与假设^ g = S 相矛盾.因此.级数 g a m R m -定收敛.从而.命题获证. 

运用逐项微分法计籌下列级数 的和： 


【 2908】1 + 养 + 吾 +〜. 

提示令 F ( i ) = l + ||* + S + …，将 F (_ r ) —广（ 1 )与 F (: t ) + F '( t ) 相加即获解. 
解 设 f *( < z > = l + fJ + $ + …•在 收敛域 | i |< + oc 内逐项微分之•得 

F / ( j )= X +^ + ?7 + —. 


于是，有 

F (: r ) — F 7 ( 1 〉= 1 一: r + 吾 一 || + …= e -% 

将 （ 1) 式和 （ 2) 式相加，最后得 F(x>= |] ^7 = eX ' l 2 e X =chx (UI< + oo). 
129091 ☆« + -• 

解设在收敛域内逐项微分之，得 


F / Cx) = z — o + 


T 


x 2 


+… 


= 一士 + ? C r + T + T + T + …) 


(0 CUIC 1). 


注意 FX 0)=0, 即得 

F ( x )= T i ^ COd^l + i ^ lnd - x ) (0<| x |< l ). ， 

Jo I 

当 X =0 时，级数收敛于零•当 x =\ 时•级数收敛于 1. 当 X=_l 时•级数收敛于 1 —21 n 2. 事实上, 



(1) 

( 2 ) 
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=♦+)0(+-+)+ 

= 2(-1 ++++… ）+1 = 1 - 21 n 2 . 


于是， 


S 


l + ^^lnd-x) 


0<| x|<l 


= J0, 


n ( n + l ) 


l-21n2 


x=0. 


1, 


x = 


运用逐顷积分法计算下列级数 的和： 

[2911] j ： 十 2_ r 2 十 3* r 3 十…. 

提示 令 F ( i ) = i 十2 〆 十3分十…，注意|’ F ( r ) d /= j ^ + ln(l 
解 设 F ( o :)= i +2 x 2 +3 > r 1 + ….在 收敛域 内逐项积分之，得 

J: FU)dt =+/+ 知 3 + 手 :^+… 

=(1-+)/十（卜 + ):，+(卜 + ):十. 


- X ) (| x |< l ) 


于是， 


(: 2 + X 3 +/+ …卜 （+ X 2 + + X 3 + +: 4 + …） 

xU+J+P+ •••)_ ( 文 + 士 /++? +…) = Y^ + ln(l- ： r) (|x|<l). 

FU )= _ ”:-=[ Y ^ + ln ( l - x >] = (1 J r x) - t < UI <1). 


当 l * r|=l 时，由于级数的通项不趋于零，故它是发 敗的. 

【2913】 1 • 2 x +2 - 3 x 2 + 3 • 4 〆 +…. 

提示 利用 2911 M 的结果. 

解设 F ( x ) = \ - 2 x +2 - 3 x 2 +3 - 4 x 3 +-. 在收敛域内逐项积分之，得 

- x ° x 2 


F(0d/= j 2 +2x 3 +3x 4 + -=x(x+2x* +3x*+—) =x 


(1- x ) 2 


(1 一 i ) 2 


(| j -|<1) 


于是 • 


F ( x )= ^ / i ( n - M ) j *= I (i f ;) ? 


旧 （〉• 


当 |刻=1 时•级数显然发散. 

* ) 利用 2911 題的结果. 


利用适当的展幵式，计算下列函数精确到所指出的程度的值 • 

【2927】 lnl .2, 精确到10_ 4 . 

解 Ini. 2=ln(l+0. 2)=0. 2 - +(0. 2)*+y(0. 2)，-+(0. 2> 4 + …. 

若取头 n 项•则其误差 △<^ j (0.2)" +l •要 d <10' 只要 ^^( ODdClCT 4 •取 n =4 即可保证 +(0. 2) 
<10_ 4 .于是，当每项取到小数点后五位•即得 


lnl .2^0.2— i -(0. 2) 2 


C 0.2) 3 r (0.2) 4 ^0.1823. 
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正 项 
y = 2.0000 
4 =0.0250 


2 5 


2 9 


= 0. 0009( - 


= 1.3333( + ) 


)^^7 = 0. 0033(-) 

3. 3625 
-) 0 . 2209 
3. 1416 


于足 ，3. 1415< ir <3. 1420. 因此，取 142即可梢确到 0.001. 

§6. 傅里叶级数 

r 展开定理若函数 /(X) 在区间（一 /,/) 内分段连续并有分段连续的导数 /' Cr >, 并且一切不连续点 
$是正则的〔即 /($) = +[/($ — 0) + /(6+0>]],则函数 /( I ) 在此区间上可用傅里叶级数 表示： 

/( x ) = ^-+ 2 ( a.cos ^ y ^ + 6 „sin • (1) 

式中 

“■ = + J 、 /(x)cos 甲 Ar (/i = 0，1 ,2 , …)， (2) 

6,. = y J 7 /(x)sin ^dr (” =1,2, …). (2 ) 

特别是： 

(i ) 若函数 / Cr 〉 是偶函数•则 有： 

/( x ) = ^-4 - 2 a a cos . (3) 

■ **1 

式中 ffj :/ ⑴咖 > <n = 0,l,2, •••); 

(ii ) 若函数 /( x ) 是奇函数， 则有： 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 

【 2929 】利用等式 •^=批(：1311+ + 81^抓~|~计算数 7 T ， 精确到 0.001. 

解按题设，有 

f = (+-+ • F + T* +_+ • 去一 … )+ (+-+ • +++ • F~T # F+ …) • 

注意到等式右端的两个级数都是莱布尼茨铟的，故在被加数与加数中•弃去未写出项的校正数分别为 

0<厶 < n ^,,-<0. 0002，0<杰<^^<0. 00002 • 

于是，总误差 △<△+ 厶 <0. 001.计算保留下来的项近似到小数点后四位（末位由四舍五人而得），即可保 
证达到所需误差，列成 " F 表（括3中的正、负号指示校正数的符 号〉： 
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/( x )= 2 Min 甲， (4) 

«-i 

式中 b - = - j \[ / <:r)sin ( n = l ,2， w >. 

一个在区间（0，/〉中有定义的并且具有上述连续性的函数 / OO , 可在该区间内用公式 (3) 及公式 (4) 表示. 
2° 完全性条件对于任何在区间（一/，/)上可积的且其平方也酊积的函数 /(■!•), 组成具有系数 （2), 
(2'>的级数（1> •则李雅普诺夫等式 成立： 

专+ 2 ( aJ + 65 > = + 厂 / 2 ( x ) dj . 

3 # 傅里叶级数的积分法在区间（一 /,/) 内按黎曼意义可积的函数 /(•!) 之傅里叶级数（1>(即使是发 
敗的〉 ，可以在此区间内逐项积分. 


在所指定的区间内把下列函数展幵 为傅里 叶级数 


【 2943 】 在区间 （ u ) 内展幵 /(■!•)= ( flX， 

I bx % 

解由于 

b—a 


-ir<x<0 f 

0<x<ir f 


其中和6为常数. 


ixsinwxdx+— [ 6xsinnxdj = - — - ( — 1 # 1 f 
n Jo n 


办^丄 f a : rdr + 丄 f bxdx = 

7T It Jo L 

a. =-^- J aj ： cosnj ： dr-f--i-1 ^rcos;rrdj ： =^7^[l 一 (一 1) 轉 

b m = — \ axsii 
w J-« 

故按展开定理 ./(•!■> 可展开为 

~ g ^n, + (a + .) % ^ 

【 2946 】 在区闾 （一 JTJ) 内嵌幵 fU ) = sina ^ a 不是整 数）. 

解 因为 /( x ) = sinax 为奇函数•从而 ， fl 。 = a _ =0, 且 

= sinaxsinnj ： dj=-^ - [cos(n —a)x—cos(n + a)x]dj = — 

2sirunt ( 一 1) 


ax % — n<x<0 

0t J=0 f 

bx % 


2sina7r ( — l)* 


故按展开定理， /(« r > 可展开为 


S 




【 2950 】 在区间 （一 ; t , ic ) 内展开 /( x )=. 
解 因为 / Cr ) 为偶函数，从而 胃 =0,且 

a 0 = — I jsiru:dr = — (- 
it Jo n \ 


JcosicLr) =2, 


J xsirLrc05nxcLr= j* x[sin(n+1 )j - sin(n-1 )*r]dr 


= i [ 


j ： cos(n + l)x . sin(w-M)x . xcos(w — 1)j sin(w— 1 )j"1 

1 ~( n -1) 2 」 


n + 1 


(/! 十 1> 


2 (- 1 )- 


n 2 


« = 2,3,…）， 


=11； 


jsirucosxdx 


= ~ j" xsin 2 jcLr = 士 [- - ycos 2 x 4 - -^- sin 2 x 


故按展幵定理， / U ) 可展开为 1- jcosx 十2 j ] 


]|o' = _ T 

— 7t<Cx<7r). 
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将下列周期函数展幵成簿里叶 级数： 

【2955】 /( x )= x ~ M . 

提示 注 意函數 /( x ) 的周期为 1. 

解因为 

/( x + l )= x + l -[ x + l ] = x + l -[ x ]- l = x -[ x ] = /( x ), 

故 /(. r ) 是以1为周期的周期函数，而且，除 = 0 •士 1,士2,…诸点外 ./ Gr ) 都连续.由于 

{ x —[ x ] } dr =2 J xdr = l t 




{ x 一 Cx] } cos2w7cx(Lr = 2 J xcos2rtKxdx 

= 2 [ ^ Sin2 一 lchy cos2nnx ] I: = 0 ， 

bn = | o < x ~~ [- r ] } sin 2 murdr = 2 jsin 2 nirj-dr 

y 

= 2 [- ] I 卜 - 忐， 

pa 

故按 M 开定理， fU ) 可賅开为 4--— 2 U ^ k . 々 = 0,士 1,士 

L T 7^\ n 

【2 9 61】将函数 /( d =_ r 2 展开成傅里叶级数：（1>在区间（一 tt . tt ) 内按倍角的余弦展开；（2)在区间 
(0, tO 内按倍角的正弦展开 〆 3) 在区间（0,2»0内肜开. 

绘出函数的图像及悄形（1)、（2)与 （3) 的傅里叶级数之和的图像 • 

利用这些展开式，求级数的和： - T ， 2 及 j ] 

H-1 n 1-1 n fl 

解 <1) 由于乂 =0,且 



■i 卜 ■¥, 

n Jo 


^^-sinnj+^yco snj — 


IV 


故 /( i ) 在（一 n ， jr ) 内按余弦 賊开为 ^--^4 V -~ ^-cosnx = x 2 (一 7 r < ar < JT ). 

这里展式右端的成立区间中取等号，是由于当 > r = 士; r 时展式仍成立.以后有类似情况不再一一说明. 
(2) 由于办=〜=0,且 


b n = — I x 2 sin7ta*dj：=— ( — ~cosnj-h-^-jsinnj + -^-cosnx ^ 

it Jo ^ V n n L / o 


空 (- ir + 1 + 夫 [(- ir - i ], 


(- 1) 1 


故/( X )在 （0,7 T ) 内按正弦展开为 2 K 乏] 

，垂丨 •• 

(3) 由于屯=+ J "。 j 2 dr =^-, 

a m = — [ x 2 cosnxdo:= — ( — sinwx + 
^ Jo k \ n 




s 


sin (2 ife + l)j 

l 2 k + iy 


(0< x < tt ) 



p-sinno-) 


b n 


=± f 


sin;udj = 


—cosnj+^sin«x+4 


) 


= - l 2 E 
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故/(工)在(0,2兀)内可展开为等+ 4 ^^ = x 2 (0< Cr <2 兀). 

^ »-i 71 —i 71 

函数的图像.（1)、（2)及 （3) 的傅里叶级数之和的图像•如图 2961 — 1、图2961—2、图 2961-3 及图2961 
一4 所示. 




若在 M 幵式（1>中令: r =7 T •则得 i + ( —1广=开*,于是, 

占 ”： 6 _ 

若在展开式 (3) 中令尤= 71,则得^+4 X ) ^4^ = ir 2 , 于是， 


将级数 （1') 和（2。相加，得 




y 匕 I): 乂 id 

h v 12. 

二^]=专,即 
V ― I — = ^1 

C 2 n-\y 8. 


129633 写出函数叫:: 


|x|<flf 
a < | x | <7 T 


的李雅普诺夫等式. 


利用李雅普诺夫等式，求级数 I ] iv 2 及2 之和. 

■—1 »*1 

解由于/( I )为偶函数，从而 •乂 =0,且 


=—P do ： = — , a„^— T cosnxdr=^ i ^, 
n Jo 7T 7r Jo nit 


又士 r—■ 


(x)dx 


= ifo 


2 a 


，故对应于/( X 〉在 [- TCTT ] 上展开的李雅普诺夫等式为 


( 1 ，) 


( 2 ，) 


(3，） 
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+ 




.2 a 


于是 ， E 


( ir - a ) 


，而 


S cosn. = 2 1_ S 


n 2 9} g (7 t ~ g ) 


— 37ra + 3a 2 


利用 2961 題的结果. 


利用公式 cosx = y (/+0, sirur =^ r (/- r ) f 式中 / = e u 及 i = e 〜，将下列函数展幵成 傅里叶 


级数： 


【 2966 】 

解由于 


1 — 29 cosj+g 2 






(泸一 


aCe ^- e ^ 


及级数 


1 — 2<7cosj4*<7 2 1 一 々 (e^ + e “ ） + 々 2 2i (1—qe^Xl—qe _i, ) 2i ( 1 —. 
去 [ (1+<e ,lr 十 … > 一 （ 1+<?e u +#+ … ） ] = ㈣ 缸 +^ sin2z + • 

^ siar +< 7 2 sin 2: r + … + 矿 siiuii + ••• 


1 一扒 ■ 


满足 UAsirniiK〆 ，而收敛•故级数在 （一 oo ,+ oo ) 上一致 收致. 因此，级数 

_-i 

qsinx ^ q 2 sin 2 x + …+ 矿 siruLr + … 


即为其和 


(它是周期为 2 n 的奇函数）的溥里叶级数，即 


— 00 < x < + 00 ). 


\ — 2 qcosx ^ q 2 

oo 

S . . qsinx 

••， SinnJ = l - 2 ； cosi +^ 

【2969】 ln ( 1 — 2(/ cosj - f - g 2 ) ( | g | <1). 

解由于 1 一 Zgcosj+ySl — 2 < 7 +< 7 2 = (1 — < 7) 2 >0 •故 ln(l — 2々 cosj + g 2 ) 是（一 oo ,+ oo ) 内的连续函 
数，而且是周期为 2 n 的偶函数，将函数对 x 求导数•得 


[\ n (\— 2 qco 5 X + q 2 ) 2 , 


2 osirLr 


了 = 2 ^ <7" sinna * 0 (― oo < x < + oo ) # 


1 一 2gcosj + g 2 

对上式从0到 X 积分（由于上式中级数在（一 oo ，+ oo ) 内一致收敛，故玎在有限区间上逐项 积分〉 ，则有 
ln(l —2 gcosj--f 9 Z )= J 1 I d J +21 n ( 1 - < y ) = 2 ^ J q a sinrurdj-f 21 n ( 1 — </) 


oo oo 

一 2 2 ^-cosnx+2 2 C + Zlnd-g). 


oo 

而 ln ( l - 9 ) = - V 于是， 

‘ s y \ 


oo 

ln(l — 20COSJ + 0 2 ) = — 2 Y ] ^-cosnx <— oo < j < + oo ), 

* ■ ^ tt 


由于右端级数在（一 oo ， + oo ) 内一致 收敛，故它就是左端函数的傅里叶级数. 
* ) 利用2966题的结果 

将下列无界周期函数展幵成傅里叶 级数： 

[29701 /( x ) = ln | sin y |. 
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解 / Cr ) 是以 2 tt 为周期的周期函数，当0：=2& U = 0, 士 1, 士2, …） 时函数有无穷不连 续点. 由于 
/(z) 是偶函数，从而 ,6. =0,且 

2 


Insin -^-dx= J 2 lnsin/d/=-^ - ( - ^-ln2 ) = — 2In2 , 


a „ — - j* Insin -^-cos/i_rcLr ; 


sinwxlnsin- 


T 


« j r« 

。—心 


l r. sin(n-hy )x+sin(n-y )x 
2 nn Jo i ^ 


= 一丄 sm ( 2 n ±\) t dt _± ff sii 

nn J o sin/ nx Jo 


-l)r 


d/. 


由于 




故 


f? sin(2; 
Jo si 


in (2 n + l ) Xd :+ J : s i n (2”+ l 〉 J & 


在上式左端第二个积分中令 n — 《r=u ，即得与第一个积分相同的积分，从而， 

f f ^n^iLtl2 (Lr=s jL m 

Jo sinj 2 


利用这一结果，易得 


t (n=l，2 •…） • 


由于 /(x> = ln| sinf j 在（一 tt . k ) 内绝对可积（参#上面<1。计 算）： 

J |/<j) |dr = 2 j Insin -y cLr= —2 J Insin f dr =2irln2< + oo ， 

且除 x=2^ta = 0, 士 1, 士 2, …）诸点外•在其他的点 /(x) 均 5J 微•故报据傅里叶级数收敛的 Lipschitz 判別 
法（参看 T. M. 菲赫金哥尔茨著•傲枳分学教程，第三卷第三分册658目）知，除上述诸点外， /Q) 的傅里叶 
级数收敛于 /Cr) 本身， BP 


In 


T 


= -ln2 - 2 £2 ^ 2£ (x^2itir, 走= 0,士 1,士2,…） 


利用2353題的结果. 
利用2291題的结策. 


【2975】 应当如何把给定在区间 内的坷 积函数 /( or ) 延拓到区间（一心;0内，使得它展开成傅里 
叶级数后具有以下形式： 

OD 

/(x)= a m cos ( 2 n — l)x (― ir<J<ir)? 

•-1 

提示应有 /( 一 JT)=/U>, /(Tt-X) = -/(X) (-7t<X<7T). 

解 由于展开式中无正弦项，故 /( I ) 延拓到 （一7 T ,； T ) 内应满足 /(~ X )=/( X ). 函数 / U ) 延拓到 （ f , 
7 T 〉 的部分记以，则按题设应有 




« : 


^( x ) cos 2 nxdx = 0 


(n = 0,l,2, …）. 
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在上式左端第一个积分中作代换 tt 一 o:= ： y, 即得 

— J 2 f(iz-y)cos2nydy-\- g(x)cos2nj：cLr = 0, 


也即 


| 胃 [/(ir—x)+g(j ： )]cos2njcLr=0 (n=0 ， l ， 2, … >• 


为要上式成立，显然只要求对于 （+•«) 内任 一 x 值，恒有 

/( w — x ) + g ( jr 〉= 0 ，m g ( x ) = —/( tt — x ). 

总之，首先要在 ， X ) 内定义一个函数.使它等于一 /( TT — lh 然后•再按偶函数延拓到（一 7 T ，0), 不妨 
将延拓到 （一 K .71) 内的函数仍记为 /( X 〉 •则由上述讨论知，必有 

/(-x)=/(x), /(ir-j) = -/(j) (-7T<J<7r). 

【2981】 若函数 〆 一_!■)= 〆 •!•）， 问 #1) 与 0<_ r ) 的傅里叶系数 a ■，乂 与 0 ■，尾（” = 0,1,2, …）之间有何 
关系？ 

提示 an = a,(w = 0; 1，2,…），6„ = 一爲 （”=1，2,3 • 

解函数 p ( x >,^: r ) 的傅里叶系数分别为 

a , = J 95(- r ) cosnjdr « 6,, = — J ^( jOsimrrdr * 

o « f 0( j ) cosfia ：( Lr . / X , = ~~ J 〆 •!■> sinner dr . 

由于 

< 2 - = 士 /jOcosnjclr + J ^(jOcosrtrcLr], 

故在上式右端两个积分中代作换一并将 〆 -^) = 0(0：) 代人，即得 

= + [J ^( x ) cosrtxd-r 4- J ° 0( jr ) cosnrcLr ] =-^- J ^»( x ) cosnj-dr = a ,. 

同理，有 

6” =士 [J 9>( j) sin/irdr 十 J 95(*r)sin/trdr] =士 [一 J ^ x ^ s ' nnj '^- r J 4(*r)sirmrdr] 

= -士 f 0 (x)sin/udr=—/X,. 

因此# (■ r )、^ > r ) 的傅里叶系数〜人 与 a ,、 h 的关系为 

a - = a -(” = 0.1.2• b m = 一尽（”= 1，2.3 •…〉 • 

【2985】 设 /(_ r > 是以 2 tt 为周期的连续函数•并且 (/i = 0 ,l ,2,…）为其傅里叶系数.求卷 积函数 

FU 〉= + J * fU ) fix + t)dt 

的傅里叶系数■(” =( M ,2 •…） . 

利用所得的结果，推出李雅普诺夫等式. 

提示 A 0 = al ， /^= ai +«( n = l ，2,3, …）》6爾=0 (”=1,2,3, …). 由此易得李雅普诺夫等式. 

解由于 F ( x +2 it ) = ~|* /( f )/( x +2 ic + f ) d /=- i - J " /(/)/( x + r ) ck = F ( j：) f 

故 F ( ar ) 仍为以 2 tt 为周期的函数.于是•有 

A 0 f F ( x ) dr =^- J * dx| F /(/)/( x +/) dr =^- J * / ⑴ d ’ J : /( e ) d $ 

= ^[L /(/)d/ ] 2=fl5 ， 
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第五章级数 §7•级数求和法 



A . = 





=奸 

=il 


• • • 


)* 


F(jr)cosnxdj=^ - 1 cosnjrdj ： J fit) fix+Odt 
J /(j+f)cosTU：dr 

flT^I 

f(t)dt /( 专 ）（ cosn^cosni + s\nn$s\nnt ) 

J 一奸 I 

La m f(0 cosnt+b m f (/)sinn£]d/=flj +6J (w= 1 ， 2, 

F(j)sinrucLr=-y J sirmjdrJ fit) /(x+/)d/ 

/(/)d/ J* /(x-f-f)sinwjdr 

/(r)d/ I /( 芒 ）（ simi^cosn/ 一 cosn 芒 sin/iOd 冬 

J -一 • 


!/ j f 9 /( t)cosne — a m /( f ) sinnfld / = b m a a — a m b m =0 (w = 1，2,3, …） • 


3, 


由 / U ) 的连续性知， F ( i ) 不仅以 2 ir 为周期而且是连续函数•故按展开定理，注 意到艮 
) ，即得 


FC j ) = ^4- A . COSHJ -. 


W 此，特别地，有 


FCO ) 


A 0 




但巳知 A d —ajt •且 

F(0) = -i-J* /(’)/(0+’>d /- 士 厂 f(Od/ 9 

故得 士 J’ ■ 尸⑴心 = 夸 + § 

这就是李雅普诺夫等式. 


§7. 级数求和法 


1" 直接求和法若 — v _ (n = l ，2, …）及 lirm ;, = v « •则 


W 

2 U n=Voo —Vl. 


特别地，若 


，其中数 


2,…）组成以 d 为公差的等差数列，则 


md a n a m ^ x +觸一 1 • 

在某些情形下，未知级数能表示为下列已知级数的线性 组合： 

S ^ 1} 


n 2 


12 


等等. 


2° 阿贝尔方法若级数 〜收敛•则 
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在最简单的例子中，借助于逐项微分法或积分法来求幂级数 I ] a . x - 的和. 
3°三角级数求和法为了求级数 


t-0 


2 ACOSWJ ： 及 2 a n sinn . 


i-O 


1-0 


的和，通常把前者视为复数域内的幂级数 ： (其中 z = e “） 的和的实部，而把后者视为该幕级数的和 

•■0 

的虚部的系数. 


在许多情形下级数 




是有用的. 


求下列级数 的和： 


12988] 


• •• 


解 


=( 卜 +)-(+-+) 十 (+-+)-(+-+) 如 " 

■把( 2[1 —…— I )— 1 士]+ (_ 1 )- + *土一 l }- 21 n 2 — 1 . 


【2990 】 Z 


解 由 


n(w + m ) 

S 


n(n + m ) 

=丄 (丄一 
m n 


( m 为正整 数）. 


m + w 


) ，考虑适当大的正整数 N , 并令 / V - oo , 即得 


lim S 


tS (士 -; rh) 


n(n-hm) n(« + m) m 『 

= 士把( 1+ +如“ + 士-^-士-丄) 


【2993】 $ 


2”+l 


oo 

S 


f=i 仏 +1〉*. 
2n+l 1 


( n ^ l ) 2 

2«+l 


( n +1) 


? ，得 




(f 


1 (h+ 1) 2 ^ n 2 (n+1) 2 

* ) 所写级数均为绝对收敛级数，并 利用 2961 題 的结果 （或 本节前 言 ）. 

【洲】 | 鵠. 

解注意到 

-丄一丄（丄一丄），主 = 丄（丄一丄），…， ± z 1 Til = Ll ^ 1 [ 
3! 2 V 2! 3!广5! 2、4! 5!" ’ （ 2n+l)! 2 L 


(2 ”）！ (2/i+D! 


br ] 


相加即得 


(-irn 

Ti (2/1+1)! 


s 


= i( - A + A + 4 ! - ^ 
= +[§ 


(-ir 

(2n)! 


y ciLir 


(- 1 ” 

(2n+l) 


• ••• 
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第五章级数 §7 . 级数求和法 


* ) 由于级數绝对收敛，从而其和与項相加的顺序无关. 

利用逐项微分法求级数 的和： 

【 3006 】孕 . 

*•—1 

解由于 = lim^I = l ， 故收敛半径为 1. 当 1=1 时，级数发散：当 i=-l 时，级数收敛.因 

it 一 oo | a_+i | n 

此，级数的收敛域为[一 i ， i>. 

oo 

当 < 2^[—1,1) 时，令 /( > 1 ：>=^； ^. 当 4|<1 时，逐项微分之•得 

蹲 • 1 

广⑴ = 心〜1^ 

由于/(0)=0•故得 

/(1)= J: f\odt= £ ph =ln r^ (l) 

由上述幂级数在 1 = 一 1 的收敛性 ， R 其和为 一 In2=ln ■• 利用阿贝尔定理知 • 上述结果 n) 当 一 lgiC 】 
时成立 . 

利用逐项积分法求级数 的和： 


【 3012 】 n(n+2)x\ 

n -1 

解题思路易知级數的收敛城为（一 1, 丨 >. 当： !^( 一 1,1) 时，令 

• OO 

/(-r) = 2 fi(n + 2)x"=x ^ n(n^2)x m 1 =xg(x)f 
•-1 _■! 

oe 

其中 gU )= 2 n ( M +2) x "->. 对后一级数逐項积分，并利用2911題的结果，可得 


于是，当 | x|<l 时，有 g ( x ) 


m 3 x -2 x 3m 

(1-x) 2 


g(t)dt 

3 -j 

( l - x ) 3 - 


3 x -2 x z 

(1 一工)” 


解 


由于巧 151 4( d ) =】•故收致半径为 


•当 1 x 1 = 1 时，由于 n(n + 2) 


，故级数 


发散.因此，级数的收敛域为（一1，1>. 
当 时，令 


/( x )= 2 n{n + 2) x m =x ^ n(n + 2) x i, 1 = xg ( x ) 


其中 2 ”(” +之) 〆 - 1 •由于 


G ( x )= ^( Odf = 2 n ( n -+-2) £ r -' dr = ( n +2) x "= 2 2 x " 


(1- x ) 


2 x _ 3 j ~2 j 
~ _ ( l - x ) : 


故 g ( x )= iGU ) y = 


m 3 x -2 x z 


(1- x ) 

利用 2911 題的结果. 


z • 


u 3 ::” . 因此，当 U|<1 Bt，/(x) = x g (x) = ^4 r j fT 
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利用阿贝尔方法，求下列级数 的和: 


【3014】卜+十+ -忐+… • 

解题思路易知级数 z—f + f _^ +…的收敛城为（一1，1〕.当 | x |<】 时•令 


/(x)=X- 


了一而 + …， 


逐项微分之，可得注意到/(0〉=0,并利用1881題的结果，可得 


/ ⑺ =4 l 


( I +1) 2 

r 2 - j+l 




2 j — 1 , 71 

yfz 6 VT 


利用阿贝尔定理，即易获解. 


解易知级数 


一^ ++-#+ …的收敛域为（一 1.1]. 当 MCI 时•令 

/( x )- x - y + y -^ + - 


逐项微分之，得 


/ (x) = l-o: 3 +x l -x l + 


由于/(0) = 0,故有 


••• = ■ ■■ 隹 

1 + X 3 - 


/ ⑴ O' ⑴ d/=J: 》• 

由阿 W 尔定理，即得 1一 + + + — 去十… =, J ^/( a :>=/( l ) = + hi 2+^：, 


6>/3 


-1<x<1) 


* > 利用1881題的结果. 

求下列三角级数 的和： 


【 3018 】 幺 

• n 

oo 

解注意到乏 ] f = 其中 Z = e •，以及 


In = 一 l n (l 一 cos:r — i sirur) = — ^-ln(2 — 2cos:r) + i 


— In I 2sin 专 | +i 


一 n 一 


iS 


比较 （1),(2) 两式实数部分及虚数部分，即得 


= —In 2sin 专 （ 0<j<2tt ) ， 


= arctan 


( cot f ) s 


) = 


(0<x<2tt). 



第五章级数 §7.级败求和法 



【3021】 2 


sin nasinnx 


(0< a < 


解利用半角公式、积化和差公式以及 


^QSinyu _ 1 ^ 


题的结果，即得 
cos 2 nas\nnx 




sinn ( x +2 a ) 


- tS 


sinn ( x — 2 a ) 


下面分三种情况求此级数的和 S : 

(1) 取 0< o :<27 r , 0< i —2 a <2 ir 与 0< j * + 2 a <27： 的公共部分，即 2 a < x < 2 n - 2 a . 此时，级数的和为 


(2) 当 00<2 a 时 ，S 


—X 71 一 （ J _ 


4 8 


(3) 当 2k — 2crCr<2ir 时 ， S 


*) 由于 27 r <« r +2 a <3 it •敁可令 x +； 
从而以 — 2 tt 代替3018題的结果中的 

r …^ sin(2n—l)j 


即可. 


[30221 


解记 ICx )= 2 


•利用3018败的结果•有 


/( j ) = ( sgru :) ^ sinwlxj _ ( sgnj ) 


一 M 


(| x |<2 ic ). 


又记 




则有 


z ( x ) = ( sgnj )y S L 子丨〉 = + ( 呀虹 ) 


： -2|x| 


(| x |< ir ). 


由 Kl ) = /,(1) + 1 2 (00 •当 |l|<7T 时，有 


( sgnj ) - ~ 2 ^ = /i ( x ) + ( sgnj ) 


： -2|x| 


于是 .M 后得 /, ( x ) = (5 8nj ) ( ^ l £ l _ I x | ) = ^- s8nj . (| x | <7 ,). 


▽ cos (2 w — l)x 

130241 g Y2”:i)「- 

解记 F ( I )= 2] £^^£,显 然级数 2 在一⑺ < I < + 的上一致收敛，故 F ( x ) 是 


一 oo < x < + oo 上的连续函数，而且是以 2 tt 为周期的周期函数.因此，只要求 F (: r ) 在 l^r I < ir 上的值.易知 

■ 

2 sinj ^ sin (2^ — l ) x=l — cos 2 nx . 


故当 r ^ x <, r-r (0< r < j 是任意的）时，有 


Ssin (2 卜】>:| 


sinr 


于是，根据狄利克雷判别法知，级数 


sin (2 n — 1 )x 
~ 2^1 "" 


在 r <: r <7 r _ r 上一致收敛.从而，由逐项求导数法则 
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知，当— r 时，有 

广(:> =- I ： = (1) 

H *1 

由 I ■的任意性知 （1) 式当0<2：0时成立.于是， 

F ( x ) = - yx+C (0< j <» r ). (2) 

其中 C 是某常数.由 F ( x ) 在 x = 0 的连续性以及 

F(0 )= y 

☆ (2n-l)* 8 ， 

在 （2) 式中令 x - + 0 取极限，即得 C=f •于是， 

f *(: r ) = 一 子: r+t (0^ x < n ). 

由此，再注意到 F(d 是偶函数及连续函数•得 (| x |< n ). 

* ) 利用3022題的结果. 

* * ) 利用2961題的结果. 

求下列级数 的和： 



§8. 利用级数求定积分 

利用被积函数的级数展幵式计算下列 积分： 

【 3034】£ In Y^dr. 

解题思路 利用 2549 題的结果.但必须注意，由于冪级教（收敛半径为 1) 

ln( 1 — x) = —x— ^—~ — 
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第五章 级数 § 8. 利用级数求定积分 


当 x=l 时发散，故它在 0< x<l 上逐项积分的合理性要给出证明，详见本题的 证明. 

供 1>1^ = -1> (1 -仙=-1: (一 X —夸一夸 一 …) ax 


$ 十命由 +— 1 .… 

由于幂级数（收敛半径为 l)ln(l — — 1 一 ^ 一 < 一…当 *r=l 时发散•故它在 0<«r<l 上逐 


项积分的合理性要单独证明，今证 如下： 
对任何 0< r < K 有 


ln(l 一 


£ (- X_ T - 试， 


其中 


K ( L +. 


由于 0< r < l , 故可在 0<: r < z •上逐项枳分，得 


，一 t 


(n+l)(n+2) (»+2)(n+3) 


0> 尺---[ ( „ +1 ’〉 ( „ + 2> + (/| + 5 (/1 + 3 广"]> - [ 7 ； 

= 一 [(土一土 ) +( 土一土) + …]=一土. 


(n + l) 1 (n + 2) + (n + 2) 1 ( W 4-3) + **'. 


于是，由 （1) 式知 


J : l n (1 -： rUr - (-占 -占- … 


n ( n + l ) ) < ^ TT ， 


在 （2) 式中让 ri 固定而令 r — 1一0取极限（注意•瑕积分 f ln(l — i :) dra 然 收敛〉 ，得 


L in(m (-占-占一 


n ( n + 1 ) 


) (” =1,2.3 •…) . 


由此式即知 


ln ( 1 — x)cLr 


= lirri ( — __ — — 1 — ••• ■■■ ■ - ) = -— 冬 — ■- 1 — ■ - 1 — ••• • 

1 • 2 2 • 3 n(n+l) > 1 • 2 2 • 3 3 • 4 


也即 


( 一广 ♦-♦ 一 … )dr=£ (-x)dx+ £ (-Qdx+J: (- 夸 ) dr + …， 


换句话说，逐项积分公式成立. 

本节以下诸题中•凡在端点发散的级数的逐项积分的合理性问题•都可仿照上面类似地去证明，不再一 
一 写出. 


利用2549題的 结果 ： D 


n ( n + l ) 


【3039】 -0^-y 


+ …） d:r 


[_ f ， 一 


( uy { 


r+ [-岩 e_ 一 ?^ e 〜 ]r+ [- 
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利用2961題的 结果. 


求： 


【3049 】 I ln ( 1 — 2 acosx + a L ) dx . 

J o 

提示利用 2872 題的 结果. 

解 利用 2872 题 的结果，即 得：当|^|<1时， 


ln ( l -2 acosa -+ a 2 ) cLr =-2 ^ = 


当| 0 |>1时，即当 


<1时， 


ln(l -2acosj+a 2 ) = ln[fl 2 (1-2 士 cosj + 士） =\ na 2 +ln( 1 — f~ COSfl +^~ ) 
利用以上结果，即得 * 当 UI>1 时 f ln( 1 - 2acosx+o J )dx = irlna 1 = 27rln | a I. 


§ 9. 无穷乘积 

i ° 无穷乘积的收敛性若存在有限而 a 异于零的极限 

_ 

lim TT A = limP_ = P, 

ir-oo » 

则称无穷乘积 

饞 

p\pi … p •…=IX pn (1) 

■ •1 

是收致的. 

若 P = 0 而乘数中无一为零，则称乘积 （1) 发散于零 I 在相反的悄形下，则称无穷乘 积收敛 于零. 

乘积 （1) 的收敛性与级数 

OD 

S \ np . (2) 

"•"0 

的收敛性是一样的. 

收敛性的必要条件为 = 

若…）及0«不变号，则乘枳 （1) 收敛的充分必要条件为级数 

oo oo 

!>■= S (么一 1 ) (3) 

•-1 彎》1 

收敛. 

在一般的情形下，当〜不保持固定的符号而级数 (3) 收敛时，乘积 （1) 与级数 

S oi = S ( p --" 2 
•—1 1 

同时收敛或同时发散，且在发散的情形下•乘枳发散于零. 

2°绝对收敛性若级数 （2) 绝对收敛或条件收敛，则称乘积 （1) 为绝对收敛或条件 （非 绝对）收敛 .级数 
(3) 绝对收敛是乘积 （1) 绝对收敛的充分必要条件 • 

3°函数的无穷乘积展开当 _ oo <： r < + oo 时有展开式 

sirur^n (卜;^)， cosx=n [卜 d ) V / 

特别是，由第一式当•时得沃利 斯公式 
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第五章级数§9.无穷乘积 



f = 11(2^7 


In 


2 ;i 十 1 


)• 


证明下列 等式： 

【3054】 fj[l+( + )’] = 2 . 
*•0 

证由于部分乘积满足下述等式 


(1-+)尸，(1-+)(1++)(1十表)...(1+古)=1-(+) 


从而，代= 


1 一⑷ 


卜+ 


1- 


2( 当 ” - oo 时），故 ff [ l +( y ) 2 ] = 2. 




【3056】 IIcos^ = ^. 

证当 Z 关 0 时，由于部分乘积 


Y cos ¥ 


JT 

2 T 


2" sin 




(当 n -^ oo 时） 


故 n 


r 


[30581 ]7 (1 +W )=： r^ (UI<1). 


证由于 ( l - x ) P .»( l - x )( l + j ：)---( l + x zB ) = l -^ 1 ，从而(注意 k |< l ), 

1—1 


Pn = 


(当 n — OO 时）. 


故 TT d+x 2ll )= 1 4-. 利用此题的结果，易得 




飞 


此即3054题的结果. 


试证下列无穷乘积的收敛性并求出 其值: 

【 3062 】 n [ 1_f ^]. 

« 

1 ( M + I ) 2 


证 1 + 


w(n + 2) n(n + 2) 


. 由于部分乘枳 


Pn 


2* 3* 4* ( n -\) 2 

■ ■ ■ • ■ • —— ••• ■ ■ • 


( n + l > 2 2( n + l 〉 


(n —2 )n (w 一 l )(/ i + l ) n ( n +2) n + 2 


2 (当 


故无穷乘积 tl + 收敛，且其值为 2. 

: 《一!>• 

【3064】 JJ a n ( a >0). 

n-l 

证由于部分乘积 

P = a~ x • = fl _ [卜 + —* 卜 1, ■ 


i ] 


(当 


时）， 


故无穷乘积 If 收敛，且其值为 


GO 时）， 
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130651 可否由乘积 H A 与 II %的收敛性得出下列乘积： （1) II (/>■ + %)» <4) XI 

n -1 «，1 «-1 "-1 

的收敛性？ 

提示 （1>不可以•例如，乘积 (1 一- V )及 

•— 1 ^ •*! n 

oo oo 

(4) 可以，且其值为 i (P 关 0, Q #0), 其中 P = J [ />,, Q = JJ 


解⑴不可以.例如，乘积存 n ( i +去) 均收效•但乘积 [(1 一士)+(1+告)]= 


IX (2， n °) 却发敗. 

_-1 

(4) 珂以.事实上，部分乘积兑=^^(#0, f = l ，2, …〉 ，当"一 oo 时的极限存在且为吾，故 


II ^收敛.且其值为吾，其中 it ]J q „- Q ^ 0 . 

_ 讎 1 ^ __1 _ 瞻 1 

研究下列无穷乘积的收 敏性： 


130681 


s «). 


提示注意士不变号以及级数系士的敛散性. 

解 A « = l + ^， 其中; ^不变号.由于级数客+当 fi > l 时收敛•而当/><!时发敝，故无穷乘积 


n (1+ +>当 p> i 时收敛•而当 p < i 时 发敝. 

讎 -• 1 

【刻. A ( g )，. 

解 通项户.=(兒)，=(〗-；^)，.由于级数 

§ ln ( 1 -? TT )' = ^|； ln ( , -7 TT ) 

对任何 A 均收敛（因为级数 g 收敛），故原无穷乘积对任何/>均收敛. 

* >原題谈为 rr 这时•若；>彡0•第一个因子为零，按定义无穷乘积收敛 于零； 若户<0,第 

一个因子无意义，因此整个无穷乘积无意义. 


【 3074】IX ---^-― 

轉爾 1 y/n 2 +\ 

oo 

提示注意级数2 In 


vv 十1 


= -yS ln ( i + 去)的敛 散性. 


解 Pn = 


vV + 1 


V 1 



考虑级数 

§ln/.. = -|| ： ln(l + i). 

oo oo oo oo 

由于级数 g 長收敛，故级数 g 111(1 + 士)收敛，从而，级数 g lnp , 收敛.因此，无穷乘积狂 -^=1= 
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收敛 . 

oo oo 

130871 证明： 若级数 a • 绝对收敛，则乘积 U tan(-|-+a.) (Ia,|<-f-) 收敛 . 

»— 1 騰 — 1 

OO 

证由于级数 L 收敛 • 故 lima, =0 .此时有 

-I 一 

tan( 子 + a w ) = | + ” 加 _ =(l + tana 爾 )(l + tana_ + tan 2 g_ + “.) 

\ 4 / 1 一 tana, 

= 1 + 2 tana” +2tan 2 a, + … =1 十 2a_ 十 o(d_) • 

由于级数 f] [2 a _+ 0 ( fl »>] 收敛，而且级数 

n-1 

OO ⑽ OD GO 

2 [2 a ,+ o ( a .)]* = 2 ^ [ a « * o ( a _〉]+ ^ o2 ( a , 〉 

蹲 蹲 ••I 

也收敛 •> ，故无穷乘积 ft tan(-^+a.) (|aj<y) 收敛 . 

• ■1 

OO oo oo oo 

*) 由于 D a, 絶对收敛，故 2 S ( k I • I' I), 因而 • 也收敛 . 又当 n 光分大时，有 

•I— 1 ••I **1 

la . • o ( a .) I ^ | a , I f | o 2 ( a . ) I ^ la , I . 

oo oo 

故 U [… • o(«_)] 及 2 o 2 (fl ,〉 均收敛 • 

w— I 1 

研究下列无穷乘积的绝对收敛性和条件收 敢性： 


。_】 n 卜^ T } 

提示就 p > l , j < p < l ,0</>< •及 P 《0 四种情况加以 讨论. 

解当 p >\ 时，由于级数 t 绝对收敛.故原无穷乘积绝对收敛. 

当 +</< i 时，由于级数容 匕 1 ^ •条件收致及 g = g 去收敛，故原无穷乘积条 

件收敛. 

当0<夕<•时•由于 |j +发散，故职无穷乘积发散. 

当/><0时，由于不趋于零•故原无穷乘积也 发散. 


【 3093】 JJ 

，—1 

提示令八=/1— 1》 \注意它的子教列 p u = 2 k^oo (^ OO ). 


解记则有子数列 

p Ik = (2ky- liU =2k-^oo a—oo). 
于是 A -hi ( n — oo ). 因此，原无穷乘积发敢 • 


130941 JJ ^ l}m • 

n —1 

解记/^7/^'则有 
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注意到级数 D (-1)- &是莱 布尼茨型级数•它条件收敛，因此，原无穷乘积条件 收敛. 

It— 1 n 

【3100】 设心)=零古 (黎曼 f 函数) 而/>_(”=1，2，.")是素数数列.证明 ： 立 ( l -^) ，= f ^> 
证设 x > l .首先，有 

( 1 — — ^― \ = — ^― -♦-—^—««» - t - 1 ■ -4 - ••• 

\ p ：) prcpir ^ 卞 （扣），卞 • 

如果把对应于不超过正整数. V 的所有素数的有限个这种级数相乘起来•则部分乘积就等于 

及(卜奸 1=1 士分 …， 

其中 n ,, n 2 ," •是整数•它不包含超过>/的索因子•显然1,2,…， N 这种整数全被包含在叫， 7 


• •• 


?⑴- n ( i - 忐厂卜 卜卜卜忐十 …卜沉 br + 

取极限即得 ii (1 一忐) •■{： ⑺ < x > D . 

【3105】 根据欧拉的定义 r 函教 r(d 由下面的公式来 确定： 


(N+2) 


4 — I 


之中.因此， 


)• 



r ( x ) 


由这个公式出发：（1>将函数 r (> r ) 衣示为无穷乘积的形状》(2> 证明： ru ) 对于不为负粮数的一切实数 o * 皆 
有意义1(3〉推出下面这个 性质： r ( x + l >= xr (_ r >»(4> 对于 正粮数 n 求 r ( n ) 之值 • 

解 （1) 由于 


x ( x + n ) 


(l+f )(l+f ) 

( 1+ f )( 1+ f M 1 + f) 


1+ 丄） 

r > / 


故得 r ( x ) = 4 - XT 


( O r 

1 + 子 


(2) 由上面 Ho ：) 写成无穷乘积的过程•得知 x 关一 n(n 
写成上述形式.另一方面•由于 


= 0 


) .即当 X 为非负整数时 r (« r > 才允许 


pn 


1+王 


1 +, 


), 


= 1(^^) + 0( 古)•故级数2绝对收敛，从而，无穷乘枳 


士 ru=+n 


( 1 + 士) 


1 + 


绝对收敛，也即 r ( w 对于一《 ( n =( M ，2, …）的一切实数 z 皆有意义, 
(3) 由于 


r(x+1) 1 >."(j+/i+ 1 ) _ I. (j ：+ i)-"(j+n+i) 

-= Iim -:—:-= lim 


r ( x ) 


lil 


!〆 


»-oo J + / I + 1 


( x +1) —( j + h ) 


Cx +1) —(. 


272 




第五章级数§10•斯特林公式 


故 rcx ^ i )= xru ). 

(4> 令 ”一 1 ， 即得 r(”〉= (” 一 i)r(«—i> = (”_i)(” 一 2)r(«—2>=-" = (” 一 i)!. 

【3 no 】 证明:若 o < x < y •則 

OO 

证记 Pn = ^ ( n = l ,2,3, …〉 •显然 ，0< P _<1. 由题意，现在要证无穷乘积子 U Pn 发散到零•因 

y n-1 

为部分乘积 fr A 是正的且递减，故只要证明它是发散的就行了•为此先估计一下 = •则有 


r. = pn — \ 


+ 2 


- 1= ( 1 + ~)( 1 + f ) * 一 1= ( 1 + f )卜 一 f + 0 ( i )] 


士-宁叫宁 +。 (外 

故当 ri 适当大时, a . 保持定号.但由 i ； >收敛.而 i ^发敗，即知 i ； o * 发散.因此，原无穷乘积发 


敗，即它发敗到零.于是•有 


«. 1(3"+ 1)*^( J + fl ) 

)•••(>+/!) 


把 f HfJ 卜 f 


证毕. 


10. 斯特林公式 


斯特林公式 


n \ — y / 2 nn n m e •♦由 


(0< 氏 <1〉， 


可用来计算当俏 m K •大时的 《!. 


利用斯特林公式.近似地 计算： 


【3117】 sin 200 jcLr . 

解题思路 先将 [ 0, 2 n ] 分成 [ 0,号], [ 号,10，[>，音《 ] 及[孕， 2 70四个子区间，然后对在这些子区间上 


的定积分，分别作代換 X=f, JT = 


, j = f + ir 及 x= 


，易得 


J sin 200 xdr =4 J 2 sin 200 jdx. 

最后，利用 2281 题的结果及斯特林公式，可得原式近似等于 0.355(1 + ^), 其中 |0|<1. 

解先将广分成 | f ，^及^四部分，然后分别作代换: r =“ x = f+f •: r =/+; r ， 及 

再利用结果 j 2 sin"fdr = J 2 cos"rd/, 易得 

J sin 20O xdx=4 sin 200 xAjc. 

利用 2281 题的结果及斯特林公式，最后得 




(199)!! 


200 ! 


2 n /27 T • 200 • 200 2 °° e ' 
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= 0. 355 e 忐 ~ o . 355 ( 1 十盖 ) ， 


其中丨沒 |<1 (0<达<1，0< 达<1). 

【3118】 推出乘枳(2”_1)!! = 1 • 3 • 5…（2«—1)的渐近公式 • 

解 (2 n - l ) !! = | r 7= 2w(2y，)? " e 2 ^~" =^(2/|)' f 忐 •其中 I <1 (0< ft < l ,0< ft < l ) 

2 n - 2" 

【3120】 利用斯特林公式求下列极限 •• 


(2 )lim 


迦式 T 


(3 )lim 


-7(2^ 


(4 )lim 


解 (2 )lim 


lim 


=lim 




(3) 利用 3118 睡的结果即得 lim 


lim 


(4) lim = lim — 

n • _ 111// 


7( 2 ” -”"二艿 2 mT ， e 亡 

0 


( ln 2 + ln 7 t + ln / i ) + nlnn — n + 


\ 2 n 


In/i 


§ 11. 用多项式逼近连续函数 

r 拉格朗日插值公式拉 格朗日多項式 

p ( ) -十 (J — 1 0 ) — (了一3%叫 ）（ r 一 )—(j — J ,) 

X (乃一 I 。）•••（：!％ 一 •!：• 1 )( X . — J t 4 i ) — Cx rf — X .,)^ 1 

具有性质 P .( Xi )= y , ( i ' = 0, l ,•••.«). 

2° 伯恩斯坦多项式若 /( dfi 闭区间 [0,1] 上的连续函敗，则伯 恩斯坦多項式 

B .( x )- 2 /( — JCU ' d - x )--* 

<•0 

当 n — oo 时在闭区间 [0,1] 上一致收敛于函数 /( x ). 

【3122】写出经过 三点 ： A (: r 。 一 A ,)-,〉， BU 0 , y 0 ). CU。+A ,%〉的抛物线方程 y - ax l ^ bx + c . 
解将三点的坐标代入拉格朗日插值公式，即得 

= _ ( J~ Jo )( Jo 一 h) _ (j~x 0 4"/»)(j —Xq~/i) 

y [(Xo — A)—Jo][(Jo — A) —(j：o +/l)] ，y ~ l [x 0 — (Xo ~/»)][xo — (Xo+Zl )]^ 0 

._ ( J~ Jo 4^/l)(x~ Jo) 

[( Xo + A ) — ( Xo ~/ l )][( Jo +/ l > —— Xo ]) 1 

=yo + y, 2 ^~' ( j — x 0 )- f — ~ 贫广 y ■ * ( j -:。〉 2 . 

【3128】对于在闭区间 [ a . 幻上的已知函数 /( x > •写出伯恩斯坦多项式 BJi ) 的公式. 

解令 fl + (6 — “> ： y=:r ， 则当 0< ： y<l 时 此时 

l —/( x ) = /(a + (6— a )>»)* 

故 /( x ) 在 0,6] 上的伯恩斯坦多项式为 

^<->= g /( 出卜 Oc : ” f ' 

【3129】在闭区间[―〗，1]上用伯恩斯坦多项式 ACr ) 逼近函数 /( x > = ^ t £ .作出函数: 

和: y = B , (: r ) 的图像. 

解利用3128题的结果，易得 
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B . U )= f ] /( — 1 + +)G 


( x + l )*( l - x ) 4 


(J+l) 3 (l —JT) I 1 • q (1+1) 


2 4 


= Y (1- x )(1+ o :) 3 +^(1+ x ) 4 . 

函数 y =~^- ^ : y = A ( x ) 的图像如图 3129 所示 • 

注：广当 x =- 


时为 0* 



当 x =\ 时为1;当 x = 0 时为 A . 

又= — x ), 当 x=-l 时，:/= 0 ; 当 ( —1，1> 时•:/>0,故图诹上升. 

/= + (1—1 2 »0,故图像向上凹. 

【3133】 证 明：在 闭区间 [一丨 . l ] 上4|=_1^/\(0：) •其中 

证 Ul = >/1 一/ •其中 r = l — X 2 . 

我们知道，函数 / ri 按幕级数展幵有 

, - j ( + - 1)."( j 一 n +1) 

v/T=7-l++ (-0+ g -~-——- (一少 

=卜++ g ( -1 〉 U - 2 w + 3) (- i)_r 

=1 十自 1 哉^ w ⑴ 

当/=士1时•上式右端级数为 t (? 广 2 :設! (士 1)-= ■•由于 

把 ” (Sr - 1 ) = 迦 ” (IS! - 1 ) = +> 1 . 

故由拉比判别法酊知级数 t 收敛•从而，级数 f fl _ 收敛•因此，由幂级数的阿贝尔定理知， （1) 式当 
£=士1时也成立，即有 

N / T ^7= l - y - f ； ■%~ ) 3 ! V !/ " (一1«1). ⑵ 

于是，将 /=1一 x 2 代人，即得 

— 2 ( 2 ^2n)\\ ! n-x ? )" = jimP,(x) (-1 <x<1). (3) 

证毕 • 

注由幂级数的性质知 ， （2) 式右鴆的级數在0</<1上一致收鼓（实际在上也一致收敛）， 
故 （3) 式中的级数在一 1<工<1上一致收敛.因此•我们实际证明了更强的结 论：当 oo 时 P ,( x ) 在一 

<1 上一 致趋于 UI . 
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第六章多元函数微分学 


§ 1. 函数的极限.连续性 


1°函数的极限设函数/(尸>=/(4,0： 2 ，…, A ) 在以尸。为聚点的集合£上有定义.若对于任何的£>0, 
存在5—狖6,户。>>0,使得只要 E 及•其中为 P 和 P 。 二点间的距离，则有 

|/(P)-A|<€, 

我们就说 


2°连续性若 

则称闲数 /( P ) 在 h 点是连缝的. 


lim/(P)=A. 

卜 p 0 

lim /(P)=/(P 0 ), 

p ， p o 


若函数 /( 尸)在所给区域内的每一点连续•则称函数 /( 尸）在此区域内是连 续的. 

3° 一致连续性若对于每一个 e >0 邢存 在仅与 e 有关的5>0,使得对于区域 G 中的任何点 P ', 矿 ，只要 

p{P\P^)<S, 

便成立不等式 

|/(P / )-/(P^)|<€t 


则称函数 /( D 在区域 G 内是一致连續的. 

有界闭区域内的连续函数在此区域内是一致连续的. 

确定并画出下列函数的存 在域： 

1314,1 

解存在域为满足不等式的点*.由•得出 

(rl)VyO' 


1少 



由得出（1-1> 2 +/<1 •两者组成一月形•如图3141阴影郎分 图 3141 


所示，不包括大岡圆周在内，但包括小圆圆周. 


作出下列函数的等 值线： 

【3159】 x =\ x \ + \ y \-\ x + y \. 

解等值线为曲线族 1刽+ |>| — |1+州=1 

因为恒有 Ul ^-\ y \^\ x -\- y \ ，所以 a ^ O . 当 a =0 时，由 | x | + |，| = \ x ~\~ y \ 
两边平方即得 

Jcy ^ O . 

即为整个第一.第三象限.包括两坐标轴在内. 

当 a >0 时，* r ： y <0 分下面四组 求解： 

( 1 ) x > 0 , y < 0 , x -\~ y > Q , U | + |>| - U +_ y | = a ， 解之得 f 专* 

( 2 ) x > 0 , 3 »< 0 , 1 + 3 ^ 0， |*r + | y | — I J +_ y | = fl ， 解之得 



图 3159 
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(3) x < 0 , y > 0 , |: r | + ly ! — U+y I =a •解之得 * r =— 专； 

(4) x <0* y >0. | i | + lyl — l - r+yI =fl •解 之得 y = ~ Y ' 

这是顶点位于直线 x +^=0 上的两支互相垂直的折线族•它的各射线 乎行于 坐标轴，如图3159 所示. 
求下列函数的等 值面： 

【3169】 u =( x - b y y -\- z 2 . 

解等值面为曲面族 Cx -^ y ) 2 ~\~ z 2 = a 2 ( a ^ O ). 

当 a = 0 时为1+3» = 0和 z =0 •当 a >0 时作坐标变换 



这是旋转变换.在新坐标系中顷等值曲方程转化为 

2,+*':々•即 

这是以 y 轴为公共轴的桷岡柱曲•母线的方向平行于 y 轴•准线为:/ =0 平曲上的椭岡 




长半轴为 a (/袖方向），短半轴为轴方向）. 

V2 

y 轴在新系 o 中的方程为 

Jx=0, 

1y=o, 

而在旧系 O —: r ： y * 中的方程为 

Jx+y=0* 

U=o, 

即为所求的椭圆柱面族的公共对称轴. 

根据曲面的已知方程研究其 性质： 


【3171】 z = f ( y - ax ). 

解引入参数 r , 将曲面方程 2 =/(: y — aa ：) 表成参数方程 


广“ 

U=/(s). 

今固定 s , 得到以 【为参 数的直线方程，其方向数为1, a , 0.因此，曲面为以1， a . 0为母线方向的一个 
柱面.令/=0,可得 
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= 0 , 


:=/( s )， 

这是 X = 0 平面上的一条曲线，也是柱面 z = fCy- t 


或 


fx =0, 
lz =/( v ) t 


) 的一条准线. 


131741* 

解引人参数/， s ， 将曲面方程 t = ) 表成参数方程 



今固定这是一条过点 （0.0,/( d ) 的直线•方向数为1，“ 0.因此•它与 Oc 轴垂直•与 Oxy 平面平行， 


艮其方向与 s 有关.从而得知，曲面表示一个直纹面.一般说来，它既不是柱面，也不是锥面.令/ 
=1，得到直纹面的一条准线 

| x = l , 

\ z = f ( y ). 


从此曲线上每一点引一条与 o z 轴垂直相交的直线.这样的直线的全体•便构成由 ) 所表示的直 
纹面. 

【3179】设2=1+3/+/(1—>)•若当 y =0 时，2= 〆 .求函数/及 z . 

提示易知 /( < r )= 1 r 2 —: r , 且 *=( 1 一> 0 1 + 2夕. 

解因为当:)》=0时*=/•所以， 

:1^=1+/(:)，即 f(x)=x 2 —X, 

且 

z = y+ (x—y ) 2 — (x—y) = (x—y) 2 . 

【3182】证 明：对 于函数 


有 

然而 lim /( j ：，： y ) 不存在 • 

^♦0 

证明思路 前面两个累次极限等式易证.尽管它们相等，但当点（: r ,： y ) 沿直线 y = kx 的路径趋于 （0,0) 
时•有 


/( I •: V ) 




x 2 y - Kx- y ) 2f 


lim{ lim/Cxty) } =lim< lim/(jty) } =0 

x—O 广 0 7—0 x-^0 


lim/(x ,>.) = = j:: 


于是， lim /(: r ，30 不存在. 

x —0 
y-o 


5 U ^ m /( x ^)>= lim { ) =1 ^ 0 = 0 - 

如果按 y = kx ^ 0 的方向取极限，则有 



lim/(xty) = 


k 2 


k 2 ^ x l C\-ky 
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特别地，分别取々= 0及々=1,便得到不同的极限0及因此， Hm /( x ，： y) 不存在, 


【3183】证 明：对 于函数 


fU 9 y) = U+y)sii 


^ 次极限 lim { lim/U ，： y) lim/(x^) } 不存在，但存在 Um/(i, ： y) =()• 

Jf-^O >-M) y^O x-^0 

证明思路 只要注意不等式 0<|/( 了 ,>0|<|1| + |7| ，即易证极限 Hm/(u) 存在且等于零 

x -»0 

厂 0 

由于极限 lim/(j •，: y> 及 lim/(a*,j) 均不存在•其中 灸 = 士 1 • 土 2 •…，故两个累次极限不存在 • 

证 由不等式 


0< 


(• r +： y ) : 


y 


<|x + yl<l J-I + \y\ 


十的 极限不存在•因此•褀次极限^“1^/(^,>0}不存在.问法 

y r ^o 


易知 lim /( jt ^)=0. 

x -^0 
”0 

但当 J—0 时， （j+30sin -i-s 

SJ 证祺次极限 Un^Hm/Ud〉 丨也不存在 • 

求下 列二霪极限： 

【3190】 lim(^+y〆，*. 

x -^0 

提示 注意 | pyin ( jr : + y ) 丨 lln ( x 2 + y > I •并利用1341題的结果, 


解由不等式 


| xV ln( X 2 +y ) | < 1 \nU 2 -hy ) 1 


及 


,( p + y ): 


\n(x z +y )= lim—r ln/=O f 


即得 limCr 2 +y 〆〆 =iime^^ to( " ， - f ^ , =e° = l. 

X —0 M -0 

”0 y-o 

【3193】+ 若 x = pcos 9 , •问下列极限沿怎样的方向史存在有限的极限值 

(1) lime^i? J (2) lim e’ ? v ‘ s \ n 2 xy . 

r+o 

Ot co »^ y <01 

解 (1) lim e :*= lim e 〒= 1， cos^=0， 

+ oo， cos^>0. 

于是，仅当 cos ^ O 即时，所给的极限才存在有限的极限值. 

(2) e ,Z >2 sin2j：y=e^ co ' 2f sin(|0 2 sin29). 

当 /?-•• + <» 时 ，sin ( /9 2 sin 2 9# 界，除9=夸 （ 走= 0 • 1， 2 , 3) 外无极限，且 

r 0， cos2^?<C0* 

lim = 1， cos29 ?= 0 • 

l+oo cos 29 ?> 0 . 

于是，仅当|<><穿 及罕 <9<罕以及 f=：r 时，才存在有限的极限值. 


求下列函数的不连 续点: 
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【 3196 】 M = v+y 

解对于任意不等于零的实数心有 


lim 


+：y 


= lim 


一 〜 x 2 ~xy+y z 3a z * 

y - •一濾 ♦一鏞 

于是，对于直线 x +^= o 上除去原点 o 外的一切点均为可移去的不连续点.而原点 0(0,0) 为无穷型不连 
续点. 

r 2xy 

【3202】 证明 ：函数 /(: r ,： y )= ji 2 +/， 

I 0 ， x *+ y=0 

分别对于每一个变 Mi 或； y (当另 一变量 的值固定时）是连续的，但并非对这些变 M 的总体是连续的. 

提示对于命題的后半部分，只要证明极限 lim / Cr ,： y ) 不存在. 


「 2 + y # o , 


证先固定关0,则得: r 的函数 


g ( x )= f ( x . a ) 


lax 

M^ 7f 

0, 


x^Ot 

x =0 t 


即 A r ( j ) = 


lax 


(一 oo < X < + oo 〉， 它是处处有定义的有理函数•又当3^ = 0时， / U ，0) E 0, 它显然是连续 


的•于足•当变数: V 阗定时•函数 /( hjy ) 对于变敏 j ■是连续的.问理町证，当变 M * r | Sl 定时，函数 /( a >0对 
于变》 ： V 是连续的. 

作为二元函数， /(^ d ) 虽在除点 （0,0) 外的各点均连续，但在点（0,0〉不连续.亊实上，当动点 PU . y ) 
沿射线 : y = ^ r 6 于原点时，有 

" 、— I . 2 kjc 2 2 k 

(， ㈣ * r > 

对于的々坷得+同的极限值，从而知不 存在. 因此•函数 /( Ly ) 在原点不是二元连续的. 


【3204】 证明 ：函数 f ( x , y ) = 


y 


: y 关 0, 

y =0 


的不连续点的集合不是闭集. 


证当: V 。关0时，函数/(1，>0在点（办，>)显见是连续的，即 /U •: y ) 在除去 Or 轴以外的一切点均 
连续. 

又因 |/(: r ，： y ) —/( 0 , 0 〉丨=|/& 0 0 丨<卜|,故知/( 0 ：, > 0 在原点也是连续的. 

考虑当 X 。关0时，对于点 U 。 ，0)，由于极限 

lim /( xo ， j > = limx 0 sin 丄 

广 0 " y 

不存在，故知/(1，>0在点(工。，0>不连续. 

这样，我们证明了 •函数 /( x ，： y 〉 的全部不连续点为 Oo : 轴上除去原点外的一切点.显然，原点是不连续 
点集合的一个聚点，但它本身却不是/(*2：,：>0的不连续点.因此， /( i ,： y ) 的不连续点的集合不是闭集. 

【3205】 证明： 若函数/( I ,>0在某区域 G 内对变童 I 是连续的，而关于 or 对变爾: y 是一致连续的，则 
此函数在该区域内是连续的. 

证任意固定一点 Po ( x 0 , yo > eG . 

由于 / U ，： y ) 关于 j : 对变鼠 : y —致连续，故对任给的 e >0 •存 在衣 =负（€)>0,使当 U ,：/) eG ， ix . y ) 
且1/一 /|〈泰 时，就有 


\ f ( x , y ， )~ f ( x , y f )\< Y - 
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又因 /( u ) 在点（工。，外）关于变量0：是连续的，故对上述的0存在灸>0，使当|1一：1：。|<厶时，就有 

1/(1 ，加）一 /(I 。 *yo) 

取并使点 (x 0 ，： y 。〉 的占邻域全部包含在区域 G 内，则当点 P(x, ： y) 属于点 （ x 0 ,> ) 
的5邻域，即丨 PP 0 |< 及时， 

! X — x 0 1 <^^^2 » ly >»o 

从而有 

|/(^ ， 3»)— /(x 0 t^o) l<l/(x.^> —/(x.yo) I + l/(x.^ 0 ) —/(x 0 t^o) l<-|-^"| _ = € * 

因此，/( 1 ，> 0 在点 P 。 连续.由 P 。 的任意性知，函数 /Cr ，： y) 在 G 内是连续的. 

【3206】证明 ：若在 某区域 G 内函数 /( x •: y ) 对变 fix 是连续的•并满足对变敏 ： y 的利普希茨条件，即 

|/(x,y)-/(x,/)|<L|/-/|, 

式中 (■ rdleG 而 L 为常数•则此函数在该区域内是连续的. 

提示利用3205題的蛣果. 

证由于 /(^ jy 〉 在 G 内满 足对: y 的利普希茨条件，故知 /(z •: y ) 在 G 内关于 * r 对变 tty 是一致连 
续的. 

因此，由3205题的结果即知 •/( u ) 在 G 内是连续的. 

【3207】 证明： 若函数 /(^ y ) 分别对每一个变 Si : 和: y 是连续的，并对其中的一个是单调的，则此函 
数对两个变®的总体是连续的（杨定理）. 

证不妨设 /( hy ) 关于 i 是单调的. 

设( X 。，％)为函数 /( z •: y ) 的定义域 G 内的任一点•由于 / Cr •: y ) 关于 r 连续•故对任给的 e >0, 存在灰 
>0( 假定而 足够小，使我们所考虑的点 W 落在 G 内），使当 |x — &|<衣时•就有 

|/( x , yo)~/(^o * yo ) 

对于点（ I 。一 5,, ： y 。〉 及（1。+衣•: V 。）•由于 /(I •: y ) 关于: y 连续，故对上述的 e, 存在办 >0( 也 要求而 足 够小, 
使所考虑的点落在 G 内〉 ，使当 |：y —: yolC 备 时•就有 

l/(*o — 在 I ， y> 一 /(I 。 一衣 *>o) 1< 专， 

|/( ar 0 + 灰 • y )—/( j 0 +5 i *^ o ) l < y . 

令在 = mi n < 而，灸则当|心|<办， I △: yl <^ 时•由于 /(■ ro ) 关于 J ： 单调，故有 
|/( x 0 4-^ j , y 0 +^> —/( xot 3» o )| 

<max{ |/(j 0 +5i * «yo+dy) 一 /(*r 。， y。）I ， 1 /( 1 。— 说， 加 +Ay> 一 /(J 。， y。）I } • 

但是 l /■(• r 。士戈，3»。+ Ay )一/(• r 。， < yo>l 

<|/(: r 。 士衣 • 加 + zVy ) — /(: r 。 士而 j。〉I + |/(: r 。 士灰，>>一/(了。 . y 。）|<~|~ + "|~= c ， 

故当 lArld I △: yl <5 时，就有 

I /(jo —/( x 0 .^ o ) l < c . 

即 /( AjO 在点（0：。，％)是连续的.由点(々，>)的任意性知，/(^)是0；内的二元连续函数. 

【3208】设函数 /( d ) 在区域上是连续的•而函数序列 p ( x ) ( n = l ,2, …）在 
[ fl ， A ] 上一致收敛并满足条件证 明：函 数序列 

厂(1)==/1>,9"(1)] ( w = l ，2, …） 

也在 [ a ， A ] 上一致收敛. 

证由于故 /^(1) = /1 工十（丈 )] 有意义. 
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由题设 /( x ， y ) 在区域 , a < x < A , 上连续，故在此区域上一致连续，即对任给的 e >0, 存在占= 

<5( e )>0, 使对于此区域中的任意两点（4,%)，（1 2 ,力），只要|：1：1一0： 2 |<3, |乂一力|<5时，就有 

l/(ii *>i) —/(x 2 ,y 2 )|<6. 

特别地，当 I %— %1<占时，对于一切的: r €|>， A ] •均有 

I > 一/(1，力 ） | < e . 

对于上述的《5>0,因为 ％(: r ) 在 [ a ， A ] 上一致收敛，故存在正整数 N ， 使当 m > N ， 时，对于一切 
的 * t6 [ a ， A ]， 均有 

|外（1：)一9^(工）1<占. 

于是，对任给的£>0,存在正整数 N , 使当 m > N . ”>/ V 时•对于一切的: re [>, A ], 均有 

|F„(x) —F.Cx)^ |/[j ，93 -(x)]-/[x ，95 -.(^)]I<€. 

因此， F _( x ) 在 [ fl , A ] 上一致收敛. 


2. 偏导数.函数的微分 


1°偏导数在求多元函数的偏导数时•若计算中出现的所有偏导数均连续，则求导的结果与求导的次 
序无关 • 

2°函数的微分若自变 ttx ,： y，z 的函数的全增戤可写为以下 形式： 

^ f (. x % y % z ) = AAx -\- BAy -\~ C ^ z -\- o (, p ) « 

式中 A . B.C ^ Aj ： 无关而尸一 V ( Ar ) 1 + ( Ay ) 2 + ( Az ) 2 •则称函数 /(■ 1 ：，>，*〉在点（* 1 ：， | >，《)可微，而 

增撖的线性部分 AAr + fl △: y + Glz ， 即 

d /( x , y , z ) = / ， ,( x , y , z ) djr - h / ， ,( jr , y . z ) dy - i -/ / .( jr , y f z ) dz , (1) 

(其中 dr = Ar , d . y =^. cb = dz ) 称为此函数 的微分 • 

当变数: ra ，* 为其他自变》的可微函数时•公式 （ U 仍有其意义. 

若为自变撤，且函数 /(•*•, y . d 有连续的直至 n 阶的偏导数，则对 于高阶的微分 ，有符号公式： 

d m /( x , y , z )= (cLr ^-hdy ^ + dz ~ ) f ( x * y * z ). 

3°复合函数的导数若切=/(1，>2)可微•其中 _t = 9( m ， v )， y =4> iu , v ), z =/( m ， v ) ,且函数 9,X 
可微，则 


dw dwdx . dwdy . dwdz dlV dwSx 
■ ■ ： ^ = ■ ■ ■■ — •■ ■ - » • ■ ■■■ 
du dx du dydu dz du dv 

计算函数 U ； 的二阶偏导数时最好用下列符号 公式： 


3wSx + dwdy 一 dwdz 
dl dv By dv dz 3v 


d 2 


r*( Pi h^ Qx i; +Ri h ) 


tf + 


aPi 十 dQ] dm , dR\ dw 

du dx du dy du dz ^ 


S = ( Pl h+ Q ' fy^ Rl 去 )( P, fe +Qr b+ Rt 


其中 


3P\ dw I dQx dw 

dv dx dv dy 

Pl 今， Ql = lf ， 尺 2 = S ， Qi= ^ Rz = ^ 


3R\ dw 
dv dz ? 


4' 方向导数若用方向余弦{€：05<^，€：03/?，《)37}表示0：1^2：空间内的方向/，且函数 W = /( J ， y ， Z ) 可微 
则沿方向 / 的导数按 下式来 计算： 


31 dx ^ 9 dy ，• 3 z 
函数在给定点的最大增长速度的大小与方向可用一个向童 


cosy. 


函数的梯度 


gradw= — i4 


du . x du 9 x du 


d y 


dz 
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给出，它的大小等于 


1 仰如 1 


【3211】 证明： /：( x ,6) = £[/( x ,6)]. 


提示 令 9( x ) = /( jt , 6 ), 命題即 A 获证. • 

注意在求某一固定点的导数及微分时，用本题的结果常可成少运 算量. 

证令 炉 (: r ) = /(: r ，6) ， 则 


求下列函数的一阶和二阶偏 导数： 


lim 


/( j + Ar ，6) —/(工，6) 

Ax 


广 Cr ， 6 〉_ 


【 3213 】 u = x 4 +y-4xV- 

Sxy 2 • |^ = 4 y — 8x z 3»t = 12x * — 8y v = 12y * — 8j 2 , 


解 g = 


d 2 u a l u 


dxdy dydx 

以下各題不再写 




d 2 U _ d 2 U 
3ydx dxdy % 


而仅写 


3xdy 


，因为当它们连續时是相等的•并且在今后各題中均 


把 Si 理解为 J ( S ). 


【3216】 

du 




解 


lx 


y 


dx ^^7 2(x 2 +y>7 (x *+y)r 


du 


dy (::+y〆 


3 xv 2 


d 2 U 

^7 




2 v 


x (2 y l - x 2 ) 


( x 2 - fy >? W ) + 


H 心) 


2 v 


y(2x 2 -y 2 ) 


乂 + y 〉 + ( x 2 + y>T ( x *+ y>l 


13224] m = 


v+y 


提示 注 


意 g 



解 


du 

dx 


du 

r y 


v 1_ in 


( W ) 


々 +y 


y 


bi 




+y 




■ 2 +y 


小一 


< 


vv+y 


)， 


•:+y 


bl 


( y + y ) 


r =- 

2 


lyl 



工 2 +y 


3 2 u__ 2o:\y\ 

d7~ (p+y)” 
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* ) 利用3216题的结 果. 

【3225】 u =-=^==. 

v^+y+P 

提示先求砮及兹，再利用对称性，得穸，&,歲及 &• 

3 u x du V 3 u 





第六章多元函数微分学 §2. 偏 导数. 函数的微分 


3 2 u _ 1 

:_ I _ | J ―工 — _ ] _ 

dydx 4 y/—x Vxy z — y l 4 4 y /— xix — y )^ 


于是，当: y <* r <0 时，也有 


a 1 


d 2 u 


dxdy dydx 9 

仔细观察可以看到，在不同的区域上，一阶偏导数相差一个符号，但二阶混合偏导数却是相等的. 
【3231】设 u = / U ,： y , z ) 为 n 次齐次函数，就 F 列各题猃证关于齐次函数的欧拉 定理： 


⑶ “=( 爹)、 

解题思路为了书写的简便，我们仅限于讨论三个变量的 情形. 即只要征明下列等式 

xf ， r (x,y 9 z)-\-yfy{x,y 9 z)-{-zf 1 ix 9 y 9 z) = nfCx^y 9 z). 

对于 （3) n =*0. 

证关于 n 次齐次函数的欧拉定理 如下： 

设^次齐次函数 /(■ r ,： y , Z r 在区域 A 中关于所有 变敏均 有连续偏导数.则下述等式成立: 

• r / : (：!：•>»• z ) 十 y / i ( j ， y ， z ) 十 z / : Cj ：, y , z )= nf ( x , ytz ). 

⑶由于 ( g )2 = ( f )f = OM •故函 数“为 岑次齐次函数.又因 


du 

r x 


f(f) f 



= [士 Inf •- f 

故得 x ^ +y jt +z ai =x ^ +y f( ln f~ l )~ z ^ ln f =0，u ' 

即函数《满足欧拉定理. 

【3232】证明 ：若可 微函数 u = /(: r ,： y , z ) 满足方程 




则它为 n 次齐次函数. 

证明思路任意固定区域中一点令 F ( f ) = ’°气芦 ㈣ ，应用复合函教求导法則及題设 

条件可得 F '(/)=0.由此 可知： F (/>= c : U >0> •令 /=1,即得 c =/( x 0 ,> o .* o ). 于是，/(以 0 ,0» 0 ，以。）=广. 
f ( xo 9 yofZ 0 ). 命題获证. 

证任意固定区域中一点（办，>。， 2 。>,考察下面/的函数（/>0> : 

F ( 翥〉 = 工。 “y。 ftzp ) 

它当/>0时有定义且是玎微的.应用复合函数的求导法则，对 f 求导数即得 

F ， ( l ) = y { xo / Ut^o *tyo ftz Q )-\- y 0 f ， y ( tx 0 Uy 0 ttz i) )-\-zofrUxo “ y 。 Uz 0 ) } ~prj f ^ tx 0 , ty 0 t tz 0 ) 

= ^TT { tXof^CtXo , ty 0 * tz 0 )-\- ty 0 f ， ,( tXo ，0»。 * tZo )-^ tz 0 f 1 ( tx 0 ， ty 0 • tz o ) — n /( tx 0 * ty 0 * tz 0 ) }, 


• 为了书写的简便，在这里我们仅限于讨论三个变敏的情形. 
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由于 tJ：o / x(^xo ， O^0 “怎 0 ) + 0^0 f f y(tJ：o ytyo ， 以 0 〉 + 找 o / 1 Ux 0 9 ty 0 ^tzo )=nfCtx Q 9 ty 0 ，《之 0 〉 ， 

故 F / (O = 0. 

从而，当 />0 时， FWztr , 其中 r 为常数.现在确定 f . 为此，在定义 F ⑴的等式中令/=1,则得 

c = fCx 0 t^o tZo). 


于是， 


FU ) = / Uxo ^ ottZo ) = fUo ， y 0 ^) 


即 /(/ x 0 9 tyo , tz 0 ')= trf (, x 0 .yo *« o ). 

上式说明函数 / Cr ,： y ， 幻为一个 ri 次的齐次函数，这就是所要证 明的. 

【3233】证 明：若 /( u . s ：) 是可微的 n 次齐次函数•则其偏导数 / l (: i ■•: y , z ), /；( x , y . z ). f ' Ax . y . z ) 
是 （ n — l ) 次的齐次函数. 

证明思路 由等式两端分别对 : r ,： y,z 求偏导数即获证. 

证由等式 /( M :，/ y ，£*〉= /"/(：!：，>»，《：)两端分别对 ar ， y ， z 求偏导数，贝 | J 得 

tf\ (tx,ty,tz)=t m f \ tf \{U,ty.tz) = t m f \(.jc,y,z) . tf\{tx,ty,tz) = t n f 3 (x,y,z). 

其中/彳（ • ••• •），/;( •••••), / i ( •,•• • )分别代表 /( • , • , • )对第一个，第二个，第三个变 M 
的偏导数.于是， 

/ ； { tx , tyytz )= t m x f \ ( x 9 y 9 z ) . f \{tx , ty , tz )= t a x fzix . y . z ) , /’ 3 ( rr ,/ y “ z ) = r ” l /' 3 (* r ， j »， 2 )， 

即偏导数 /：( x .>»,*), /'，（ or ,： y , z ) 及/ 1 ( 1 ,>»)均为（”一 1 )次的齐次函数. 

【3234】设 “=/(•!： •: y , z ) 是二阶可掀的 n 次齐次 函数.证明： 

证明思路 利用 3233題的蛣果 ，并应用关于齐次函 教的欧 拉定攻，即得 


( < x h + y f y ^ z ii ) r x =( - n - l ) r x ' 

( x h +y fy +t fz)j; =(n ~ l) ry' 

( x h +y i; +z fz)rz =in ~ l ' > T z - 

以上（1〉、（2)、（3)各式的两蟪分别依次乘以 x 、： y 、 z , 然后相加 ，命題即可 获证. 

证由3233 题知： 及^均为 U -1) 次齐次函数.应用欧拉定理，即得 

( x h + y f y + z h ) a ^ =in - l) ^- 

( x £ + yf y + z f z ) jt = in - l ) r z - 

将 （1) 式两端乘以 x ,(2) 式两端乘以: y ,(3) 式两端乘以2：,然后相加，即得 

( x ^ + ^^ + ^) 2 M =( w _ 1 ) ( x fi + y f 5 + z fi ) =n<ri_1)M, 

这就是所要证明的等式. 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


求下列函数的一阶和二阶微分(: Tj . Z 为自变 置）： 

【3242】设 f ( x ， y ， z 、=^ J ^， 末 d /( l ， l , l ) 及 d 2 /( l , l , l ). 

解题思路本題宜利用3211題的结果，先求出 /' z ( x , l , l 〉、 

/’:（1,1,1)、/;(1，1,1)及/:(1,1,1>. 


i ( l ,： y , l ) 及 /:( l , l , z ) 后，得到 
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再次，利用同样的思路，由 /1(1,1,1)、/1(1,3^,1)、/1(1，1,2：>，/;(1，>,1)、/;(1,1,2)及/^(1，1，2) 
可求得 /"„(1,1，1>、/^>(1，1，1)、/\(1，1，1)、/、（1，1，1)、/%(1，1，1)及 /〃《( i ， i ， i ). 

最后，利用一阶微分及二阶微分的定义即可得 

d /( l ，1 tl ) = cLr — d^t d 2 /( l ，1， 1) = 2( dy — dr )( dy + dz ). 

解本题将采用分别先求一阶及二阶偏导数，然后再合成以求一阶及二阶微分的方法.由于 

1 r :( l , l , z > = 0, 


故得 

又因 


(x f 

1 1) = 1, f 

= f f Al , yA ) = 

-- y , /;(1,1，1> = -1, 

(1, 

1,1)=0, 




df ( \ A A ) 

=n .1 . nHr -4 - f '(\ A 」 f'(\A . nHr = Hr—riv 

(x 

1, D =1, 

/ l ( xtia )=0 t 

/1(1,1,1) = 0， 

(1 

: y ， l ) = y , 

/«( ltytl ) = --Tt 

/ l f ( l f ltl ) = - l f 



(1 

1，2> = 丄， 

z 

f 歸 f \ i 一 一 1 

/1(1,1，1) = 一1， 

J v 111 fZ ) - - y t 

(1 

夕,1) = 一*4, 

f ^( UyA ) = y 9 

/；( M , z ) = p -, 

/;(1,1,1) = 2, 

(1 

J y 2 

1 ，、 - - L • 

/ 二 （1,1,1)=1, 

i fZ / t 

Z 

(1 

l , z )=0. 

/ l ( l , l . z ) = 0. 

/1(1,1,1) = 0, 


故得 d 2 /(1,1,1〉 =/ l ( l , l , l > Ar !+/ 乞（1，1,1 > dy+/l (1,1,1 ) dz 2 +2/1(1 ， 1,1 )drd：y 

+ 2/;( l , l , l ) d ： ydz +2/ l ( l , l , l)cLrdz 
= 2 dy 2 一 2 drdy + 2 dydz —2 dxdz =2( d > f — dr ) ( dy + dz ). 


【3251】证明 ：在点 (0,0) 连续的函数 /(J% ： y)= 在点 （ CKO ) 有 W 个偏导数/丨 （0,0) 和 /；(0 f 0), 

但在点 （0,0) 并非可微的. 

说明导数 / lUa 〉 和在点 (0,0) 的邻域中的性质. 

证 明思路 只要证明在点 （0,0>, 表达式 

/( 〜）一 /(0,0)-/:(0,0>i-/;(0,0)y 


不能表成 0 ( 0 , 其中 〆 = vV+y • 易知 /l(JT, ： y) 及 /i(x, ： y) 在点 （ 0 , 0 ) 的任何邻城中无界且有无意义 之点. 
解 /；(0,0) = £[/( x ,0 )]| x _ o = 0, /；(0,0) = ^[/(0, y )]| y _ o =0. 

考 察极限 


n m / (工0必—/：1(0•啦二乂 l(o,9〉^ lim 


- ♦ -^o 


当动点 （ X ,： y ) 沿直线 : y = ^ r 趋于点（0,0〉时，显然对不同的々有不同的极限值 


广 + 0 /r 2 +y 

y / Tk [ 


x / l+V 


.因此，上述极限不存 


在，即在点（0,0)， 


/( 工,: y )-/( o , o )-/;( o , o ) j ：-/;( o , o) y 


不能表成 0(^), 其中，故知 yusT 在点（0,0> 不可微分. 
不难得到 




\/1 J^l 

2x 


I 关 0, 


0 ， x 2 +y = o f 

无意义， _ r =0, ; y 关 0. 

因此， / i ( o ：,： y ) 在点 （0,0) 的任何邻域中均有无意义之点及无界， / i ( ar ，： y ) 的性质类似. 
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[32541 证 明：在 某凸形的区域 E 内有有界偏导数/ 〖（hjy ) 和 /' y U,：y) 的函数 /(Ajy〉 在此区域 E 内 
一致连续. 

证由于 / Wx ,： y ) 及 /〗 U,：y) 在£内有界，故存在 L>0, 使当 （:r •: y)€£： 时，恒有 

及 l /; u ， 川<舍. \ 

在 E 内任取两点 A (A >及 P 2 (A •: y 2 >. \ 

(1) 如果以丨厂朽|为直径的圆 ) 

(包括闽周在内）都厲于 E (图3254 — 1) •则点尸,（1,，々〉及线段厂厂" 3 都 
在 E 内.于是， 图3254 — 1 

< I /(Ji *yi )—/(^i •力 > I + I /Cxi tyt ) 一 /(11 •力 > I 

= l/^Cxi *6) I • 1>»1一力 l + l /:(7， M)l • IXi — j 2 I , 

其中 $ 介于力，力 之间介于4，^之间.由偏导数的有界性，即得 


其中$介于 A 


，: yi ) 一 /(*r: .>*)|<-y 1^1 — 为 I +夸 Ui —Xt 


■2 


或 |/(Pi)-/(P 2 )|<L|P*FiI. 


(2) 如图 3254 — 2所示 ， P , eE , P 2 € E . 但点 （ i , •力〉 和 
( Ad ,) 都不一定《于£:.由于 P , 和 P : 均为 E 的内点.故存在 
尺 >0•使得分别以 P ,, P 2 为阒心 为半径的脚（包括阀周在 
内〉都在 E 内.作两阓的外公切线 Q , Q , 及 Q 2 Q , •则由切点均在 
£:内知，矩形 QC ^ C ^ Q , 锒个落在£:内. 

不难看出，在直线段 P,P 2 上可取足够多的分点：& =M。， 
M, = •使 

则以1为直 径的阒 全落在矩形内.从而也在 E 内.于是， 



|/( P ,)-/( P 2 )|< 2 l /( M t )-/( M 4 _,)|< 2 HM k M k . l \=L 2 \ M k M k . t \= L \ P ^ P 2 \. 

A-I *•! 

这就证明了对 E 中任意两点，函数 /(P) 满足利普希茨条件. 

对于任给的 e >0, 取•则当 P .6 E , •且 f 2 |< 孙 f •就恒有 

|/( P i )-/( F 2 )|< L | P 1 P z \< LS =€ 

即函数 /( x，：y) 在£中一致连续. 

注用表区域£的边界，它表£:加上 a £： 所成的闭区城.在本題的假定下，还可证明 /( z ，/ 可开拓 
为 E 上的一致连续函数.事实上，对3£上任一点 P 。， 由柯西收敛准則知，当点尸从£:内趋于 P 。 时， /( P ) 的 
极限 A 存在（根据 /( P ) 在 E 有一致连垓性易知它满足柯西收敛准 則〉. 我们覘定 f ( P c ) = A . 于是， /( P ) 在 
整个 E 上有定义.在不等式 

|/( P ,)-/( P 2 )|< L | P , P 2 \ ( P ,. P ,€ E ) 

两端让尸,—尸。 （ P c € a £) 取极限•得 

I /( p 0 )-/( P 2) I < l | p 0 p ,| ( P 0 6 aE . p 2 e e ) , 

再让取极限，得 
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I/(Po)-/(p / o)I<lip 0 pM (P 0 e^E. PieaE). 

由此可知， /( 尸〉 在 E 上满足利普希茨条件，从而， /( P ) 在£上一致连续. 

【3255】证明 ： 若函数 / Cr ，： y ) 对变童: r 是连续的（对每一个固定的值: y ) 且有对变童: y 的有界的导数 
/ ' y ( x ，： y >， 则此函数对变最 x 和: y 的总体是连续的. 

提示利用3206題的结果. 

证设 PoUo ，: y 。） 是所论的开域 E 中任一点.取以 n 为中心的一个充分小的开球 G 。 ，使完全含于 
E 内.设在 G 。 内，有丨/',( < 1：，夕）丨<1于是，当（1，：/)，（ > ^/>«亍6。时，有 

i /( x , y )-/( x ,/) i = i /；( x ,0 i • iy -/ i < Liy-/u 
其中$为介于/，/之间的一个数，故/(1，30在 G 。 中满足利符希茨条件.因此，根据3206题的结果知 
/(• r ，： y ) 在 G 。 中连续•特别是在 h 点连续.由 P 。 点的任意性，即知 /(: r ，： y > 在 E 内连续，证毕. 

注从证明过租中很明显，本題只要假定在 E 中每一点的某邻域中有界即可. 

在下列问题中求所列偏 导数： 

【3264】 f ^-^ u =( x 2 ^ y 2 ) e ^\ 

OJC dy 

提示 注意 m = i < i + k 2 , 其中 u x = xVe ^ « u 2 . 

解 u =( x 2 -!- y ) e ^ = J r 2 e ^+ ye y e *= Ml + u ：. 显见 = ，利用求高阶导数的莱布尼茨公 
式，即得 

=叫/ 吾 ( e ^+ C : 惫 (y )^ r ( e >) + G 备 ( y ) 券 4( 叫 

= y 2 + 2町+ ；!(；!- 1 )} • 

同法可求得 = < x 2 -f 2 mx -*- m ( m - l ) }. 

djT dy 

于是， £^ = &^ + £=^ =e "，[ x24 ' y2+2m ' r+2 ” y+m(m — i>+ ” （”一 i)] - 

求下列复合函数的一阶和二阶 导数： 

【3284】 «=/( j ：， y ). 

斛 l ^ =/ ;( X ，7) + '5 r / ’ i ( ：r ，f ). Ty = ~ f f '^ X ' f )' 

(了，令)+含’1+7广:卜十)， 

*) f ’、、 f \, / n . /; 均系按其下标的次序分别对第一、第二个中间变量求导數，以下各題均同，不 

再说明. 

【3285 】 u = f ( x , xy , xyz ). 

解裝 = f \ (• r ， 1 r > y ，: r < yz )+ < y /’2(： r ， J < y ， J ： < yz )+ > yz /’ 3 ( j ， I r < y ， j * < yz >. 

将 f\(x,xy,j ： yz), fz(x 9 j ： y,xyz), / ; (« r ， a\y • 简记为 / 彳 ，/ ^ ; ，/ ' 3 ， 以后不再 说明. 于是， 
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^ = / '1 + ： y/ '2 + yz/ '3 ， = x/ 2 +xzf \ , Y z =X yf 3 * 

^J = / U + y/^2 +yzfu 4- y(/*1 + y/22 +yzfn ) +^ 2(/31 « + yz/33 ). 

由于/ Ls /1，/ n =/3,. / L =/ l ( 以下各题均同），故 

^-T = /n+y/M+y« 2 /33+2 < y/T2+2>»«/ ， ； s+2y2/23. 


同法可求得 




： 2 z/« +x 2 zf^z +x 2 z 2 f\, =x 2 f 0 iz +2?z/L +x 2 zV 


a 2 


^y z n 


J-T ^ = 文 / ’[2 + oczf % + / i + xyfn^ xyzf xyzf\ z + xyz 2 

dxdy 

= ocyf U n-¥ xyz 2 / m+x/Tj 4 - xzf^^r Ixyzf w+Zi+r/i • 
f^~ z = xy l zf\i+ yf \ = x 2 yf n + x* yzf j 3 4- x/ i. 


求下列 S 合函数的一阶和二阶全微分 ( XJ 及 2 为自变 置）: 


【3298】 « = /(f .f )• 


解 du = 


d 2 w — 


ydx - xdv 1 r / zdy—ydz 

y +/l f 

” (vdr —xdv) z , (zdv—vdz)^ . 0 r // (vdr —xdy) ( zdy—ydz) 

"y ^ fn 〆 十 2/11 


z 2 


-2 / 


-2 / 


/ (zdy^ydz)dz 


【3305】 设 a = /( r ), 其中 r = 以 + y + z 2 和 / 为二阶可微的 函数. 证明 

Au = FCr ) f 

其中 △usg + g + g •△为拉符拉斯算子，并求函数 F . 

提示 注意 |^ = /"< r 〉 ^- + / # ( r ) 利用对称性，即可泣 


△“ = / ， (r) + 2/'(r)l = F(r). 


解窆 = 广⑺ f, &=/' 

由对称性即得 


(D 



V ) 


r ^- x 2 


a ^_ 

ay 


卜 rw 香 +r(r )¥， 0=r(D^ 


，（ r) 


r 2 -^ 


于是， 


^ = 0 + 57 + 0 =/#(r)+2//(r) T = F( ^ 


【3306】设 u 和 V 为二阶可傲的函数 A 为拉普拉斯算子（参阅3305 题）.证明： 

A ( uv ) = uAv ^ vAu J r 2 A ( u ^ v ) t 

^ 4 . ^ A / 、 dudv . dudv . dudv 

其中 ^( wv ) = —— + — — + — 

oxox oydy dzdz 

提示由拉普拉斯算子的定义易证本 命題. 


290 





证 



第六章 多元函数微分学 S 2. 偏 导数. 函数的微分 


/ d 2 V 


+ 1； 


d 2 


3 u 9 v 

Tx di 


)+(«0+ 居 + 2 gg)+(“&h&+ 2 !^) 


= 十 2 厶 （ tt ， v ) ， 

这就是所要证明的. 

【3314】 设函数“1 =1^(0：，3^2>及《 2 =“ 2 (0：， < >，2)满足拉普拉斯方程厶1< = 0.证明 ：函数 

v = u x ( ar ， y ， z ) + ( j ： 2 + y + z 2 ) M 2 (： T ， y ， z ) 

满足双调和方程 ^(^) = 0. 

证明思路对函数 v 应用3306題的结果，并注意题设条件可得再重复应用同一结果于厶!；，即可知 


函数 v 满足双调和方程厶 （ dt ;> = 0. 
证利用3306题的结果，即得 


Av =Au x +(/ +/ +z 2 )Au z + Mj^(x 2 +y*4-z 2 ) + 2^2x + ) 

-叫尝). 

敢复应用同一结果于•得 

… H ( fe)+W 勞)驚办 +a > +2 (& + ^+&)}. 

由于 Mfe )-&( fe ) + ^( fe ) + a ^( fe )-& (& + 7? + &)=^>=°- 

M 努 ) -。， 

故敢后证得 AiAv )=0. 


令 


【3315】设 /Cr ，： y ， z) 是 m 阶可微的 n 次齐次函数. 证明： 

+ /(x.y,z) = n(n — l) — (n —m+D/Cx.^.s), 

提示利用教学扫纳法加以证明. 

证当 m = l 时，由 f ( tx , ty . tz ) = rfU , y . z ) 两埔对 r 求导，可得 

df(Ufty,tz) , df(tx.ty.tz) , df{tx,ty,tz) ▲•- i " 、 ,▲、”、 

x ditx) +J BU；) +: diiz) =n/ a>0) - 

=1，即有 ( J 去 + y ^ +z ^) 1 / 

当 m = 2 时，由 3234 @的结果知(*|：£ +，為去) V = n ( ”一 1>/. 

在3233题中已证得/1(1,> 2 ),广，（1,> 2 ),/:(1,>^幻为（/«—1)次的齐次函数. 

今设 m = A — 1时命题成立.对/。/'，，/^用数学归纳法的假设，8口 

(x ^ 4 ->» 吉+ :去 ）/1 = (”- 1 )(”- 2 ).“(；*-灸+ 1 >/ 1 ， 

(■ r ^ + y 吾十 z 長 )* — 

(x Jl ) /« = (” 一 0(n 一 2)•••(；! 一走 +1 )/: ， 


(1) 


(2) 


(3) 


将 （ 1) 两端乘以 z,(2) 式两端乘以: y,(3) 式两端乘以 2：, 然后相加，即得 

+ J + z Yz ) = — — — + y f^)fhy， z ) 

= n(n—l>(n — 2〉."（n — A 十 l)/(i ，： y,z>. 


d 

Tx 
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即当 m = A 时命题也 成立 . 

于是，命题对于一切正整数 m 成立，即 


( 工 ^+7 表十 2 去)/ = ”（”一 D … （ ” 一爪 +1 >，. 


3 y 

假定任意函数等为足够多次可微的函数，验证下列 等式： 

【3329】^£^20急+/穿=”(”一1)“，若“ =1>(子）+1卜>(予）. 

证明思路注意“丨 =•!：*>( 子)为次齐次函数 => T 1_ * V(f ) 为1一/1次齐次函數.对函數“丨及& 
应用3234題的结果（对于二元更 成立〉 ，即知 

原式左端 =(•!■ A+y 吾 ） (mi + m ? ) = n ( n —1) u . 

证子)为 n 次齐次函数，“ ) 为1 一 ”次齐次函数•由 3234 题的结果知 

+ _y 告） u\ =n(n—1 )mi . (x J^^~y ) m 2 = (1 - n)( 1 - n - 1 )m 2 = - 1 )« 2 . 

于是 • / J ?^ 2jry £ ry^ y2 l7 = ( x ^ + - y ^;) ，(M, ' fMj)=r,(n ~ 1)(M,+M2)=w(w "' 1)u - 

【3349】证明 ：在点 M 。 Or 。， jy 。，*。） 处•函数 

w ** ax 2 ^ by l + c * 2 及 v — ax 2 + by 2 + cr * + 2 mx + 2 ny +2 pz 
( a . A . om . n ./) 为常数 & a 2 +6 2 + f 2 关 0) 二者的梯度之间的角度当点 \ f 。 无限远移时趋于零. 

证本独的題设条件“点从（心，力，々）无限远移”应该理解为“办-00, jy 。— OO , z 。— oo 同时成立”（此 


3 

Tx 


时 Vlaxo ) 2 + (6y 0 ) + (czo ) 2 —+ oo). 否则 • 本题的结论不成立 • 

显见有 

gradu= { 2 ax 0 ， 2 by 0 « 2 cz 0 } t gradv= { 201 0 + 2/« ， 26>^ 十 2^1 ， 2 « 0 + 2 p } ， 

令 

a = ax 0 » P = by 0 ， y = cz 0 iqi = ax 0 ^nt = a + m,pi = by 0 +n = p ^ n ^ y x = c * 0 + p = y + p . 
于是， grad« 与 gradi; 的夹角 d 满足 


cosd= 


r 2 +^ + 〆 v / a 5 +^+ y { 


或 


0= \—COS 2 d= 


(a 2 +〆 + X 2 ) (a? +庠 +/5) —(aai +fl9i + y/j ) 2 


( fl 2 +^ + yO(d 十 /3{ + y{) 

_ (aP' 一 aiffl 2 + (oyi — gi y) 2 一 ffi y) z _ ing~ mp) 2 {pa — myY ■¥ (,pp— ny) 2 

( a 2 +/3 2 + y 2 )( a f + 虏 + rf > (« 2 +/3 1 +/ 2 >(«»?+虏 + y ?) 

令占 =max( Iax 0 1 .16y 0 1 1 1 cz 0 1 ) = max( |al ， 1 卢 1 ， I y| )， 则 

汐 < +〆 + 〆 < -Jzs. 

于是，当 y/a 2 +〆- *>+oo 时 ， & ♦ + 00. 

再令 7=01 3 <(| 历 | ， |/|| ，丨 /»|> ，则下述不等式显然成立 ： 

(na—mpy^(pQ — myy + (pp—nyy 
(a 2 +^ + y 2 )(a?+^ + y?) 

( 2喊) 2 + ( 2喊) 2 + ( 2 q 8) 2 12 a 2 


0 ^ sin 2 ^= 




( S 2 — SSq — Sq 2 ) 發 一 6而一 3*^ 


-0 (当夕 


时 ） • 


于是，当 4 + °° 时， sin 2 卜 0, 即当 + 00, 夕 —0. 证毕 • 
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【 3350 】设 i/ = /(u,2 ： ) 为二阶可微的函数.若 

a 2 


>sa. cos 义 cosy 为方向 / 的方向余弦，求 


解 


du 

Ji 



3u ^ * du 
-cos^+—cosy, 


d 1 U / d 2 U . d 2 U 

矿 （ 5? cosa +W 


^ fcosa + 备 

oxdz dydz 


^cosy)cosa+ ( £r y COSa ^ C °^ £S COsy ) C0S ^ 

?+ l? COSy ) COSy 


+ ( 

= 0 COS 2 a +|^ COS 2 # 0 COS 2 y + 2 兹 CO sa CO 々 + 2 

【 3351 】设 u = /(:r,_yd ) 为二阶可微的函数及 

l\ { cosai.cos^t *cos/j } • l z < costf 2 ， c 。啦 •cosy! } • 

为三个互相垂直的方向 . 证明： 

⑴ ( 奈 ) 2 +(g) 2 +(g) 2 =(g) 2 +(g) l +(f^ 

以’ 卞 a /! 卞 a /5 dx l 卞 ay 卞 • 

证⑴ (ft) ,+ (ft) ,+ (l^) ,= i (li cos * + l ； co ^ + f ； co w) 

= (|f ) 2 S (奸 S cos2 ^ + (f ；) 2 E cos2 ^ 


f^co^osy+2 ^cosycosa. 


cos 爲 tCOsy 3 > 


+ 2 ff |； S cosa.cosA+2 gff E cos/Xcosy.-f2 兰岩 g cosy.cosa, 
/3 是互相垂直的三个单位向敢•故 


Budu 


du du 


由于 /M. 


2 cosa, cos 尽 = 0 ， ^ 


^. = 0 f 2 cosy,cosai = 0• 


=】• S 


y.= 


S cos 2 a t = U 2 

• _l I 1 

将上述诸等式 （ 2 〉 代人 （ 1) 式，即得 

( g )、( g )、( l ^ = ( g )、( g ) 2 +( g ) 2 . 


(2) 利用 3350 题的结果，得 


4 J^ = Jp S cos 2 a.+|^ g cos ^ + 0 S cos 2 y.+2 g cosa._ 


+ 2 


dudu 


d y dz t 

将诸等式 （ 2 〉 代人 （ 3) 式，即得 



^udu ^ 


, d 2 u_d 2 u , d 2 u , 

di\ ^7 ^ 


假设 z=z(x t y) t 解下列 方程： 

【 3360 】求方程 = 的解 z = 使它满足条件 Z(x,0) = x, z(0,y) 

d l z 


=y 


解由 


-- 

dxdy 


+ ： y 得 


I^=x.y-f-|-y+ 9 >] (x), z=^-x z y+^xy 1 
现确定 9 («r) 及 屮、 y ). 由于 z(x,0)=xt z{0,y)=y 2 ，故有 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


293 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


x =< p { x )+ ip (, o ) • y =史(0)十， 

于是， z=x+y 2 + \x 2 y+\xy i -l<pW + ^0)']. 

又因 2 ( 0 , 0 )= 0 , 故炉 ( 0 )+ 0 ( 0 )= 0 . 最后得 

z=x-\~y z -l--|-xy(x+ < y). 


§3. 隐函数的微分法 

1°存在定理设：1)函数 FCr ,： y ,: r ) 在某点等于零 ：2) F (* r ,： y , Z ) 和 F ',( x ,： y ,0 在点 I 的 
邻域内有定义并且是连续的； 3> F ',(々，> 4。>关0,则在点 A〆 *!：。，％) 的某充分小的邻域内存在唯一的单值 
连续函数 

z=fCx,y) • ( 1 ) 

它满足方程 F ( x ^,2) = 0 

而且 2。=/(1。，>^。）. 


2°隐函数的可微性设除了上述条件•还有 4) 函数 F ( h ： y , z ) 在点為。（1。•: yo . r 。） 的邻域内可微•则函 

dz^dz. 


数 （1) 在点焱。（办，％)的邻域内也可微，并且它的导数€和^^可从方程 


dF , 9 F dz 


dF , dF dz 


= 0 


dx ^ dz dx a f dy ^ dz dy 
求得.若函数 F(a •，: y , r ) 任意多次可微•则采用对方程 （2) 逐次微分的方法也 6 了计算函数 2 ： 的高阶导数. 
3 ° 由方程组定义的隐函数设函数 Mar,, …力，…，: y,)(*=l, 2 , …， n) 满 足下列 条件： 


( 2 ) 


( I ) 在点 Ao(：ClO •"••ZiO • 力0 •…， 知）等于零 I ( II ) 在点 A ) 的邻域内可微； 

( iii ) 在点 i 函数行列式 
在这种情况下，方程组 

F,(ji ,••• .j. » yi . — .%)=0 (*=1 ， 2•… ， n) (3) 

在点為。（々。，… • a :#) 的某邻域内唯一地确定出一组单值可傲函数 

yi = f,(xi . — .j*) (1 = 1 ， 2,…，” >• 

它们满足方程 （3) 及初始条件 G = l ，2 r "， n ). 

这些隐函数的微分可由以下方程组 求得： 

【3362】设函数 /(: r ) 定义于区间 （ a ,6) 内.在怎样的情况下，方程 /(: r )： y =0 在 a < x<b 时有唯一连续 
的解 ： y = 0 ? 

解 函数 /( d 的非零点的集合在区间 6) 内是处处稠密的•即 /( d 的零点的集合不能充满区间 
的任意一个子区间（ 0 ,妒 CI ( fl ,6). 此时，方程 f ( x ') y = 0 有唯一连续的解>=0.事实上，设: y =： yU ) 为 
方程 fU)y = 0 的一个连续解，: r 。 € ( a ,6〉 ，则 

(1) 当 / U 。） 关0时，显然有： yUcJsO ; 

(2) 当/(： 1 ：。>= 0 时，由 /(: r > 的非零点的稠密性 知：存 在数列•满足 a — a :。 及 /(;) 关0 («=1,2, 


• 在陈述本节大多数题目时.无条件地假定隐函数和它们的相应导数存在的条件满足. 
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于是， 〆 i _>=0 •由: yCr ) 的连续性即得 

y ( x 0 ) = y ( limx .) = Yimy ( x m ) = 0. 

m^oo 

于是，当 a <: r <6 时， y = 0 . 

反之，若方程 /( ： r) ： y=0 在 （ fl ,6) 内只有唯一的连续解 ： y=0, 则 /(z) 的零点集必不能充满的任何 
子区间.事实上，设在 ( fl ,6) 的某子区间 ( a , 辦上 / Cr )=0 .定义 ( fl ,6) 上的函数: y c ( ar ) 如下： 



a ) t 

a)<x<6. 


如图 3362 所示，图中 



ci c 0 = a +^2^. 0=0+^^-°-. 


显然 ，: VeU )_0 ，但 ;y = : yoU ) 是方程 f ( x)y = 0 在上的一个连续解. 

【3369】设 

x^y-\-<p{y), ( 1 ) 

其中9(0)=0•且当 一 fl <： y < fl 时 〆 (/连续并满足|9/(>0|<是<1.证明：当一 £ <：1：<£时存在唯一的可微函 
败 yy (« r ) 满足方程 （1) 且 y (0) = 0. 

证设 —，则 

( I ) 由于9>(0)=0,故 F (0,0)=0, 

(jj ) 当一 oo< ： r< + oo, 一时 t F(x,y)t 及 / 7 ;( 1，>0 = — 1 一 /(^0 均连续》 

( N ) Fi <0,0) ■ —1 一 〆 (0)<0•当然 F ；(0.0)^0. 

于是，由隐函数的存在及可微性定理知 ：存在 e >0, 使当 _ e < x < e 时.存在唯一的可微函数:>;=少1)满 
足方程 《 r = y +9?( y ) 及 y (0) = 0. 

【3370】设: y =： y (: r 〉 为由方程所定义的隐函数，其中常数灸关 0 ,且 “ jy ) 为以 a ； 为周期的 


可微周期函数，且| 〆 (: y )|< U | •证明：: y = f + 0( t ), 其中 〆 x ) 为以为周期的周期函数. 

证由于：^幼+ 9 ) ( 30,故岩=* + ? > / 00 .又因 19 > /( 川<旧，故岩与々同号，即 : r 为; y 的严格单调函 

数，且为连续的.由于 〆 : y ) 是连续的以 W 为周期的函数.故有界，从而，当々〉0时， 

lim j=— oo ， lim x= + 00 ； 

y ♦參 oo y-^^00 

当々 <0 时 , lim j=+oo ， lim x=—oo, 

yr^ — oo ^ao 

由此可知，其反函数 : y = ： yCr ) 存在唯一，且是 一 oo <： r < + oo 上有定义的严格单调可微函数.令 


295 






吉米多维奇数学分析习题经典解析 


y ( x ) —-^ = 0< x ) (一 oo < JT < + oo )， 

则由 x = ky (. x ) + ( p {_ y (, x )~] % 知， 

x -\- ktu = ky { x ) + 9Cy ( JT ) + a >] + 9 >[ > y ( x )+ a ;]. 

从而，根据反函数的唯一性，得 

y { x ^ k ( o )= y { x y )^(o <—° o < x <+°°). 

由 （1) 式与 （2) 式，得 


( 1 ) 


( 2 ) 


ip(a:^k(v) = y(x^kco) — x \^ aJ = y(x) 


j- = ^r(x) (-oo〈r< + oo), 


同理可证 ifi ( x - kw ) = ip ( x ) (一 oo < j ：< + oo ), 

故# « r ) 是以 lifeU 为周期的周期函数.由 （1> 得 

J ( X ) = "^! + 0( J：). 

证毕. 

[33781 证明：方程 （1*+/> : =一（/一/) ( a ^ O ) 

在点 x = 0, y =0 的邻域中定义出两个可傲函数 ： 3 »=力（ 1 〉和3»=%(1>•求/ (0) 及 y 2 C 0). 
解 (x , +y , )*-a(x , -y 2 > ，， BP 

y+( 2 x 2 )y - u l x l -j 4 )=o. 


解之得 


y = 


-(2 i 2 + fl 2 )+ y /8“ rr T + a 4 


根号前取正号是由于 y > o > .记 


y 


= ± V / v^TO 


-2x 2 -, 



士 /(■!■，）• 

不难出 <0,0) 为分支点.从点 （0,0) 出发，有笮值连续的四个分支： I 

yi =/( x 2 )f >2 = /(^). — ^< X <0| 图3378 

y 3 = —/( x 2 ) , 0< x <^ = 一/(1*)， 一^ <* r <0. 

这几个单值分支能否组成（一心幻上的可微函数•主要是肴组成的函数在 x =0 是否可微.为此，研究各分支 
在点 x =0 处的单侧导数. 

/(x 2 ) = lim 1 -2x l - V 




一 0 




x ^+ a 1 


_9^ — 


2/ 


2 - fl 2 = 1；m / 8 〜 + fl ‘一(2 

xi^dV 2X 2 ( v/8a 2 x 2 -fa 4 


-(2 xM ^)_ 

+ 2x 2 +a 2 ) 




4^- 


\/8 a 2 j 2 + a 4 +2 x ^ + a : 


同法可得 


y 卜 (0)= lim ’ = — 1 ， >U(0)= lim 

— 0 X x^ + 0 

由上可以看出 


-/(x 2 ) 


=—1 1 y\^ (0)= lim 


-fix 2 ) 


f /( ar 2 ), 0^ x <$, 

% Cr)=j 一 


，及 一〉« 


:*), 0< I <5, 

-^< x <0 


/(/), ~^< x <0 

是仅有的两个过点 （0,0) 的可傲函数.且 

y ,< o)=i 及 y 2 co )=- i . 

* ) 此方程的图像系双纽线（图3378>，它的极圭标方程为^=<2 2 <：0 3 2久以上作法及结论由图很容易 

看出 • 
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133821 证明： 对于二次曲线 ax 2 + 2bxy+cy l + 2dx+ 2ey+ f= 0 f 
成立等式 


证明思路原题中的二次曲线应是非退化的，即 


b d 


b 

d 


尹 0, 


由△关 0 保证 ： y"^0. 

利用直接求导法，可得/= 


T - 由此可得 


(& 十 c ： y + r > 

Cy^) 1 =△ 7 [(6 2 —ac)j^+2Cbe—cd)j ： ^e 2 一 c/], 

它是关于 j 的二次三项式，因此 •£i [(/ r +]= o . 

证原题中的二次曲线应是非退化的 ，bp 

2 b d 




b 

d 


关0, 


于是， 


y =- 


由厶关 o 保证 yvo . 

等式两端对X求导数，得 

2ax4 - 2by-\- 2bxy 4 - 2cyy + 2t/+ 2ey =0. 

flj •十 

bx-\-cy-\~e' 

(1> 式除以 2 后，等式两端再对: r 求导数.得 

a J r2by -\~cy 2 + ibx-\-cy^\-e)— 0. 

于是， 

y— 二: = - (心+二 +Ji (a(dx-hcy-i-e) 2 -~2bibx-\-cy-\-e)iax-{-by-\-d) + ciax-^rby-\-d ) z } 


(1) 


{ y’y 1 =A 1 Cbx -\- cy + e ) 2 T [6 2 x * -^ c ( cy 2 + 2 bxy -\- 2 ey )^- e 2 + 2 bex ~\ 

=A J Lb 2 x 2 —c(ax 2 + 2t/x+/) + 26^x+e : ] = ^ T [(if 2 ^ac)x z •b2(be—cd)x-\-e 2 

即（/厂*是关于: r 的二次三项式，故 £ i [(/)^] = 0. 

求函数的一阶和二阶偏导数 ，设： 


- c /] 


[3385] x^y+z=e K . 
解等式两次微分，得 


故有 


dz 


于是，云4 = 


dz _ _ 

dy : r +> r +: 


故有 


d 2 


dr + d ^+ d 2 = e * d 2 f 

dz = (心+办 ） =(心+ 办 )• 

再将 （1) 式微分一次.得 

d 2 z=e*d 2 z+e , dz 2 , 

= 一 占 ( 心 ) 2 = - (P^T(dx 2 + 2dxdy + 办 2 ). 


( 1 ) 
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于是， 

【3388】 设： 


d 2 z_ d 2 z _d 2 z 
da : 2 dxdy dy 2 


e * 




( e ，一 l ) 3 ( x + y + z - ir 9 

x 2 -^y t +z z -3xyz=0 ( 1 ) 

且 fix , y , z ) = xy z z J . 

求 /'^ m , 若 ：（i )z = 以 x ,： y ) 是由方程 （1) 定义的隐函数 ，（ fi )： y =： y (: r ， Z ) 是由方程（1>定义的隐函数.说 
明为什么这些导数相异. 

解 （i >记 FU ,： y , Z ) = x z +y + z 2 —3 j ：： y 2 = 0, 则由方程 （1) 所定义的隐函数 Z = z (: r ,： y ) 的偏导数 
Z ( x ,： y ) 在 （1,1) 点的值为 

d I A 

( P +2 — 3 i ) 


: :(1，1) = - 


F ’ f ( i ， i,n 

F : (1 , 1 ， 1) 


于是 • 


ii ) /( i , i ) = - 


fUiaa ) 

F ;( l , l , l ) 


d 


^F(j,1 *1) 

x_i _ dj ： 

^F(l.l.z) 

•-! ^ 

,1.1) +^/(l,l.«) 

FUAA) 



(2 + z 2 — 3 z ) 


= - l . 


<( l ， l ) = l + 3(- l > = — 2. 




F ( Kytl ) 


一 1. 


于是， 


j- x UU.yU,z)z)-\\ aii) =£/(x,ia) L +志 / <1.^.1) 


/ x ( l ， l ) = l + 2( — 1) = -1. 


由（丨）与 （ ii ) 所求得的对的偏导败在（1，1，1〉点的值不相等，可说明 如下： 


方程 F ( h ： y , z )=0 代表一个空间曲面•而 /( x ,： y , z ) 表示定义在这个曲面上的一个函数.函数 Gix . y ) 
= /(: r ，： y， Z (: r ，： y >) 表示把原曲面上的点投影到 Oxy T 面上后•原曲面上的函数看成在 Oxy 平面上定义的 
一个函数 . G '/ hjy ) 表示此函数在 Oi 轴方向的变化率，它不仅包含了原来函数在 ttr 轴方向的变化率，还 
包含了原来函数在 Oz 轴方向的变化率的一部份.同样地 = /(_ r , 表示把原曲面上的点 
投彩到 CXcz 平面上后，职曲面上的函数看成在 Orz 平面上定义的函数，表示此函数在 Or 轴方向 
的变化率，它不仅包含了原来函数在 Or 轴方向的变化率，还包含了原来函数在 Oy 轴方向的变化率的一部 
份.一般地，原来函数在 Oy 轴和^轴方向的变化率的那两部份是不相等的. 


求心和 01 2 2 , 设: 


[33921 — = ln —+ 1. 

* y 

解等式两端傲分一次，得 


zAjt — xAz 


土-耗于是， 

z y 

A _z(ydx^zdy) 

y ( x + z ) 


对 ( x + Odz ^ zcLr +^ dy 再微分一次，得 

(*r+2)d z z= — (dj-hdz)dz-f dzcLr+^dzd.y - ^-dy = 一 dz* + ， d>fdz 

= z z [ m {ydx+zdy) — (.x+z)dyY _ z z (^ydr—xdy ) 2 
—一 y ( j + z ) 2 一 y z U + z) z * 

^(vdr-xdv ) 2 


-7 dy 


=— 


( d z — fd )) 


于是, 


d 2 z= — 


y < x + z ) 3 • 

【3402】 x + y + z =2, 求砮，砮， 0 和岛当 x = l •: y = — l ，*=2 时的值. 
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解对 Z 求导数，得 


2x fz + 2y fz = 

卜砮 — 0, 


将工 =1, y=-l, z=2 代人（ 1),(2 〉，解得 


(^)* +2 ,^ +2 (^)* +2 ^= 


( 1 ) 

(2) 

(3) 

(4) 




叫. 


将上述结果及值联同由（ 4> 式所决定的式子 — 起代人 （ 3) 式，即得 


d 7 


卜一+ , & 


sinw 


【 3404 】设 u-f-v= — 求和 d.’ 


提示将原式改写为 


ysinu — 

微分两次，并注意 d z x=d z : y=0,, 问題即可 获解 . 

i;=x+ y 


( M + V=X + 3 ft 

vsinw 一 jsinv=0. 


ysinu 


微分得 


联立求解，得 


du 


xcosv+ ycosu 


I dM + dv=do:+dy ， 

I sinudy + ycosudu — sinvdx + xcosxxli;. 


[(sinv+ xcosv)dr—(sinw 一 jtcosv )dy ] f 


( 1 ) 

( 2 ) 


dv= 


[—(sinv—ycosM ) dr 4-( sin« + >cosM)dy], 


对 （ 1),(2) 两式再微分一次，得 

d 2 u+d z u* 0 , 

ycoswd 2 m + 2cosudydu — ysxnudu 2 = jcostx! 2 v+ 2cosvdrd v 一 xsinvdx/. 


联立求解，得 d 2 u=-d 2 i;= 

【 3409 】设 《 r= 


xcosx ； 4 - ycosu 
y= usim；t z=v ， 求 


[( 2costxlr — jrsini^v) du— (2cos«d>—ysinwdM)dw]. 


d 2 z 

5?, 


及 


3 2 z 


dxdy ^ dy 2 * 

解题思路本題用求二阶微分的方法，可将所有的二盼偏导数一起求出 . 为此，应先求 d M 及 d 仏再注 

意 d 2 z=d 2 v=— J-dwdv ， 即可获解 • 

u 

本題也可消去 w ， v ， 由 2 =u=arctan 十 • 获解 • 

解本题求二阶微分，可将所有的二阶偏导数一起求出 . 

dr = cosz/dM 一 wsinvdvt d^ = sinvdu^ ucoszxlv. 


联立求解，得 
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再将 （4> 的结果代入 （3), 即得 


同法求得 


dx I ^du dv dv du ’ 

ii = L(^ £i - h.) 

dy I ^ dv du du dv ^ 


【3421】 证明：由方程 

少 ( x — az，y — 6 z 〉=0 

(其中是变》«，!；的任意可微函数^和6为常数）定义的函数 z=z (: r , y ) 为方程 


dz ^u dz 

r x +b Ty 


的解 • 说明曲面 （1) 的几何性质. 


解由于 少;•（卜 flg ) -妙; g =0， ff + 屯 •（ H § f )=0, 


故有 

将上面二个等式依次乘以 a ，6, 然后相加，即得 


dz _ ^2 

d y a ^>\ +6^2 


lf + 皆 1 ， 


这就说明: r = dx ，; y ) 为方程 ag + 6 g = l 的解. 


等式 + — 1=0表示曲面 （1) 上任一点尸 VhQ ) 的法向童 /hsjg p 'Ty P ，— 0 皆 


其中 


dip dfp 一 dfjj d(£ 
du dv du dv* 
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du = cosinir + sinx/dy ， dv= ——(— sintxLr+cosixl^) 


再对上面最后一个式子微分一次，得 


于是， 


d 2 z =d 2 v= — 


ud z v+dudv= — cosixItxIj — sinvdixl^ = 一 dudv ， 


svdr+sinvdjr) ( — sinvdr+cosvdy) 



y ( sinucosixLr 2 — cos 2 vda:dy— sinucosvdy 2 ) ， 


从而有 


3 2 z _ 2 sinT ； cosT；_ sin 2 x; d 2 z 
dx 2 u 2 u 2 dxdy 


cos 2 v d l Z 
U z f dy 2 



注本題也可消去 


由 z = v = 


2获解. 


【3413】设方程 ：> 1=9?(1<，1 ；〉， y = 0( M , v ) , z =;^(“， T ；) •定义 z 为 j : 和 _y 的函数•求 _ 和 __ 

提示 对: r ,： y 分别求偏导数即易 获解. 

解对 x 求偏导数，得 l = + 

仏 du dv 
3 u dx dv dx 

dx du dx dv dl . 

由⑴及 (2) 解得 ，- =T ^ 


J2P ^ u 

Jpui a 
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与向屋 n = 垂直•过点^作平行于。的直线/ 1: 

x-x x _ y - y \ _Z—Z X 


易知/,上的点皆在曲面 （1) 上.于是，曲面 （1) 是母线平行于 n 的 柱面. 

【 3422 】 证明：由方程 

( j ,(£ Z £ o f >^ o \ =0 
V Z—Zo Z—Zo / 

(其中 0 U , T ；) 是变童 U 和 T ； 的任意可微函数）定义的函数 2=2( X , y ) 满足方程 


( 2 ) 


x 0 ) g +( y - yo)g = z-ro 


说明曲面 （2) 的几何性质. 


解由于 


Sz 


= 0 , 


故有 


( z - z,y ^ ( z - z 0 y 

dz (* 一 * 0 〉 也 Bz 




z ~ z °~ ( y ~ y o) §z 


(2： 一 Z 0 ) : 


= ()• 


__ — _ _ (z—Zj )^2_ 

( j — X 0 )4>1 +(>— yo )4>2 f ( x — X 0 )4>1 + (, y — 

将上面二个等式依次乘以 or — a :。 及: y —; y 。， 然后相加，即得 


(x - Xo) |£ + ( ^ o) g 


*0 


本 M 获证. 


等式 （I 一工。）|^ + (7—>»。>|^一（2： — *。> 1 -0 表示曲面 （2) 在其上任一点 P z (12 ， 力 •幻〉的法向撖 u 2 



' %\ r •一 1 丨与向敵 r2= h — i 。 •力 — 加. 2 * — z 。 > 垂直•作过点 J 。， 2 。〉、 ，％ ， z 2 ) 的 

直线 / 2 


_ y-yo 


z 0 


為 yt~yo zz^zo 

秘知 / 2 上的任一点皆在曲面 （2) 上.于是.曲面 （2> 是顶点在 P 。 的锥面. 

【 3423 】 证明： 由方程 

aa:+by^cz=4>(x i +y+r*) 

[其中少(《)是变量《的任意可傲函数和 r 为常数]定义的函数 z = z ( r ， y ) m & 方程 

( f 3；—6 r )|^4-( ar — cj )~ = 6 j — ay . 


(3) 


说明曲面 （3> 的几何性质. 

解由于 fl+cg = < I > / . (2 x +2 zg ), 6 +cg = 4/ . [2 y +2 z ^ y ) 

9. T<b f 一 n 乃 ― 7 \fd) f — h 

故有 


dz _ 2 x < p f — a dz 

c -2 z < p f ’ ^ y ~ c -2 z < p f9 


将上面二个等式依次乘以 （ or — 6 z ) 及 ( az — car ), 然后相加，即得 

— a ) { cy — bz ) + i 2 y < p f — 6 )(az — cr ) 


(cy—Az)^ + (az —Cj-)|p 


c -2 z ^ 

Cc -2 zd >') Cbx - ay ) 


= bx — ay ^ 


c -2 z 4 > f 

本题获证. 

设尸 3 (工 3 ，力， 23 )是曲面（3>上任意一点，并记6=恤,6，(：}.由于曲面 （3) 在点 P 3 的法向量为 n 3 = 


dz 

dx 


dz 


p 3 9 d y 


• - l } ，故由方程 
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吉米多维奇数学分析习题经典解析 


Ccy-bz)^-}-Caz—cx')^—(bjr—ay)=0 


知 A 丄 （ P 3 Xr 3 ), 其中 P 3 = U 3 •: V 3 AK 

设由原点到 P 3 的距离 为么即 ar !+ yf + z |= d 2 . 考虑平面 


n ： ax J rby ^ cz=d 

和过点 P 3 的球面 Sr ^+ y + z ^ J 2 , 

并设平面/7与球面 s 的交线为 c , 则 
1°由点 h 在曲面 （3) 上可知 


ah +by 2 + 口 3 =4>(xJ +y5 +«5 ) ， 

BP d =( P ( d 2 ). 这表明曲线 C 上的点的坐标皆满足方程 (3) .即曲线 C 位于曲面 （3> 上. 

2°由/ I 为平面 ，S 为球面知交线 C 为一圆周曲线. 

3 Q 圆 C 的圆心 Q 即为由原点到平面 il 的垂足，故点 Q 位于过原点且与平面 il 垂直的直线/上. 


综上所述，可见曲曲 （3) 是以直线 


【3428】证明：由方程组 


定义的函数 z = 2 ( x , 30 满足方程 


: m 为旋转轴的旋转曲面. 

f [*-/(«)]* = x *( y - a 1 ), 

\ [ r —/( a )]/ / ( o )= ax 2 
3 z dz 

r , 石一 a 


证 2 [z — /( o)][dz — / / ( a ) da ] = ( y 2 — a *) 2xdx -h ( 2yAy — 2ada ). 


于是 • 


C * — /( o )] d «— a:<y — a 2 )dx + x 2 ydy — { ax *—[*—/(«)]/ \ a ) > da — x ( y * — a 2 ) dx ^ x 2 ydy , 


Sz _ x ( y z - Q 2 ) 
z — f ( a ) 


Sz 


从而得 


z — /( a 厂 


3z dz J 3 y ( y — V ) J z ( y z - a 2 ) 
^ Ty - [ z -/( a >? - Xy lz - na ) y - X ^ 


本题获证. 


§4. 变量代换 


i ° 在含有导数的表达式中的变置代换.设在傲分表达式 

A = <P(x,y,y t ,y ， XM ，…） 

中滿要把 x ，： y 换为新的变撖 /( 自 变撒） 及 u (函 数〉 ，这些变慑与归变 fix,：y 之间的关系由方程 

x=fU,u), y=g(tfu) 

给出. 

把方程式 （1) 微分，便有 

，— + 


类似地可表示出高阶导数 yL ，…结果得 

A = ^>i (/tiifUi , ，•••）• 

2° 在含有偏导数的表达式中自变置的代换.若在表达式 

D _ r / dz dz d ： Z d Z Z 3 2 Z \ 


( 1 ) 
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变量代换 


中令 


= f(u.v). 


^= g ( u . v ) t 


( 2 ) 


dz dz 


其中《和1；为新的自变量，则偏导数…由下列方程 确定: 


9z _ dz df . dz dg dz 一 
du dl du dy du ' dv 


i £ is . ... 

fy du dv dx dv dy dv 

3° 在含有偏导数的表达式中自 变置和 函数的代换.在更一般的情况下•设有方程 

x=/(«ti/tiv) t y= g(utV^w) t z=h(u 9 VfW) t 


(3) 


其中为新的自变录， U ；= U ； U ， V ) 为新的函数，则对于偏导败…得到这样的方程 

dx V dt dxv du f dy V du dw du ' du dw du % 

化） + 占（弘 + i £ 化、 = ih+ih d J £ % ... 

dx ' dv dw dv ^ dy ^ dv Sw dv ^ dv dw dv 

在某些情况下.使用全微分法进行变 M 代换是方便的. 

【3431】 把 ^ 看作新的自变 搶， 变换方程 

yV -3/ 2 = j . 

提示先求出 ： y = 士，/ = 一7^及 

求得的 y 、/ 及 yi 代入所给方 《，即可 获解. 

解 函数: y =： y ( x ) 的各阶导数与其反函数 I : 


其中 j := jt (>0 为夕 = > K : r ) 的反函数，再将所 


: r (: y ) 的各阶导函数•…之间有下 


述关系. 


y 




/=</>' = ( + ):• 7 = -T7T 








3( xV - 


r ) 5 


公式 


公式 2 


公式 3 


以公式1、2、3代人所给方程，化 简整 理即得 
【3432】 用同样的方法变换方程 

WHoyyyr+lW 

提示 利用 3431 題的结果 •可得 

一， ^_\Oxx 0 x w -(xyx iA 


0 . 


y 


y 




将：/、/、，及: y ⑷代入所給方程•即可获解. 
解 由公式3可得 


= (，），= 


3(/) 2 - 
~ TxT s ~ 


y ^ = 


，一 ⑷一 :7，一5[(3/) 2 — w . 






iQx^-uyx^-ibix'y 

T 7 y 


公式 4 


以公式1、2、3、4代入所给方程，化简整理得 x (4) =0. 

引入新变置，变换下列常微分 方程： 

【3434】 ： r 2 /+x：/ + ： y=0, 若 x=e , . 

解题思路 当函数： y 不变，只作自变量的代換 i = : r ( f ) 时，注意到对£；及运用 3431 題中公式 1 及 2 
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的结果，可得 


d 2 y cLr _ d 2 a: 

y '= 丰：及 /=亙^， 


dr 

d7 


( J ) 3 


将工=€代入上面两式 ，再 将所求得的 y 及/代入所给方程 ，即可获解 • 

解当函数 j 不变，只作自变最的代换 z = x ( r ) 时，注意到对运用公式1及2,即得 

/ d V dt dt 

y= ^di = ^ 

d7 

d 2 y dr dy d 2 x 
d£\d^/d£\ 2 djr _ dt 2 d7~d/ d?" 

^ dr V d/ dr / d/ ? 、 dr ) d/ dr ， (占) 3 . 


在本题中 ， r = V , 故冇 


dx 

di 


e f 




从而有 


y 




将 y 及/代人所给方程，即得 髮 + y =0. 

134361 (\- x 2 ) y ， — xy ， -{- n z y =0 t 若 ： r=cosf. 

提示注意到窑=— sin /，= — cosr , 运用3434 «关于 y 及/的公式5及6,求得 y 及 y 
黃> 后连同1代入所给方程，即可获解. 

解注意到 Jf =- cos /, 用公式5及6,就有 


y =4, 


+ COS/ 




将 y ,/ 及: T 代人所给方程，即得 ^ + n 2 y =0. 


令 ：r = 


rcostp , ytrsinp , 写出下列方程在极坐标下的形式: 
134501 ^ = 


dx 


y 


dr , 


• sinp -p + rcos<p , 

提示 先求得 g = —— % - ，将 g 及 ：，： y 代入所給方程，即可 获解. 

QOS<p rsin^ 

解 当 x=rcos(p, 7 

do: dr dv dr . 

= cos<p rsin^f ^=sin^ j^-rrcos^t 

d 2 x _ d 2 r n . dr d 2 y _ . d 2 r { n dr . 

57 一 co 呼 37 - 2s,n ^d^" rco ^ v =s,n?J V 2co 呼而— rsm<p . 

tin Xcj 


由公式 5 及6,即得 


dy dr 

dy_di_ Smt PT^ rCOS< P 

dr dr dr 

而 COS ^ d ^~ rs,n ^ 


公式 5 

公式 6 

G 为自变 


公式 7 
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第六章多元函数微分学 §4. 变量代换 


dr _ d ^ d^r 尘 ：） 2 _ r fl 

d 2 y = d < p z dq > d<p d < p 2 = _ 、 dy ’ dg 2 

da* 2 /dx\ 3 ( dr \ 3 * 

(而） （⑺呼而一 rsin W 

将公式 7 及 ：y 代人所给方程，化 简整 理即得 g = r 或 / = r. 

【3456】引用新函数 r = vAr 2 +y • ?) =arctan f •变换表达式 

w = 令， &• 

解由广=/?^7■两端微分，得 

dr=£ ^±^ =idj+ ^ 

r r 

或 rdrsjrdr + ydjr . 

由 p=arctan f 两糊微分•得 dy = = 斤 dy —-^ dx 

或 r 2 dy >= xdy — ydx . 

尸是，由 （1) 及 （2) 可很 xrdr — yr 2 ^ = ( x 2 dx + xydy ) — (xydy — y 2 dx ) = ( j 2 +y ) dx = r 2 da :, 


公式 8 


( 1 ) 


( 2 ) 


dx =— dr - yd < p . (3) 

同理可得 dy =-^- dr + xd < p . (4) 

从而由 （ 3) 及 （ 4 )， 得 

xd 2 y—yd 2 x = x^ -^~6 2 r— j^-dr 2 +-^-drd^+cLrd 9 )+jd 2 y j ~> r (~d ? r— -p-dr^ -\--^-dj：dr—dyd<p— yd 2 (p^ 
= ~(-rdy — ydj )4-( j*cLr+.yd>») d^-f- ( x 2 4-y 2 ) 6 2 <p= (.r 2 dtp') + ( rdr)d^p4 -〆 d 2 95 = 2 rdrd^?4 - r 2 d 2 (p, 

于是， 


引入新变置 f 及解下列方程： 

134581 砮 = 舞，令疗 = 尤 +> 

解题思路 只要将看作中间变量，应用复合函数求偏导数的公式求出 g 及即 易获斛 z = 

<p(j：-by) 9 其中免 为 任意的函數. 

解当仅作 自变量代换，引人新自变量 


$= f rj= rjix^y) 

这个最简单的悄形时，只要把 $ ^ 看作中间变童，用复合函数求偏导数的公式，即可求出 

dz _ dz^ _ £z ^ 3z drj 

dx dx 

代入原方程，即得变换后的方程，本 题中， 


3 rj djc ^ dy d $ dy drj dy 


IHS ， 1 ， 




于是荖令养， 


dz _ dz 

d y 扣 


3 z 


= 三一代人原方程，得 


clr i 


dz . dz dz dz 

ik + n 飞 


^ Sz ^ 

或 r v =0 
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即 z =< p (0 = < p (^^ y ^ 其中 9 为任意 的函数 • 

【3460】 a ^ = 1 ( fl #0), 令 $= or ， r /= y — bz . 

<fX dy 

解当变量间的变换关系比较复杂时，用全微分法较好.首先，根据新旧变元之间的关系，求出它们微 
分之间的关系 

d^=<Lrt drf = dy — bdz . (1) 

其次，将所求得的微分式代人表示新变元关系的全微分式，并按旧变元关系重新 整理. 


dz= T^r v dr f = 


= §^+_(办 一 6 


(1+6 ㈣) d Z =||dx+f ^， 


dz = 


3 z 


1+6 


dz 


dr + 


Sz 

Tn 


1+6 


dz 

d v 




把整理后的式丰 与表示旧变元 的全微 分式扣 = gdr + gd：y 比较，即得 


dz 

dz 


3 z _ de 

3 z 9 t ) 


3 〜 ㈣ . 

dy ^ 

代人原方程 ，得 

a 装 + 厶 ^ = 14-6 

dtj 

dz ^ Bz 1 
5 或 ai = T - 


于是， 


支十 9( v ) = 王 +y 一 & z ) • 


把 M 与1；看作新的自变■.变换下列 方程： 

【3464】 工砮 + 夕 _ = *+>/::+ y + r : • 若“= 子， v = r + 




解题思路 本題宜用徵分法，先求出 d« 及 dv, 进而由 dz=_d M +|^di; 求得_及从而可得 

解 本题用傲分法较好. 

, xdy—ydx 
du z - 〆 —, 


3 z 

Tv 


dy= = dg4 . -rdx -f ydy -f zdz (r =々+/+，）• 

&+>+>)• 

于是， ( 1_ 莞 -子 ff) d * = (-^- Tu + f + f Tv) Ay ' 

r - (-^ r + ~ r ) ( 1 - r -- f £ )"- 

dx \ X OU r dv f 、 dv r dv ^ 


乜丄 ii + JL ii ) 

dy ^ x du r dv , 、 dv r dv ’ 


代人原方程，得 X ( -含 ff+f X 士 t +子 完 卜(+小 Hf :)， 

nz+r ^tv = z+r ' 

如果 z + r=0 •则可推得: r 2 + y=0 •但由于 0 ^: 0 , 所以， y+y 不酊能为零.于是， z+r 关0.从而•得 

在=丄 
d ^~ Y 9 


在下列方程中，代入新的变置 


. 其中 iv = xv ( u 9 v )： 
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134761 (, 


dz 

dx 


— y 2 ')^^=x J tyz%^- u = yz — x% v= xz—y% zc=xy— z. 


解 dw= yda：-\- xdy-- dz=r^ Czdy+ydz — <Lr) + ^ Czdx+xdz—dy). 

OU dv 


整理得 

于是， 


(〜甓 +y 尝 Xy + 货- 


££=( + —- 2 —)(l+x—+ V — ) — =(x-h — -z — )(l-hx—-hy — ) 

dx ' du dv • ' dv du ’ dy ' dv du 】、 9v ^ Bu ^ 

代入方程，得 

(工+心+窘- $)+( 卜力( 1 +尝-$)〜+ 一〜尝 + 4 )， 


即 


(l-x z -y 2 -z z -2xyz)^=0. 

dv 


不难验证，由方程 1-X 2 


2 x ^=0 确定的隐函数不是原方程的解（证略）.于是 


令 x = rcos^p , 写出下列各式在极坐标 r 和妒下的形式： 

【34811 w = x a f y - y a f x . 

解 dx = cos^xlr — rsi ncpd<p t dy sin ^ xlr + rcos^xlp 联立解之•得 
dr=^-<Lr-f-^-d>», A<p= 

于是’ du = f ； dr +^ d 9! =(f a f r -^ 骛) ir+(f §7 + p - g ) 办. 

dx r dr r 2 dtp 


3u_ y du 
By r dr 


du 

0 (p 


公式 9 


将公式 9 代人顷式，即得 


iu=x 




【3483】 ^=( ff) l + ( g ) 2 . 

解 - =(f 3 tr-^ f ^+( 子 Tr^ 1^ = (!^ + 士 

【3484】 + 

解先导出极坐标变换的所有二阶偏导数的变换式.将 !*，$ 看作中间变钪，: r ，： y 看作自变贵.由于 
d*r = d ( dr ) = d ( f dr 十子 dy ) 

= -J-(cLr 2 -fdy ) — X< ^ r ^f^ ,y dr=-|-(cLr 2 -f dy ) —-^-(jdr+ydy) 2 = ^-(ydj ： —jrd.y) 2 , 
d>=d(d f )=d (弄 d 厂寺 dx 卜 

故有 d2u= J 7 dr2+2 £^ drd ^ 


- - j- < xdy — ydx ) ( xdx +,y d,y ) 


= ^_U ( x ( Lc-\-ydy y +2 d 2 u ( 十 jyd ). ) ( xd ^ — 3；dx ) + d^_u ( 


xdy—ydx 
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Tr 处^ + _( -幻 


d < p \ 

将上式右端按 dr 2 , dxdy , dy 合并同类项，并与全微分式 


d 2 u = gdx 2 +2 载 drd ，+ 0 V 


比较，即得 


c ? 2 u x 2 d 2 u 2xy d 2 U V 2 u . V 2 du 
J ^? = V J ?~ r 3 r 4 a^ + V Tr 




du 


将公式 10 代人原式，即得 
[34921 ^| + ^| = 0,设《 


dip f 

3 2 u _ y 2 d 2 u . 2xy d 2 u . x 2 d z u . x 1 du _ 2xy du 
dy l r 2 dr 2 r 3 drdtp r A dtp 2 r 3 dr r 4 dtp’ 

u _ xy 3 2 u . x 2 —y z d 2 u xyd 2 u xy du x 2 — y 2 du 

dxdy r 2 dr 2 r 3 drd(p r 4 3<p 2 r 3 dr r 4 3<p 9 

d 2 u . 1 du 


^d l u 1 d 2 u 1 

d〆 r 2 dq > 2 r dr ' 


ay 


解 


x 2 +y fX, x l +y 

3 z — £z Oti . £* dv 
dy du 3y dv dy % 

{ d 2 Z d Z Z / du\ 2 . d Z Z Su dv 


dz dz 3u I dz dv 

ai = Tu 




dudv dl dx 


純 ) l 


dz d 2 U . dz d z y 
du dj 1 dv dx 1 # 


cf 2 Z _ cj 2 Z \ ： , o c? 2 2 3u 3v . d 2 Z / \ 2 . U , 1 ； 

3>r 2 ^M 2 、 3y ’ dudv dy dy dl/ ' dy ^ du 9y 2 dv dy 1 * 


本题中， 


du 

To ： 


y - 


2 xv 




( x 2 +y 


= Ixy _ _£v ^ y*~ j 2 —du 

dy ( x 2 +y ) 2 dx’ dy ( x 2 4-y 2 ) 2 dx’ 

^ = A = 

^x 2 dx^dy ^ dy \ dx ’ 3y ' By 、 dy 1 

同法可得岛 =-& 卡 • 

注意到 

/£w\ 2 . / — —= — — () 1 U .<i 2 U _d l V , d 2 V _ 

^dx I ^3y ^ r 』 3x dx dy dy^ dx 1 ()y 2 dx 1 3y 2 


则由公式即得 




0. 


由于 (£) 2+ ( g ) 2 # 0 , 故得变换后的方程 s + 0 =o - 


【3495】 


j — y ^~| = 0 •设 u = xy , v - 


y 


3 m dv 1 

解- ^ = 7 


al 

由公式 11 得 


3u 

r y 


dv 


d 2 u A 3 2 v 

5? =0 ，5? =0 , 


ay 


= 0 


d l v_2x 

ay = y - 


a 2 


， 2 &+ 2 



z 3 2 Z _ 2 d z z 2 J 2 d 2 z 
^ 9 Sy 2 X du 2 y 2 dudv 


d^z 

dif 


dz 


代人原方程，化简整理得 £ j - v = y u Tv 
【3502】 证明： 拉普拉斯方程 


… S +，。 


公式10 


公式11 
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变置代换 


的形式在满足条件 — #的任何非退化变换 : r = ^«， V )， 下保持不变. 


du 


证 dx = ^ du +^ dv , dy = ^ du ^^ dv = - ^ du ^-^ dv . 
du OV ou av av du 


令 /= (^) 2+ (! f ) 2 - 由于变换是非退化的•故知 


D ( x . y ) 

D ( u ^ v ) 


d(p dq > 
du dv 
djj ) djj ) 
du dv 


( d f u y ^( 9 f v y =^. 


由 1： •述方程组解得 如=+(|^-為冰如=+(|^+|^) 


于是， 


Ou 

3 x 


d(p _ dv 
du dy 9 


3 u 1 d<p 3 v 

— = — — 一工 SS — 一 ■■ 

dy 1 dv dx ' 


由 3492 题的证明及公式并考虑到 


即得 


或 


&50 + 祭 = [(艺) 2 + (艺) 2 ](& + &) = + (&+&) = 。， 


即形式是不变的. 

【3511】令 

把表达式 


d z z , d 2 z A 

w + p =0 . 


y — rsin^in 妒， 


rco 5 <?t 


一 (l^+(gr+(f^ 及心令 INS 


变换为球坐标 F 的形 式. 

提示所给变換由下面两个特殊的变換构成： 

jr — i^costp. y^R%\i\(p^ z^zi rsiiW. (p = <p ， z^rcosO* 

并分别利用 3483 題及 3484 題的结果. 

解先作变换 x = Rcos < p . y = Rsxn < p . 它相当于对 id 坐标作一次极坐标变换. 
利用3483题及3484题的结果，对新变元有 




a 2 


du t d 2 


dy 2 1 dz 2 dR 2 R ? dip 2 • R 3 R . dz 29 
再作变换 R = rs \ ne , < p = 9 , z = rcosd . 它相当于对 /?, z 坐标又作一次极坐标变换，其中/?相当于公式9中的 
(9 相当于公式9中的弘于是， 


R du . Z du _ . n du.cosd du 

= V di =sin0 d?^~ le^ 


再利用 3483 题及 3484 题的结果，得 

心 = (錶)’ + 枭(骞):+(尝)* = (窆)’++ 


^2 


a 2 


d 2 


du , d 2 U 


W W "R 3 R d ? 

d 2 u . 1 3 2 u . 1 du 1 d 2 u 

dr 2 r 2 r dr r ^ sii^d 3 < p 2 
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d 2 


d 2 u 


du 


d 2 U 


dr 2 




1 

tan ^ 


du 

30 


7 


r dr r^sin 2 ^ d<p 2 r* 

去 (D 羞 ― li) + 点穿 } 

注意到两次变换的乘积就是所给的变换•因此，最后得到及的结果即为所求. 

【3525】证明 ：方程 — (^) 2 =0的形式与变 M * r ，： y 和 z 所分别担任的角色无关. 


证 令产!？，<7=努，则 dz=Mr + 9 d：y. 若以 工作为 新函数，则有 


3 2 x 


d 2 x 


dx 


dx " ^ dy 

d2 ： r= f^ 办 2 + 2 §^ dydz+ l^ dr2 +g d2y +H d2 
今以作为旧变元的关系： d z x = 0, d z y=0, dz ^ pd^-^qdy 

代人上式，可得 


d 2 z= — ■— j^^-dy + 2 />dj-f(/d>») + -^{pdx-\-qdy) 2 


dz 


于是， 


B = ~ p ( p ， J 7 )' 

兹 =_ +兹+抑0)， 

I ?-- p ( j 7 + 2 q iwz +， l ， j ?)- 

将 （1),(2〉，（3) 三式代人原方程，得 

& 0-(载): = 〆 ( 〆 &)(耔 +2<? 祭 +9: 0) 〜十裝 +抑0) 

即 

詩鳴)、 

类似地，若以^作为函数，则也有 

即方程的形式与变 tt ：r,：y 和 Z 所分别担任的角色无关. 

【3526】取 x 作为变贵 _ y 和=的函数，解方程 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


( g ) 2 




dx 2 


解将 3525 题中的 （1),(2),(3) 三 式及户 


dz 

dx 


,= 8 代 


，9 = :代人，得 


qZ {~ pi &)+ M〆 祭一 〆 (户穿 +2 抑轰 &卜一 〆 §7 = 

即^ = 0或 P = 0 . 由 g = 0 解之，得原方程的解为 

x =< p (, z ) y + ip (, z ) t 

其中为任意 函数； 由/>=0解之，得 Z = /(：y>(/ 为任意 函数） •它也是原方程的解. 
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§5. 几何上的应用 


r 切线和法平面曲线 


= f (/> 


= 0( r ) 




在其上一点 MCr ,; y , z ) 的切线方程为 = 


在此点的 法平面 方程为 


一工 ) 十 


dr dy dz 

dt dt dt 


dz 


dr - y )^ Z - z ^ O . 


2 ° 切平面和法线曲面 z = /(« r ,： y > 在其 上一点 M ( o :,： y , r ) 的 切平面 方程为 




在点 M 处的法线力程为 


x-j_y- 

dz 

T X 


z- 


dz 一 1 • 


若曲面方程以隐函数的形式 F ( x ，： y ， z ) = 0 给出，则切平面方程为 


^CX-^)-\-j^CY-y)-^^CZ-z) 


法线方程为 


I 


3F dF 
dy dz 

3° 平面曲线族的包络线含一个参数的曲线族 /( x ，_ y . o )=0 (« 为参数）的包络线满足方程组 

/(ar ， y ， a)=0 ， f[(x,y,a) = 0. 

4°曲面族的包络面含一个参数的曲面族的 包络面 满足方程组： 

F(xt>tZta) ^Ot F [ (xt>t*ta) *0. 

含两个参数的曲面族少(1，^4，《，炉=0的包络面满足方程组 ： 

(J>(x.y.z.a.p)=0. <I>[ (j ： .y.z.a,p)=0. <I>f(x.y.z^a.p)=0. 

写出下列曲线在已知点的切线和法平面 方程： 


【3528】 a := acosacos / ， y = asmacos / ,z = a smt i 在点/ = to • 

解曲线 x = x (/>. y = y(Of z = z ( t ) 在点 / = « 0 的切向 tt 为 v ( fo ) = { x ( t 0 ) , y f ( t 0 ) fZ r ( t 0 ) }. 
本题中，当时曲线上点的坐标及曲线在该点的切向最分别为 

x 0 = x ( t 0 ) = acosacos / 0 • y 0 = y ( t 0 ) = asinacost 0 t Zo = z ( f 0 )= asint 0 1 
v (/ 0 ) = { — acosasin/o t - asinasin / 0 tflcosfo }. 


于是，切线方程为 


-_ y~yp _- 


acos/o 


即 


X-Xo _ y—yo _ z—Zo 
一 cosasin/o 一 sinasin/ 0 cos/ 0 


法平面方程为 （ 一 acosasinf 。 )(x — x 0 )4-(— asinasin/ c )(7—3^。）+ (acos/ 0 )(z — z 0 ) = 0 . 

以工。，：/。，々的值代人上式，化简整理得 

jcosasin/o +y s * n ^ s * n ^o — zcos/ 0 = 0» 

即法平面过原点. 

【3530】 y = x 9 z = x l \ 在点 M ( l , l ， l ). 

解设： r=r, !flij y = t , z = t \ 于是， v(l)=< 1,1,2}, 切线方程为 

£^l = Z^l = £ Hl . 

1 1 2 f 
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法平面方程为 Cr —1) + 0 — l > + 2 (z — 1)=0 或 x + y ^2 z = A . 

【3531】 x 2 +z 2 = \0, y 2 ^z l = \0i 在点 Af ( l , l ,3). 


提示曲线在该点的切向量为 v ={ 1,0,3} X <0,1,3}. 

解 当曲线以两个曲面方程交线形式给出时，可先求出两曲面在交点 
处的法向萤： 

«!= {F\ x ,F\ y .F u } , n 2 ={F Jx . F ^. Fz , } , 

则曲线在该点的切向 ft 为 


本题屮， 


|*^1« 2 =( n: u , n 卜， 

\ i ly ^ 2 t i 2* ^ lx 


F 

F 


F 

F 



n l = {2,0,6> f « 2 = {O f 2 f 6}, v={l f 0,3}X {0 ， 1，3 } = { —3 ，一 3，1 }• 

于是•切线方程为 £Z_L = ZZ_1 = £Z3 或 ^zl = 2 LZl = ^3 l 

法平面方程为 一 3(j — 1〉一 3( ： y—l) + ( Z — 3)=0. 

即 3 i -4-3^- r =3. 

【3533】在曲线 : r = Z ， y=t\ z = r 3 上求一点•此点的切线是平行于平面 i+2 ： y+ Z =4 的. 
解”={1,2/,3/ 2 },平面法向敏/«=<1,2,1}.按题设，应有 

v - /1=-1+4/十3^=0. 


解之，得纟=一1或/= 一+•于是•所求的点为一1)萬（一■，一 士）. 

写出下列曲面上点 M 。 的切平面和法线 方程： 

【3539】 z = x 2 - fy 2 , 在点 M 。（1,2,5). 

解 当曲面由方程 FCx , y . z )=0 给出时•其法向 ft 为特别是曲面由显式方程 z = 

/( hjy ) 给出时，其法向 ft 为《=</。/ / y , — l }•本题中，/ l ={2 ^ r ,2： y , — l } M 。= <2,4, — l >• 
于是，切平面方程为 


法线方程为 


2( x -1)+4(^-2)-( z -5) =0,或 2 x +4^- z =5, 

1 V— 2 z 一 5 
2 4 一1 • 


【3545】 x = acosipcos<pf jf =6 cos 0 siny >% z = c » in^i 在点 M 0 (外，办〉. 

解题思路 当曲面由参数方程 


x=xCufv) 9 y= y(u 9 v) t z = z(ufv) 
给出时，曲面上分别令^ = «。，1=你得到的两条曲线的切向量分别为 


/ dx Sy dz \ 


V 2 


[ Tv ^ Tv ) 


则切面的法向量为 

解 当曲面由参数方程 

给出时，曲面上分别令《=〜，!；= 


n = v x X v 2 . 

x = x ( u ^ v ) t y = y ( ufv ) t z = z ( u ^ v ) 
Oo 得到的两条曲线的切向量分别为 

= { r ，#， fM ， 外={钟,？ } 


则切面的法向 t 为 


\= v x X v 2 =• 





dz 

dx 


d JL 

} 

J 

du du 


du 

du 


du du 



ii 

9 

dz 

dx 

f 

i£ iz 


l 

dv dv 


dv 

dv 


dv dv 

J 
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本题中， 


« = v, X v 2 

于是，切平面方程为 


v, = | } = {—flcos^jsin^’^ cos^qCOs^Jd ’ 0 } =cos^> {—asin^o ， 6cos^o ’0 } 

v 2 = I I = { — asin^cos^,, —bsirufto sin^ .ccos^, }. 

sin 办 \ 

9 c r 


abc I 


CQS(J)o COS^o 


COS 办 COSG5o 


u - 


:ostfio cosyp ) 4 - cos A ―户 ( y — bcosi ^ sinyo > + — 色 (z — csin ^, )=0, 


即 


^cosipo cos^o + f cos ^ jsin 户十 -^- sin^b = 1 j 


法线方程为 


即 


acosipp 
OSifio co 


coswo 


xseciLo sec©) 


y — 6cos 办 sinyp 
cos^p sinyp 
b 


csin^fe 

^ in ^> 


be 


yseoltp csc<po — b _ zcsc^fe ~ 
ac ab 


13549] 在曲面 x 2 +2： y 2 +3/+2 o +2 n + 4; yz =8 上求出切平面平行于坐标平面的诸 切点. 
解 ii = {2( x +3 rhz ) ,2(1+2义十22：) ^( j + Zjy + Sz ：) } 当 

\ r + y + z =0, 
r +2 y +2«=0 f 
‘ i +2> r +32= A . 

时， /1 与*=<0,0,〗}平行.即切平面平行于0^以平面.解之.得1 = 0, z = A •将求得的 L：y 


值代 


入所给的曲曲方程，得 A =±2>/ I .于是，切平曲平■行于 Cb:：y 坐标曲的切点为 （0, 士 2万，不 2 J ). 同法町求得 
切平■面平行于 Oyz 坐标面及 Qrz 坐标面的诸切点分别为（士4, T 2,0) 及（士2,平4, 士 2>. 

13551] 求曲面 x 2 +2 y +3 r 2 -21 的平行于平面 x + 桫 +6 r = 0 的各切平面. 

解 /t = 2U,2 ： y,3 Z >. 按越设 ，应有 

*r = 又， 2y=4A. 3«=6A, 

解之 ，得将它们代入 A •程 P 十 2y+3z 2 = 21, 得 A = 士 1 ,故切点为（士 1 , 士 2 , 土 2) .于 
是，所求的切平面方程为 

(xTl)+4(yT2) + 6(*T2) = 0 f 
即 ： r +4 y +6 z =±21. 


【3554】 证明 ：锥面 的切平面经过其 顶点. 

证明思路在惟面上任取一点户。（々，外，々>(顶点 （0,0,0) 除外〉 ，可求得锥面在该点的切乎面方租为 

-[/( 5 )々⑸]叫訃， 

它显然通过锥面 z = or /( f ) 的頂点 （0,0,0). 


证 S = / ( 子） - 子广^)， |f = /， （予）.于是，锥面在任一点匕一加一的切平面方程为 

* _ z ° = [ / ( S ) _ J /, ( S )] ( - r_j：o,+/, (^) <y ' >，o), 

化简整理得 ：=0©-尝广(念)]叫尝卜 

它显然通过锥面 2：= x/(f ) 的顶点（0,0,0>. 
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【3558】设 

z = fix , y ) * 其中 ( x ，_ y)€D (1) 

为曲面的方程， 〆 为曲面 （1) 在点尸(工,>0€0及/ 3 1 0： 1 ,3» 1 )6 0二点的法线之间的夹角. 

证明：若 D 为有界闭区域 ，函数 /(: r ，： y ) 在区域 D 内具有有界的二阶导数•则 李雅普诺夫不等式 

< p ( P l9 PXCpCP l9 P ) (2) 

成立.其中 C 为常数 ,〆 h , P ) 为点 P 与厂之间的距离 

证本题应加区域是凸的这个条件，否则结论就不成立.例如 • 

•0， y <0, x *+ y < l , 

y . y >0, x ^ y *, 

•一 y ， y>o, x<—y * x 2 +y < 1 , 

如图 3558 所示，函数 2 在单位圆内缺一个角的闭区域内定义，且有连续的二阶偏导数.取 代 （^,1) 与 


(一去，士），则 


n=fi(PJ=<0,3y, — 1 }p i( = |o.^-, — lj, 

/ i ’=/ i ( P :)= {0,— 3 y ,— l } P | i =*| o , — ^-，― lj 

•'十咅，0斗 


_ 丨 nXn’ 丨 

s , n ^ = i 7[ urr = 




i y 



又因 




lim 色各 ） = lim 5 iH 2 i = lim . 

m—oop m m-^oo \ p m Sill 於 • / fim 


1 + 


故不存在常数 c, 使％ <Cp H 

下面证明，当 D 为凸的有界闭区域时，不等式 （2) 成立. 

由3255题 知：当 /( u ) 在 D 内有二阶连续的偏导数时， g 及 g 在 D 内是二元连续的. X 因 D 是有界 
闭区域，故及 g 在 D 上有界，记 

||f 卜， \ 3 / y \< M . 

又由3254题的证明过程可 知：当 D 是凸域 ./( o ^ jy ) 有有界二阶偏导数时，对 D 中任意两点 P 及 


g 及 g 满足利普希茨条件，即存在常数 L ， 使有 


a/(P) a/(Pi) 

dx dx 


< Lp ( Pr . P ). 


3/( P) a/(Pi) 

d y a y 


< L P iPy 9 py . 


由 
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4 叫 ^ U 

知：对于 ?>=^( P . , p ) 有下列不等式 


及 


3 f ( P ) 


” (P) H ax 


3 f ( P ) 

d y 


一 l 


„ _ 3/(p) dfiP^y [df(P) djiP^y ra/CPi) a/(P) a/(Pi) a/(P)T 

d y b 」 L 心 h 」 L h d y a y 」 

<2L z p z ^2M z L z p 2 +2M 2 !/〆 =2L 2 〆(1+ 2M 2 )• 

于是， sir ^ CC , 〆 &•/>>, 其中0?=2乙 2 (1 + 2〜），从而得 


< p ( P x tPXysin ^-^ yQ ^ P ! • P )= C < o ( P ,, P ). 


其中 C = f Cl 为常数，本题获证. 
*) 利用1290题的 结果. 


135631求函数 tt = i +： y + 2 沿球面？+夕+? = 1在点吣（0：。，於， 2 。）的外法线方向的导数. 
在球面上怎样的点，函数《的上述法向导数有：（1)最大值，（2)最小值 .（3) 等于零？ 

提示易得 f^ = :r o+>^+ z o. 


(1) 利用1294題的结果 ， ft 知所求的点为 


(2) 同 （1 ) ，所求的点为 （ 


V 3 V 3 f ^3 


(3) 所求的点为由方程 a :+： y + z =0 及= 1所确定的解 （ x ,： yd ). 


解则在点 M 。 处球面的外法线单位向 tt 为，#} = {办，外4。>.于是， 

|^= } # < ^o.^o. 20 } = {1.1.1 ) • < Jo .>0 .*0 } =x 0 +>»0-+-«0. 

(1) 利用1294越的结果，得 

Xo = lx 0 + lyo + lzo^/3 y/xo-^-yl +r§ =>/3. 

当 Xo=^=*o =^：时，上述等式成立，此点恰在球面上. 

(2) 同法可得 一（1。+加+2。> = (一1)：1：。+ ( — 1>7。+ ( — 1)2：。<>/?， 

或 X 0 +>0+*：0>— V 3. 

故在点(一 j •一 一处 g 取得最小值 • 

(3) 当 • r + jy + zsO 及/+父+^ = 1时 g = 0 .因此，所求的点为由方程 

X + >»+2 = 0, 

x 2 +y+ z 2 =i 

确定的解（•^> 3 ：>，它在单位球面与过圆心的平面工+ > ^+ 2 ：=0的交线一圆上面. 

求含一个参变置的平面曲线族的包 络线： 

【3566】 jrcosa + ysina = p (p = 常数） • 

解题思路令/(1，5,0)=0：<：0知+ >^00 — 户•由/(：1：，>^)=0及/ 1 ( x ^ y 9 a ) = 0 消去 a , 并注意原曲线 


因此，在点 ( m ：) 处芫取得最大值. 
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没有奇点，且所得方程也不是原曲线族中某一支的方程，因而它就是包络线方程. 

f ( a ： fy ^ a )= z J ： cosQ ^ ys \ na~p = 0 9 
a (ar ， 3Na) = 一 Jsina+ycosasO. 

消去 a , 得 x 2 +y =/> 2 . 


解 { 


由于原曲线没有奇点，且（1>也不是原曲线族中的某一支，故方程（1〉为原曲线族的包络线方程. 
【3570】设有长为/的线段，其两端点沿坐标轴滑动，求如此产生的线段族的包络线. 


( 1 ) 


解如图3570所示，直线方程为 f + f = 1. 
但是 a = / sin ^. 6=/ cos 0, 所以， 

sin^+cos^ l. 

对6求导数.得 

-7^0 cosd + ^ e sin0=o s 




由 （1),(2) 消去^得 x ++： yi =/+ •同 3566 ® 的理由可知，它是包络线方程. 


【3573】证明：平面曲线的法线的包络线是此曲线的渐屈线. 

提示可仅就由显式 >» = /(:«:) 所給出的乎面曲战加以证明，并注意 7 =/( 1 )在点 P ( x ，： y ) 的法线方租 
为（入一：1：)+：/0"—，) = 0. 

证这里我们仅就 由显式 ： y =/(： r > 所给出的平面曲线悄形加以证明. 

曲线 y =/ U ) 在点 P ( h ： y > 的法线方程为 




( X - x )^ yCY - y ) = 0. 


(1) 

对： r 求导数.得 






—1- 

^ y ( Y - y )- y ft =0 或 /( V ->) = 1 - 

卜 

(2) 


由 （1),(2) 解得 



此即 y =/( x ) 的渐屈线方程（参看第二章§ 14舫言 3°). 


同3566题的理由可知，它是平面曲线的法线的包络线方程. 


【3574】研究下列曲线族的列别曲线的性质 ( c 是参变 *>: 

(1) 立方拋物线: y =( i — c > 3 , (2) 半立方拋物线 y = (: r - c > 3 , 


(3) 尼尔拋物线 y = ( z — c ) 2 , 


(4) 环索线（: y _ c > l = j ： 2 


a + x ' 


解 ⑴ |/( x ,>», c )=^—( x — f ) 3 =0, 
l /；( x , y , c ) = 3( x - c ) 2 =0. 

消去(:，得: y =0, 它为判别曲线的方程. 

原曲线无竒点，且: y =0 也不是原曲线族的某一支，因此•它是包络线.此包络线与原曲线族在（《：,0>点 
相切，且 ( c ，0) 点是曲线的拐点，即它又是原曲线族拐点的轨迹.如图 3574(1) 所示. 
f y 2 — ( j ： — c ) 3 =0. 

(2) | 3U _ c)Z=0 消去 c , 得料别曲线： y =0. 


原曲线的奇点为 （ r ,0), 因此它是奇点的轨迹.要看是否为包络线，还要看在奇点的两支是否与判别曲 

线 相切. 事实上，两支分别为 _yi = (：r — c) 音 , y z = — (x—c)T ，均有 y \ (c)=0, y z M = 0. 因此， 3^=0 为原曲线 
族的包络线.如图 3574(2) 所示. 
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( V 3 — ( x — c ) 2 = 0, 

(3) T 消去 c ， 得判别曲线: y =0. 

I 2( x - c )=0. 

原曲线的奇点为 （ r ,0) .由于 y =(: r — r ) +在: r = c 处的导数为无穷•因此，它与: y =0 不相切，从而，它无 
包络线.奇点 （ c ,0) 为尖点.如图 3574(3) 所示. 



消去 c , 得/(£1一1) = 0,即判别曲线为直线1=0及: r=i 

显然 x =0 为原曲线族奇点的轨迹，用§ 6. 的方法可判别出它是二重点的轨迹.事实上， 

A = /l(0,c)=2, B=/^(0,c)=0, C=/;(0 ， c) = -2, AC-B 2 = -4<0. 

从而知 1=0 不是包络线. 

但是，在 ( fl ^ o ). 因此 r = 不是原曲线族奇点的轨迹，同时它又不是原曲线族 
的某一支.因此,是原曲线族的包络线，如图3574(4〉 所示. 



图3574 


135751 求半径为 r , 中心在圆周 x = Rcosi , y = R 3 int , r = 0 (r 是参数•尺 > r ) 上的球族的包络面 • 

i ( X - Rcost ) z ^( Y - Rsiru) t + Z 2 = r i , (1) 

解 

I 2 Rs\ntC X ^ Rcost ) — 2 Rcost(Y — Rsint ) = 0 . (2) 


(2) 式化简得 Xsinr-ycosr = 0 . 于是， 




■ ■ 

y / X ^ Y 2 ' 


v/5f T +y rf 


将 （3) 式代人 （1) 式，得 


( Y + y 2 )^ 士 一 7 -~ — ) 2 ^ Z 2 = r 2 . 

vOr+r 

当取“+”号时，由于/? 2 >?，故它不代表任何点（不是虚的）的轨迹. 
当取“一”号时，由于原曲面族无奇点，且 （ v /^+ Y 2 -/?) 2 + Z 2 = r 2 
是原曲面族的包络面（圆环）. 


不是原曲面族的某一个，因此.它 
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135771求相应体积 V 是常数的椭球 面族# + # + _ = 1的包络面 •• 


解题思路引入辅助函数 




則包络面的方程由下列方程组 确定： 


abc ^- 

F ：= O f F i = O f F ； 


消去山•可得包络 面飾士 士 


解引人辅助函数 




则包络面的方程由下列方程组确定 


S + 备 =1 ， 


4 ir 


一与 +Aftc = 0, 


-竽 

_ 2 ^_ 


+Aac = 0 


+ Aa 6=0. 


(1) 


( 2 ) 


由（3>、（4)、（5)可解得 




将 (6) 式代人 (1) 式，得長=杳一羑一，+•于是， 


>/3 | x | t b= ^/3\y\ • c= >/3 | z |. 


将 （7) 式代人 （2) 式，得 


lx>2|= ^- 


由于原曲面族无奇点，且曲面 （8) 也不是原曲面族中的某一个，故知曲面 （8) 为原曲面族的包络面. 
【3579】有一发光点位于坐标原点.若: r ?+： y $+ z 5> J ? 2 , 求由球 

( x — x 0 ) 2 + (_ y —_ y «)) 2 + ( z —* o ) 2 </? 2 

投影所生成的阴影圆锥. 

解解法1: 

所求的阴影圆锥的表面，可看作是一个过原点的平面族的包络面，此平面族的方程为 ^ Mr+61 + crzsO , 
_ _ __ f<ia: 0 +6 yo +cz 0 = ±i ?， 


其中(:满足约束条件 


a 2 ^ b 2 + c z = l . 


引人辅助函数 

F(x 9 yfZ^a^b 9 c) =ax^by^cz^X(aa：o ^by 0 +cz 0 平 i ?) +"( a 2 +5 2 + c 2 —1) • 
则包络面方程由下列方程组 确定： 
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ax +6> f + cz =0 t (1) 

a 2 十6 : +^ = 1， （2) 

axo + 6 y。+czo = 士尺， ( 3 ) 

F i = x+AJo + 2 ^a = Ot (4) 

Fl = y + A 3» o +2^6=0, (5) 

Fj = r+A«o+ 2 ^c= 0 . (g) 

方程 (4)、（5)、(6> 要能解出 A 、/ i , 其中^6、^:必须满足关系式 


y yo b =0. (7) 


记 


则上述关系式可记为 


y y 。 z z 0 

f rz B t r , 

Z Zo X J：o 


y yo 


+ +crj =0. 


由 （1)、（3)、（8) 可解得 



0 

y * 



士尺 

yo zo 



0 

rt r , 

±/?(zt 2 — yrj) 

a = ^ 

X 

lo 

n 

y * 

y 。 zo 

r t r , 

(rf +r| +rj) 


或 


R 2 (zr z —yrj ) 2 2 = /? 2 (xr» — zn ) l z = K! ( J ： r 2 — yn ) z 

( H + rJ + r 2 !) 1 一 （ rT+d + rO〆 一 （ rj + rJ + H ) 2 • 


(8) 


(9) 


将 （9) 式代入 (2) 式，即得 

(rf + ri + H) z —/? z C (> r 3 ~* r ,)* + ( jr , — * r ,)* + ( xr 2 —^ n )*] 

= /? 2 [( r {+ r |- f - r {)( x 2 + y + z 2 )-( xr 1 + yr l - fzr ,) 1 ] 

= /? 2 ( r ?+ r 5+ r 5 Kx *+/+*”• 

(其中利用了 xn + y ; •: + zi » 3 =0, 这是不难验证的. ） 于是，有 

r ? + r {+ r 5=/? 2 ( x , +y + z 2 ). (10) 

由于原平面族无奇点•且曲面（10〉不是乎面族的某一个，因此，曲面 （10) 即为包络面.所求的阴影圆锥 
为此锥面的内部，即满足不等式 

r ? + r ^ + r {</? 2 ( j ：* +y + r * > 

的空间区域（严格说来，还要除去球前部的区 域〉. 


解法2:如图3579所示，由三角形的面积公式 l / olsina 得到 


IrX / o ^ IrM / oljfy , 

其中 /。= { Xo .^ o.^o >* r = {: r ， 3 »， 2 } ，而 P (: T ， y ， z ) 为锥面上的任意 
一点.平方之，即得圆锥曲面的方程为 

| rXiol 2 =/? 2 | r | 2 . 

于是，所求的阴影圆锥为适合不等式 | rXU 2 </^| H 2 , 即 



</? 2 ( x 2 + y + z 2 > 


的空间区域（严格说来，还要除去球前部的区 域〉. 
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§6. 泰勒公式 


1°泰勒公式若函数 /( hjy ) 在点 ( a ，6) 的某邻域内有直到 n + l 阶(包括 n +1 阶） 的连续偏导数，则在 
此邻域内成立公式 

/( x .>») = /(< 2 . 6) 4 - 2 - rj - T ( x —+ 6 )^- 1 f ( a , b )-\- R „ Cxfy)f ( 1 ) 

t — 1 ^ 

其中 


K n ( jt ^)= , \ J . x - a ) j ^-\-{ y — b ) j ^ /[ a +0 .(x — a ),6+^(. y —6)] (0<沒”<1) 

2° 泰勒级数若函数 / Cr ，： y ) 无穷次 51 微且则此函数 S 了表成幂级数的 形式： 


f ( x . y ) = f ( a . b )^ 2 Ca . b )( x - ay ( y-bV 

f - i>i 1 J - 

在 fl = 6==0 的特殊情形下，公式 （1) 和 （2) 分别称为麦克劳林公式和麦克劳林级數. 
对于多于两个 变&的 函数有类似的公式. 


3°平面曲线的奇点若可激曲线 F ( i ,： y >=0 上的点 AUarcMjy 。） 满足下列 条件: 

F(xo t>o) = O f Fl(x 0 tyo)=Of Fy(x 0 .yo)=0 9 

则称此点为奇点.设从。（ < 1：。，：^>是《于光滑曲线类0^ > 的曲线的奇点，且数 

A = F 0 a ( xofyo )* B = F ^( x 0 t ^ o ). C = F ^( x 0 * y 0 ) 

不全为零.于是，若 


(1) AC — i 3 2 〉0, 则 iW 。 是孤立点》 

(2) AC —仔 <0 •则 M 。 是二重点（节点 ）; 


( 2 ) 


(3) AC - fl 2 =0 jijM 。 是上升点或孤立点. 


在 A = B = C =0 的情形•奇点的种类可能更 g 杂.至于不厲于光滑曲线类 C < 2> 的曲线，奇点还可能有更 
复杂的本质：中断点•角点 等等. 


【3584】 设 


f{xny^z)=Ax z +By +C« 2 +2D^y+2Exz + 2Fy2, 


: / i , 备和 / 的正® 数次幂展幵 /U + / i ,： y + h 2 +/). 

解 ^=2( Ax + D ^ Ez ). 0=2 A . £ f y = 2D , g = 

^£ = 2F - | f =2( Cz + E ,+ F y ). 0=2 C . 岛 = 2 E . 
所有三阶偏导数均为零，因此 i ? 2 (* r ,： y )=0 .于是，按泰勒公式即得 




2/3 


=/(^，3»^)+ S 弄 (/!—+▲— + / 去) fU . y . z ) 

= /(«r • 》 • z) + 2 [/* (A*r + D_y + £z) + 是 (By + D ： r + Fz) + /( Cz + Rr + Fy)] 

+ lAh z Bk z + C 7 2 + 2 Dhk + 2 Ehl + 2 Fkl ] 

= fU , y , z )-\- 2 lhCAx -^ Dy -^ Ez )-{- HDx ^ By + Fz )-\- UEx + Fy + Cz )^-\- f ( h , kJ ). 

[35901 已知中心在点 P(*r, ： y) 半径为 p 的圆周，设 /(P)=/(:r, ； y) 及 R U. , ： y. ) (/= 1 , 2 ， 3 ) 为已知圆 
周的内接正三角形的顶点，并且: r, = 1 +^ 0 , ： : y. 按 p 的正 整数次幂展开函数 


F ( / o ) = y [/( P ,) + /( P 2 )4-/( P ,)], 


精确到 〆 • 
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解如图3590所示.△尸 , P 2 /> 3 之三顶点分别为 

于是， 

^) = yC /( P ,) + /( P 2 )4-/( P 3 )] 

B +3 i B-A 

+1 /⑺ +(-f )lf+(-f) 居 +40+¥ £f y ]) 
=/(-+ 手 ㈣) . 

【3591】按 /i 与 A 的幕次展开函数 

Ary f (. x % y ) = fix + h ^ y ^ k )— fix+h . y )— fCx ^ y + k )^- f ( x . y ). 



解 〜 [/(u>+hff+ 々 g+ES；^^ 

^)T 3 jTd^ m ] 

一 [/( x . y ) +|：^ g ]- [/( 〜) +/ (〜〉 

= v V w ■ - J , \^f , V V 1 an f 1 

m!(n-m)! ^ordy^ ^ ^ 」 


将下列函数展幵成麦克劳林 级数： 

【3594】 /( x ,^) = ln ( H - x + y ). 

解 /( x .3-) = ln[l + ( x + y )]= g i ^- ( W = g [ j ： ( -^Y 1 

=y y (- i ) 卜 ’( h )! *_• 


( 1 ) 


• E 2 


一 IV 


(” !+»— 1)! 


• r - y . 


( 2 ) 


3 m = 0 f « = 0 时，分子出现（一 1)!, 规定该项为零.下面讨论一下收敛区间 .（1) 式成立，只要求 |x + ：y 


<1即可.但从（1>式到（2> 式•必须要求 （1) 式绝对收敛，这样才能将各项重新排列.不难肴出（〗）式级数各 
项取绝对值后即函数一 ln[l — （ kl 十 |： y |>] 的展开式，它的收敛要求|1| +丨>^|<1.这就是 /( x ,： y ) 的展幵 


式的收敛区域. 

【3601】 写出函数 fU , y )=^ ( l + xy ? M / 的麦克劳林级数前面不为零的三项. 
解 ( l + x ) , ^ = e , ^ w , ^ , ^ l + r 2 > rln ( H - x )4-^ T [ r 2 > rln ( l + j )] 2 ^ l +/ 2 3»( x - Y ) 


l +/ 2 xy - 


于是， 

/(U)C (1 +，1 厂 ^r 2 ： y)d/=l + jy(:r - 誓 ) • 

【3604】设 2 ：为由方程 z 3 — 21 2 +> = 0定义的: r 和: y 的隐函数，且当 * r = 1和: y = 1时 z = 1. 
写出函数2按二项式1一 1和 :V — 1的升幂排列的展开式中的若 干项. 
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解对原方程微分一次，得 

3z* dz — 2xdz—2zdx+ d^=0. 

再微分一次，得 

Oz 2 一 2ar)d : *+6zdr 2 — 4cLrdr=0. 

以 j ： =l, ： y=l, z=l 代人（1>,(2)两式，得 
dz = 2da ： —dy. 

d 2 z = (4dz — 6dz)dz= (4cLr — 12cLr4-6d>)(2dr—dy) = 一 16cLr 2 +20cLrdy—6dy 2 ， 


于是，可求得在 x=l, : y=l 处， 

dz 0 dz . d 2 Z 

G =2 ， 石= 一 5? = 一 16 


3 xdy 


10 , 


3 2 z 


一 6» 




研究下列曲线的奇点的种类并大略地画出这些 曲线: 


( 1 ) 

( 2 ) 


【3605 】 y = ax l - hx s . 

提示点 （0,0) 为奇点，分别就 fl 〉0, a <0 及 = 0 三种情况加以讨论. 

Fix , y ) — ax l ^ — 0, 

解解方程组 ^ F ；( x ,> r ) = 2 flj +3 x 2 =0. 

F ， , Cx , y ) = —2 y =0 

得1 = 0 , y =0, 故点 (( K 0) 为 竒点. 

其次，由于 

A » Fl (0*0) = 2 a , B « F ^(0.0)=0. C - F ^ (0,0) = -2, AC - B *--4 a , 

故当 a >0 时，点 （0,0) 为二重点 ； 当^<0时，点 (0,0) 为孤立 点丨当 fl = 0 时，原方程化为 y = x 3 , 由 3574(2) 
的讨论知，点 (0,0) 为尖点. 

如图3605所示，点 A | 为（一 a ，0> 




图3605 

[3612] 研究参变量 a ， b，c 的值与曲线 y = Cr —— 6) Cr — cr ) 的形状之关系. 

解解方程组 

rF ( x * 3 ») = y — ( x ~ a )( x —6)( x — c )=0, (1) 

jF / x (x,y) = -(x-a)(j ： -6)-(x-a)(j-c)-(x-6)(x-c)=0. (2) 

lF ；( x , y ) = 2 y =0. (3) 

由 （3) 得: y =0, 代入 （1), 联立 （1),(2) 求解. 

当时 ，（1),(2) 无解.因此无奇点，此时曲线如图 3612(1) 所示 • 

当 a = 6 <r 时，显然 （1),(2) 有解 x = a , : y =0, 由于/ \ = F 二 （ a ，0) =—2(*1 — c )， B = U ，0) =0, C = 
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/^ >> 02,0) = 2,且々0—逆= 一40 2 — (：)〉0，故点>\ 1 (a,0) 为孤立点，如图 3612(2) 所示； 

当 a<6=c 时，显然（1>,<2)有解: r = 6, >=0.由于 A = F 二（6,0) = —2(c — a) ， B = F^(6,0)=0, C= 
F^(6,0> = 2, 且 AC—fi 2 = —4(c — fl)<0, 故点 A“6,0) 为二重点，如图 3612(3) 所示 ； 

当 a = 时，显然有解: r = a, : y=0 .由于 AC-B 2 =0, 此时原方程为: y 2 = (:r — G ) 3 , 且由3574题 （2) 

的结果知，点 A 1 (a,0) 为尖点，如图 3612(4) 所示 • 








研究超越曲线的 奇点： 

[3614] y = i - e - xS . 

rF ( x ,. y )- y-l + e - x3 -0, 

解解方程组 j/^(:r,：y) = —3/ e -/=0, 得 or=0, ：y=0, 故点 (0,0) 为奇点. 

lFi ( x , y ) = 2 y = s 0 

又 /\ = Fl(0,0) = 0, B = F^(0.0)=0, C=f*;(0,0) = 2, 且 AC —妒 =0,故对点 （0,0) 还需再讨论一 
下.原式可解为 x= —夕 ln(l — y)>0, 在 （0,0) 附近，笫一及笫四象限各有原曲线的一支，因此，点 （0,0) 为 
尖点 • 


[36161 



提示注意点 （ 0,0) 为角点 . 

解在: r = 0 处，由于 Um ： y= lim ： y=0, 故 x=0 为“可移去”的第一类不连续点，补充函数在该点的值 

x -»4*0 x ^-0 

为零后，即得知函数 


3^ = 1 


l+e 士 ’ 

x ^ O , 

. 0 f 

x =0 


在点 x = 0 连续.由于尸'，（^) = 1关0,故无奇点.当 x ^ O 时，由于 

(1 + +)3+1 


lim y = lim 

r-^4-0 "+。 

/= lim 


(1 + e-) 2 

(l + z)e* + l 


Y = i!?oo2e*(14-e*) = ri ， ! n co2(l + e*) 
(1 一 1 


e l (z+2) 


z+2 


= 0 


(1 + f ) 2 
故点 （0,0) 为 角点. 如图3616 所示. 



图3616 


323 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


§7. 多元函数的极值 

1°极值的定义若函数/(尸> =/(6, ••••_!■_) 在点 P。 的邻域内有定义，并且当0<>(尸。，扪<^时， 
/(P Q )〉/(P) 或/(尸。）</( 尸） ，则说，函数 /(P) 在点 P。 有极值（相应地为极大值或极小值）. • 

2°极值的必要条件可微函数 /( P) 仅在临界点尺，即 d/(P c )=0 的点能达到极值.所以，函数 
/(P) 的极值点应当满足方程组 /x.(x» ,»-,x ll )=0 (丨=1, 

3°极值的充分条件函数 /( P) 在点 P。 有： 

(1) 极大值，若（1/(尸。）=0,且当 & | dr I关0时（1 2 /(/>。）<0, 

<-1 

(2) 极小值，若 d / (尸。 ）=0, 且当丨 dr 丨关0时 

1—1 

研究二阶微分 d 2 /(P。） 的符号，可用化相应的二次型为标准形式的方法. 

特别是•对于两个自变敢I和: y 的函数若在临界点(办，>[(1/(办，>^=0]成立条件 D=AC 
一 B 2 关0,其中 A = /l(x 0 ,yo). B = /^(xo.yo). 0=/二（: r 0 •: y。〉 •则那里有, 

(1) 极小值，若 D>0, A >0 (O0), (2) 极大值•若 D>0, A <0 (C<0)； (3) 极值不存在，若 D<0. 

4°条件极值在关系式弘 （ P )=0 (i=l .-, m, m<n) 存在的条件下，求函数/(/^二/^,々，…， 
xd 的极值的问题•可归结为求拉格朗曰函教 

_ 

L(P)=/(P) + ^ ^ ^ (P > 

[其中 A. (*=〗，••• ，m) 为常数因子] 的荇通 极值的问題.关于条件极值的存在和性质的问题，在最简单的情况 
下，可根据对函数 L(P) 在临界点 P。 的二阶微分 d 2 UP。） 的符号的研究来解决，此时变《 dr,，d J2 ，…， dr, 
满足以下限制条件《 

2 (* = 1 •…， m). 

5°绝对极值在有界闭区域内的珂傲函数 /( P) 在此区域内或于临界点，或于区域的边界点达到自己 
的最大值和最小值. 

硏究下列多元函数的 极值： 

【 3625 】 z = x 2 y(6-x-y). 

解解方程组 

) |j=xy<12-3x-23»)=0, 

|^ = x 2 y(18-3x-4y)=0 

得临界点 Po(2,3). 并且直线 x = 0 及直线^=0上的点都是临 界点. 

不难断定在点 P 0 .A=-162, B= — 108, C=-144. AC—B 2 >0, 故函数 z 在点 P。 取得极大值 z(P 0 ) 
= 108. 

在直线 ：r=0 及 y =0 上的各点均有 z =0. 先分折直线: y=0 的情况.在直线上 _r 关0及 x 关6处， P(6_x 
一:V)关0,在确定点的足够小的邻域内也不变号，但是 y 可正可负，因此.函数 z 变号.即在上述情况下没有 


* 若将不等式 /(iV>/(P> 「或 /(/V</(P>] 换为不等式 /(/V>/(P> [或 /(Po></(P>] ,则称 f ( P ) 在 AP 。 有 
弱极大值（或44极小 值）. 


(题解》作者注 
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极值.当 x = 0 及 x =6 类似地珂判断也无极值 • 

其次，分析直线: r =0 的情况.在直线上: y =0 及: y =6 的点的情况类似地可判断无极值，但当 0<： y <6 
时，/(6 — 1-少>0,且在所讨论点的足够小的邻域内保持正号.因此•在足够小的邻域内 ，: r = x 2 y • 
(6-^- y )>0 也成立，但邻域内任意近处总有 z = 0 的点.于是，对于 x =0, 0< y <6 的点函数 2 取得弱极 
小值 z = 0. 同法可判定，对于直线 x =0 上: y <0 及 y >6 的各点处，函数 z 取得弱极大值 z = 0. 

[3627] z=x A -\-y A -x z -2xy-y 2 . 

解解方程组 

f|^ = 4j s — 2^— 2^=0, 

[|^ = 4 y — 2 x —2 y =0 

得临界点 Po (0,0), P ,( l , l)a P ,(- l ,- l ). 

在点 P 0 附近，当 • z — jy 且足够小时•有*=24/<0 ; 但当 * r = 一: y 时，2 = 2/〉0,因此，在点 P 。 无 
极值. 

不难断定，在点 A 及 P 2 均有 A =10, B =—2, C =10 及 AC — B 2 =96〉0, 故函数 z 在点 P , 及&取 
得极小值 z =_2. 

【 3629 】 z = xy 小 -^$ (a>0. b >0). 

解考虎函数“ (丨一戋一杳)，妥十妥 d •然 Z 的极值均为《的极值，且“在点 

取得的极值不为零时， Z 也在点 （ ZJ ) 取得极值〜在点 （• rj ) 取得的极值为芩时•悄况复杂一些，但对 Z 也 
不难讨论. 

解方程组 

俜 = M 卜签-荼)-吾:？= 0 ， 

得临界点 p .( o . o ). & (袅 .*)，戶: (-为身)， p , (袅•-砉）及尸 •(-*.*)• 

由于 z 在点 P 。 附近变号，所以 ， z ( P 。） 不是 极值. 

0 = 2> 2 (1- 竽 - 荼 )， |^ = 2x«(l-^-^), ^ = 4x>(l-^-^). 

在广， P Z , P 3 ，/> 4 各点，得 A =-|^, B =±\ ab , C =- J-aS AC —皮= ( 誇一岩 ） W >0， 


故函数 W 取得极大值 . 于是 • 相应地函数 2 ：在点 Pi 及 & 取得极大值 Z(P X )=Z(P 2 ) 


ab 

3^3 


而在点 P 3 及 


取得极小值*(朽>=2(&) = _ 


ab 


【 3640 】 z = Asmjsiny. 

解解方程组 


旁 =1 + 4 cosxsin>» = 0. 
3 z 


d y 


1 + 4 sinxcosy=0. 


( 1 ) 


( 2 ) 


⑵ 一⑴得 sin(x— ： y> = 0, 故 x-y= 
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(2)+(1) 得 sin ( jr + y ) = — •，故 x +>= mjr — (― 1)* 
于是，得临界点 PoCr 。，％), 其中 


( m,n = 0, 士 1, 士2, …〉 


在点 P 。， 有 

AC — B 2 =( — 4 sirLr 0 sin^o ) ( 一 4 sirur 0 sin^o ) ~ (4 cosx 0 cos _ y 0 ) 2 

= 16( siaro siny 0 — cosj 0 cos.yo ) ( siar 0 sinyo + cosx 0 cosy 0 ) = — 16 cos ( jt 0 +% ) cos (« r 0 — y 0 ) 

=— 16 cos [ mjt — ( — 1)_ 含] cosmc = — 16( — lfcos 号. 

当 m 及 n 有相同的奇偶性时 ， m + n 为偶数， AC —汗<0故无 极值； 当 m 及 n 有不同的奇偶性时 ， m + n 为奇 
数, AC — B 2 >0, 故有极值 ，看 A 的符号决定取得极大值还是极小值.由于 

(一 l)_cos 子一（一1)- 

故当 m 为奇数及 n 为偶数时， A <0, 取得极 大值； 当 m 为偶数及 n 为奇数时 ， A 〉0 ，取得极小值.极值为 

*( ar 。， 为） = mir + (子 +>/?)( —1)_ +1 +2(-1)_. 

13643] m = or ’ + y + r 2 十 \2xy^2z. 

解 dw = (3 x 2 - M 2^) dx + (2 y +12 x ) dy +(2 z +2) d 2. 

令 |^ = 3^ + 12>=0, ^ = 23f + 12x = 0 , ^ = 2 z +2 = 0, 

得临界点 Pc (0,0, — 1) 及 P ,(24,-144,-1). 

d z u = Sxdn 2 4 - 2 dy *4 - 2 d *: + 24 cLrd ，. 

在点 P 。* 有 

d 2 w = 2 dy 2 + 2 dz 2 + 24 cLrdy = 2 dz * +2 d 3»( dy +12 d . r ), 

当 dz =0, d ： y>0 及办+12心<0时， d 2 “<(h 而当 dr 、 d：y 及 dz 均大于零时， d 2 u 〉0. 因此 ,d 2 u 的符号不定, 
故无极值. 

在点 A ，有 

d z «= 144 dr 2 +2 dy +2 dz 2 +24 drdy = (12< Lr + d >0 2 + d >»*+2 dz *>0 ( dr 2 +dy + dz z 尹 0) ， 

故函数“在点 P , 取得极小值 M ( P ,) = -6913. 

【 3647 】 M = sirLr+siny+sinz —sirKx + y+z 〉 (O^x^n; 0^y^7ii 
解 dM = [cosjr—cos(:r+y+2 ： >](Lr+[cosy — cos (: r+y+2 ： )]dy+[cosz—cos (: r+y+z ： )]dz. 

令 IHHf = 0 , 得方程组 

COSX— COS(J+ y + z) = 0 ， 

， cosy—COS(JT+y+2：) = 0 ， 

cosz — cos (: r + y + z ) = 0. 

注意到解之得临界点 Po (0,0,0). 尸>("|~,~|~,~|~)及 P :( n ，7 t ，7 r ). 

在点 A ，有 

d 2 u =- sina : cLr 2 - sin > dy - sinzd Z 2 4- sin ( x +3 r + z )[ d(j + 3；+2)] 2 
=— dx 2 — dy 2 — dz 2 — ( dr + dy + dz ) 2 <0 t 

故函数 u 在点 A 取得极大值 ^(^)=4. 



A = —4siar 0 sinyo =2[cos(j ： o+yo) — cos(xo — yo)] = 2 | 
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由于 P 。 与 P 2 是所考虑区域的边界点，故函数在点 P 。 与 P z 不达极值（根 
据极值定义，首先要求函数在所考虑的点的某邻域中有定义）.但如果放宽要求，对于边界点，仅将其函数值 
与属于所考虑的区域而与此边界点很接近的点的函数值相比较，则在边界点也可引人达极值和达弱极值的 
概念.今对于点 P 。 及的邻域中且属于上述区域的点 （ J ：， y ，2：)， 显然有 sinx ^ O , sin _ yX )， sinz >0. 又 

sin (ar+y+z>esirurcosycosz ： 一 sirursinysinz+cosarsirvycosz+cosjrcosysinz ： 

<sinor+siny + sin^ — sirursinysinz t 

故 u >0. 而当 x = y =0 时或 x = 时都恒有 u = 0. 因此， 函数“ 在点 P 。 及 P 2 都达到弱极小值 u ( P 0 ) = 

“(P 2 ) = 0( 按上述边界点达极值的意义）. 

【3650】惠更斯问题•在 a 和6二正数间插人 n 个数々，々，"• ， o :,, 使分数 


_ _ Ji I :…1灣 _ 

U (fl + JT| )(Xi + JT* )•••( ： ! ： _+6) 

的值最大. 

解题思路 令 w = 士及 y ! =: ^ = ¥ ，…， 《 y - = + •并记 A = 及 m = a + 冬•則 

U X \ X l X m 

u ；= m ( l +3 »i )(1) — (1+. y .). 

从而，问题特化为求*教加的极小值.用微分法可知數 a , A , 々 r _ ,6 构成有公比 ( f )”" 71 的等比教列 
时，兩數 u 取得最大值(<1土+6^ ) <-+，> . 


解记 w - + ^( a + i ,)( l + J)(l + g)".(l 十麦) • 

设％ = •并记 A = M •” ••则有 




yi >»•••>- 


=+， W = + )( 1 + >1 )(14-> r 2 ) — ( !+>■). 


又记 m =. 


A 


，则有 




令 If = 0得方程组 = A Q = l ,2, …， n ). 解之得临界点 P 。 （: y ,,%," •，: X ,〉，其中 

… =%=(+)土=>。. 


y \ 一 yi 


在点 P 。， 有 
d z w 


…。' § d ( T ^_ S)¥U 


w ( Pp ) , 2 ,_ w ( P c ) 十 

> yo ( i ^ fA ) l p ^ 


刼 ] u 


w ( Fo ) 


yo ( l +> o ) 2 


2 d ^* + f 2 d y * ) 

*•1 \4 -i / 


爾 

>0(2 W 关 0), 


故函数 w 在点取得极小值.从而，函数 u 在 
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b b b 

A ^ r ^ ay ° 

JC \ y \= ay 2 09 

xtyi=ayl. 


= dyo^ l yo 9 =ay 0 


b b 


ayo 1 = a ^ l yo l = ay m 0 . 


即数 a , x x t 


, X -,6, 构成有公比加 = 的等比数列时•其值 M 大，并且“的最大值为 

r =( a ^ T +6^)- { ^ l> 


求变: 


a ( l +^ o ) 

和 y 的隐函数 Z 的 极值： 


[36S1] x : +y+ T 2 -2x+2jr-4z-10 = 0. 

解微分得 

(x—(z—2)dz=0. 

显见，当 1 = 1 , 7 =— 丨，时， d：r = 0 .代人原方程可解得 Z = 6 及 z =- 2 . 又: r = 2时为不可微的.为判断极值， 
求二阶锨分，得 

dr* +dy + (z—2)d 2 z+dz 2 =0. 

以 j =1， 夕 = 一 1 ， *=6,代人，并考虎 dz =0, 得 

d 2 z= -y(dr 2 +d ： y 2 )<0 (dr 2 +d ： y 2 关 0) ， 

故当 1 = 1 , 夕 = 一 1 时，隐函数 z 取得极大值 r = 6. 同法可判断 得：当 *r=l, : y=_l 时，隐函数 2 取得极小 
值，且其值为*=一2. 

不难 fl 出 ， z = 2 是球的切平面平行于0 2 轴的地方，因此，函数 z 不取得极值. 


求下列函数的条件极 值点： 


[36561 z = x 2 +y , 若子 + f-1. 
m 设 (子— 1) •解方程组 



坷得 

2 a l b z ab 1 a l b 


由于当 x - oo f : y — oo 时 , Z 4 + oo , 故函数 z 必在有限处取得最小值.这里可疑点仅一个.因此，当 ar = 

时，函数 2 取得极小值!=洛 


注如果用二阶微分判别，則易从 d 2 z =2( dr 2 +dy )〉0(不论 dr ， d：y 之间有何约束条件，此式恒成 
a 2 b 2 


立）可知 z = 


+ 6 2 


为极小值. 
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【3660】 u = x m y m z p : r+y+z = fl (m 〉 0• w 〉 0 •/> 〉 () ， a 〉 0) • • 

解题思路 本題应加上条件 x>0, ： y>0,z>0 •令 


，= \nu = m lnj+nln^"+" p\nz ♦ FCx 9 y^z y ) = xv - —(x+^y+ 2 ： —a) # 


注意到连续函数 w 定义在平面 1 + 于第一卦限内的部分，当点趋于边界上的点时，显然有 xr —— 

00 . 因此，函数 Xtr 在区城内取得最大值.再注意到可疑点仅一个，从而，问題可获解. 

解设 u;=lmi = OTln _ r +” ln < y +/> lnz ， F (: r ， y ，20= it »— + ( < r + y +2— a >. 解 方程组 


1 

Sx x 

丁一 U ， 

dF n 

1 -A 

— ■ ss ■ ■ — 

3 y y 

丁一 0 , 

h 

± =0 

dz Z 

A 0 , 


y^z = a 


可得 


相应地^ = 


ap 


m 


+ n + p f ^ m + n-f p f Z m + n+ />* 


\ m n n p p 




连续函数 it ， 定义在平面 i + ： y +2 = tf 于第一卦限内的部分•边界由三条直线 

|X + y=flt jZ^X — Qf 

l «=0 f ' x =0 f \ y =0 

组成.当点于边界 t 的点时•显然有 u ^ — oo . 因此•函数 It •在区域内取得最大值.由于可疑点仅一个 • 
故当 


+ n+〆 


y 


op 


+ /!+/>• 


+ n + 户 


时，函数 《 取得 M 人值 U 


(m + /i+W 


，因而也是极大值. 


【3667】 “ = 朴 ••+?_ •若 ^艺 + …+卜 U > 0 “= K 2••"•”). 


解设 〜 ,1” 〜 _>=1{+：^ + ".+1:+义(3 + 3 + ." + 3- 1) •解 方程组 



可得临界点 PoU 、 , or 2 ，…， a ) •其中 

x ' = i(Siy' “叶 2 ,…， ”)• 

由于 d 2 «= d 2 F =2 t drf >0 (它不受约束条件的限 制）， 故当 •!■, = + (1] ^-) 1 时，函数 “取得 极小值 

-m(sirh(slr^ 

m 鼸 

【3671】 若 I ； x ? = l ， 求二次型“ = 的 极值. 

t ™ I ••!=! 


• 作者注 ：应加 上条件工>0,3004>0. 
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解设 fXA ，: r 2 ，… fj ： m ) = u — A(xj + x | + …解方程组 

1 dF 


1 dF 

Ydli = a ^ 


it — + … +a 2m x m =0 


( 1 ) 


( 2 ) 


1 dF 

y aZ 


= a nX X\ +a nZ Xt+^ 9 ^(a m — 又） 1 禱 =0, 


(”） 


(n+1) 


+j| + … +xj = l. 

前 《 个方程要有非零解，必须矩阵 (\) 的特征方程 IA — AE |=0 有解，其中 A 为 以心为 元索的实对称矩阵， 
£为单位矩阵.由线性代数中关于欧氏空间的理论知，此特征方程必有 n 个实根，即有满足 
| A - AE |=0 .对于任一根 A *, 代入方程（1〉〜 ( n )， 可求得^的一个解空间•解空间的维数，等于 
A * 的重数.解空间中的单位元索即方程组 （ U 〜（〃+1>的根.当 A * 是单重根时，解空间是一维的，单位元素 
只有两个.当 A * 是多重根时•对应夂的单位元家就有无穷多个了. 

_ 

对于 A * 的解 （A ,々，"• ••!：_), 显然满足方程组（1>〜 U +1) •因此•有 


而得 


u ( x \ tx 2 1 ### tX „)= 2 a ^ x % x } = 2 :• ( 2 a v x i ) = 2 = ^ k 2 x * 

i % i m 1 <• 1 i_l 1 i_l 

由于函数 u 在 n 维球面 + …+乂 = 1上连续•故必取得最大值和最小值.于是，对应于 L 和夂 的解， 
分别使函数《 取得最 大值八和最小值 A .， 因而也是 U 的极大值和极小值，或是 U 的弱极大值和弱极 小值. 
视义,和夂的*数而定 （多* 时为弱 极值〉 .由线性代数中把 cPF 化标准型的方法，可证 ：对于 不等于 A , 和夂 
的 Ap 二次 S ! 不取得极值. 

【3673】 证明锜 尔德不 等式： 

2 a.*r.< ( 土 af ) T (2-^ ) 7 (a,^OtX,^0* »=1 ， 2,…• 士 + ^r = l〉. 

• ■1 

提示 在 ( A 〉0) 的条 件下， 求函数 u 晒 小值. 

i_l <»1 <»1 

证我们首先证明函数 «= CE a >V 

rf -1 rf -1 

在条件 i a . x.=A ( A >0) 下的最小值是 A . 为此，对 n 用数学归纳法. 

• -I 

当 n =\ 时，显然有 ( ai ) T (^ ， ) f = a , x 1 = A . 

_ 

设当 n = m 时，命题 成立. 故对任意 m 个数 a 丨 ， fl 2 ，…， a _ ( flX )) ，当 Z a . i , = A (: n >0,…， a : m X )) 时， 

i-i 

必有 


A < a >:) T ( s ，） r . 

<•1 <—i 

我们证明当 ”= m + l 时命题也成立.设 Sa . J ：.= A,u = aT (2- r ；')^ •其中 a = •求“的最小 


值.令 F(ji fX Z t 


= m(xi tX 2 f 


)-A ( Dh - A ). 解方程组 


g = r (§/ ) H Ck，xi， ~' ) 一加 • = 0 

m ^\ 

2 a « j » = A 
t-i 
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可得 


- x? ) r =ft~ x ( 篆 ’*1 ， 2,… ， m+l>. 

a t fwT .. 1 


(这里引人了记号即 




S ^^ l =M 2 d=/ia = A ， 


A 


P 一 


于是，解得满足极值必要条件的唯一解 

x ?=~ a ： 

a 

对应的函数值为 


• 2, … ， m+l). 


uo =«( x ； , x ? , xi „ ) = aT [ 2 ( f )* ’] f = aT~«A ( ga ?)^ 

= AaT -' a ^= A . 

所研究的区域 2 a . ar .= A , _2：.>0(1'=1,2,… ， m + l ) 是 m +1 维空间中一个 m 维平面在第一卦限的部分， 

1-1 

m ^\ 

其边界由 m + 1 个 m — 1 维平面（之一部分）所组成：；=0，2 a , x $ = A ( a ,>0， ar , >0! f = l ，2 r "， m + l ) 

i-i 

在这些边界面上，求 

r-l wrfl I 

M(J：i fX* f—tX w ^l) = tt(Xi tXf t— tX|-l fOfXi+l •… ， J_，| >=flT ( y] X? + 2 4 ^ 

'，‘+l 

的最小值变为求 m 个变*的最小值.以估计: ry ,=0, 的班小值为例.根据数学归纳法假设，注 

• -1 

息到^ ； f > N 即有 

uixi . xi ，—. x ».0 )=aT ( S - 2 - ) 7 ^ ( 2 a * ) T (2-^ ) r ^ 2 a , j ^= A . 

• •1 rf —1 <*»1 

因此， u 在边界面上的最小值不小于 A . 由此可知』在区域上的最小值为…，戈+,) = A ，故命题当 
n = m ^ l 时成立.于是，由数学归纳法可知 • 




( 1 ) 


WW 

当 Y a t Xi = A , x .^0 (* = 1,2,"••/!) 时 
下面我们证明赫尔德不等式 


a , x .< ( 2 a *)^ ( S - 1 ? ( a .^0, x ,>0) (2) 

<•1 «_1 
灣 » _ 

成立.事实上，若则 （2〉 式显然成立：若 ^^>0,令 D dJCi = A ，则 A >0. 于是 ，根据 不等式 

• _»1 •■1 !■ 1 

(1) 知 

1-1 •-! 

故不等式 （2) 成立. 证毕. 

注赫尔德 （ Holder 〉 不等式是一个重要而常用的不等式，而且还可推广到一般的形式，证明方法也很 
多•例如，可麥看 G . H . Hardyt J . E . Littlewood ， G . Polya 合著的名著 “ Inequalities”（Second Edition ，1952) ， 
Chapter II t 2.7 —2.8. 


【3674】对于 n 阶行列式 >\= 1% I ，证 明阿达马不 等式: 
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•■I >•! 

鏵 

提示 在关系式; U = 12, … n ) 存在的条件下，研究行列式 A=| flv 丨的极 值. 

i-l 

证为区别起见•以下用 A 表矩阵 ( a .,),| A | 表行列式 | a < J . 

蹲 

考虑函数 u =| A | = |^ | 在条件$ 4= S . G =1,2 •…， n ) 下的极值问题•其中 S .〉0 ( f =〗，2 •… ， m ). 

卜1 

由于上述 n 个条件限制下的^元点集是有界闭集，故连续函数“必在其上取得最大值和最小值.下面 
我们求函数《满足条件极值的必要条件.设 

- 2 A . 一 s .) • 


由于函数《是多项式.当按第丨行展开时，有 


|A|= 2 a v A $I • 


其中是、的代数余子式.解方程组 




= 0 


;=1 售 2,.“ 鲁”） 


得〜=&•当!时，有 


= 2 = 2tS a v = o . 

i-i CA% CA% /-I 


故当函数(^满足极悄的必要条件时•行列式不同的两行所对应的向 ft 必 a 交.若以，表示 a 的转®矩阵 
则由行列式的乘法得 


|A，| • IAI 


S, 0 
0 S z 


: = ns .. 


0 0 


因此，函数 U 满足极值的必要条件时，必有 




显然由于函数 U 在条件 t 4 = s . U = K2 , …， ；!) 下不恒为常数•故 


从而， 


下面我们证明 


m m 

|A| 2 < IX S " 当 2 (1 = 1,2 •…， 》) 时, 

•-1 i-i 

n ( S 4). 


(l) 


( 2 ) 


若至少有一个 t , 使 Yj a l =0 , 则 \=0 0 = 1,2^.,^1).从而，|八|=0.于是，不等式 （2) 显然成立. 

m 颺 

若对一切 f (纟=1，2,…，71)，都有关0.令 S .= 則 S ,>0 G ‘= l ，2, …，; I ).于是•根据不等式 

(1) 即得 


iA|2<ns.= n(S4 )， 


故不等式 （2) 成立.证毕. 
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求下列函数在指定区 铥内的 上确界 （sup) 和下确界 （inf): 

【 3675 】 2 ： = ： 1 ： —23»—3, 若 ， 0<:r+3^1. 

解 以 D 表区域 0< ： r<l,0< ： y<l,0< ： r+ ： y<l, 它是一个有界闭区域（为一闭三角形），故连续函数 z 
在其上必有最大值和最小值.由于 z 是工，：>，的线性函数，故不存在临界点，因此，最大值与最小值都在 D 的 
边界上达到. 

D 的边界为三条直 线段： 

y =0 (0«1)， x =0 (0«1), 1+^=1 (0«1)* 

在其上 z 分别变成一元 函数： 

z—x—3 z= — 2y—3 (06)0 ， z=3x— 5 (O^j^l). 

由于这些函数都是一元线性函数，故也无临界点，其最大值与最小值必在此三线段的端点（即点 （0,0), 点 
(1,0),点（0,1>)达到.由此珂知，*在0上的最大值与最小值必在此三点 （0,0),(1, 0>, (0,1 >中达到 . 

由于 r(0,0) = -3, z(l,0)=-2, r(0,l) = _5, 故 

supz= — 2 infz = —5. 

【 3683 】 分解已知正数 a 为 ri 个正的因数，使得它们的倒数的和为 最小. 

提示由題意，我们应求函教 ！/= t 1 在条件 a = x . 或 lrui = lru :. ( fl >0 •: r.>0) 下的 极值 . 

l-I X * •■丨 —I 

解 按题设，我们应求函数《= t 丄在条件 d= f [ :i ■，或 lna = f ； lar. UXKz.X)) 下的 极值. 

卜 I i 1-1 卜 1 

设 F(xi fX Z •••• fX m ) = u + X ( 2 Inj •一 1加）.解方程组 


=--v + 


丄= 


0 ( i = lt 2 t *^ tn ) 


可得； 一 T (/=* 1 ，2,…，•从而解得 




•J tX ? ♦••• t jJ ) 


当点尸(1 1 ,々，".，1_)趋于边界时，至少有一个1.—0，即丄一 


，而“ > — ，故 


.因此，函数 


必在区域内郎取得最小值.于是，将正数分为 n 个相等的正的因数士时，其倒数和 mi i 最小. 

【3687】 已知容积为V的无盖长方浴盆•当其尺寸怎样时 ，有最 小的表面积？ 

提示设浴盆的长、宽、高分别为 or 、'/*, 由题意，我们应求基數 S-ZCi + jyM + ijy 在条件 V = 
xyh (: r >0,： y 〉0，/ i ：>0) 下的 极值. 

解设浴盆长、宽、高分别为 •*■、，/!, 则考虑函数 5=2(0*+>)/|+^ 在条件 VsijyA ( x >0 iy >0, h >0) 
下的极值. 

设 FU , y , h ) = S - XUyh - V ). 解方程组 


—= y +2 h—Xyh = 0 


( 1 ) 


= x ^2 h — Xxh = 0^ 


= 2 Cx + y )— Xxy =0 


xyh = V . 


(1)，（2)，（3) 可改写为 




工 y 
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故有 


= y 0 = 2 h 0 = VW , /| 0 = y v ^2 V * 


从实际问题的常识可以断定，一定在某一处达到最小.因此•当长宽均为^■•高为时•浴盆的表面积 
最小，且最小表面积为 S =3 V ^. 

从数学上来考虑，应讨论^，心力趋于边界的情况.当 i 中有任一个趋于零，例如，/«—+0,则由 

xyh 即可断定: ry + 00 . 但是, S >: r ： y , 故 S - + oo . 当 Xt y , h 中有任一个趋于+ 00 时,一定引起至少有另一 
个趋于零.重复上面的讨论可知 ， S — + oo . 因此，连续函数 S 必在区域内部取得最小值. 

【3696】在椭球 f + $+ _ = 1内作出具有最大体积的内接长方体. 

解此长方体的对称中心为原点.设其一个顶点为 ( i ,： y ，0, 按题意，考虑函数 VsSijy * 在条件$ + | 
+ 4 = 1 Cr >0，： y ：>0, r ；>0) 下的极值.为计算简单计•略去常败8.设 F = x ^ z - A(J + ^-f 1). 解方程组 

g = y *-2 A ^- = 0. 

2 ^ = ° - 

< 

|^= xy -2 A ^- = 0, 

S + ^ + f =, 

得 x = 吾 ,; y = 去 ,*= 丟 •这时 V = -^- abc > 0 . 

>/3 >/3 >/3 Zy/Z 

现在讨论边界情况.当 x - a -0, y -6-0, r - c -0 中有任一个成立时，则另两个变贵必皆趋于零；又若 
■ r ，： V ， 2 中有一个趋于芩时•则体积 V 0 于零.总之，在边界上，恒有 V -0. 于是，具有最大体枳的长方体的 

长.览、髙 ㈣ 为 

【3701】求抛物线: y ^ x 2 和直线 z —: y —2 = 0之间的最短距离. 

提示设( X ,，: X ,)为抛物线 y = x t 上任一点，（而，力）为直线 : r_：y — 2 = 0上任 一点. 由题意，我们应求 
禹教 r 2 = ( xj — Xi ) 2 4-(^— yi ) 2 在条件力一: r ? =0及一力一 1=0下的极值. 

解设 ( A ,%) 为抛物线: y = x 2 上任一点，（心，力）为直线 z — jy — 2 = 0上的任一点.按题意，我们应求 

函数 

x,) I + (yi—y, ) 2 

在条件:^―¥=0及 A —力一 1=0下的极值.显然•由几何知•当两点 X ,)和（々，力 ） 至少有一伸向无 
穷时， r 也必趋于无穷大，故 r 的最小值必在有限处达到. 

设 F ( or , , x 2 t y x ，夕 2 > = 〆 +Ai (ji — x ? >+ A 2 ( 1 : — % — 2>. 解方程组 


3 F 

d ^i 


~ 2 (xz ~ x \ ) — 2 Ai 


^ — = 2(x 2 —xi )4-Az =0t 


d y \ 


= -2(y 2 -3f,)+Ai=0 


= 2( y 2 —%)— 又 2 =0, 


Byi / 

3» i = xf ， 

A 一力一 2 = 0 
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得唯一的一组解 x,=y, yi=-Ji 



于是，所求的最短距离为 +(_•§•—+) = i ^2. 

【3704】求用平面 Ax ^ By + Cz = 0 与柱体4 + 相交所成椭阓的 面积. 

a o 

解我们只要确定所得椭圆的长短半轴5及5■•即可按公式 S=»r 求得椭圆的面积. 

注意到原点（0,0,0〉在原椭 M 柱面的中心轴上，且截平面 Ax+Bjy+CzzO 又通过它.因此，原点是截线 
橢圆的中心，从而长短半轴5及 f 的平方 P 及 P, 分别为函数 “ = o: 2 +y 十 z 2 在条件 Ai + Bjy+OsO 及 

_ + # = 1下的最大值和最小值.设 

F = m +2 A ( Ax + By + Cr )—+ — 1 J . 

于是，达到最大值、最小值的点的坐标必须满足方程组 


+ |? = ( 1 - 含 ) 出一 0 ， 

(1) 

il; = ( 1 -^) j,+AB=0t 

(2) 

1 dF 丄、广 A 


T 57=*+ac=o, 

(3) 

Ax-h By^-Cz=0, 

(4) 

? + ^ =1 - 

(5) 


将（1>、（2)、（3〉三式分别乘以后，然后相加，得〆 +y+z 2 =；i , 即从方程组可解得由 
(1)、（2)、（3)、（4>知，若要 o:，：y,* 及 A 不全为零， /i 必须满足下列方程（同时 p 只要满足下列方程，临界点 
U,：y,z) 也一定有解）： 


1 一 




0 

0 

A 


0 0 A 

-奍0 B 

0 1 c 


B 


C 0 


= 0 


展开后，得 


备 〆 一 (？+ 各 + 5+ s )"+ (a2+b2+c *〉 =0 . 


此方程有两正根.显然即为最大值及最小值由韦达定理知 




ww +^+ c 2 ) 

a 


w. *ct r«t sn ~ r Kdb VOV B i +C* / 广_^、 

故彿圆面积 tw 6 = - j^j - (O0). 

当 C=0 时，平面 Ax ^ By = 0 jl Oz 轴，显然得不到椭圖截面. 

【3706】根据费马原理，光在最短时间内从一点传播到另一点. 

假定点 A 和点 B 位于交界面为平面的不同的光介质中，并且光的传播速度在第一种介质中 等于切 ，而 
在第二种介质中等于 r ，试推出光的折射定律. 

解如图3706所示，光线从点 A 射出，沿着折线 AMB 到达点由 A.B 作垂直于/的直线 AC 及 
BD， 并与直线/交于点 C 及点 D. 设 AC = a , BD = b , CD = d . 选择角度 d，/? 为变量，则 

AM=— ^―, BM=— ^―, CM= a tana. MD = btan 3 . 

cosa cos^ r 
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于是，我们的问题就是求函数 




V \ COSQ Vz cos ^ 

在条件 a t a rto+6tan/3=d 下的最小值，其中一 •|•<fl<•^，一•|•</9<号，（ 当 iW 在 C 与 D 之间时 
0»当 M 在点 C 的左边时 ， a <0，p>0; 当 M 在点 D 的右边时^〉0，)9<0).显然 /( ff ，/3) 是连续 函数； 又当 
y-0 时（这时点 M 从右边伸向无穷远，卢—一 j +0), 显然 /( a， 々一 + oo^ a —-f + 0时（这时点 M 从 

左边伸向无穷远，片- f — 0), 显然也有 /( a , 妒— + oo . 由此可知/( 0 ,沒> 在有限处达到最小值•此处必为临 
界点•设 

F = - h — A ( atana -|-/> tan ^— c /) 


注意到由 


ay 

T a 


= ^ f —^- = 0 

V\ cos a cos o 


gf = 上邮 _^- = 0 

[ 3 p v t cos 2 cos 2 


即得 


于是•在临界点必满足 


^1 


= A , 


vz 


A . 



sina_ 
sin/3 V 2 . 


图 3706 


由此可知，光的传播路径必满足 t 面的关系.这就是著名的光线折射定律.此时，由点 a 到点《的光线传播 
所需要的时间敁短. 

【3707】一折射棱镜的折射角为 a , 折射率为 m 光线以怎样的人射角射向此棱镜侧面，其偏向角（即入 
射线与出射线之间的角）为 M 小？求此 M 小偏向角. 

解 如阑 3707所示为棱镜为梭镜顶角 
(即棱镜的折射 角〉， 为人射光线•折射后从 F 点折射出棱镜， 

射出线为 FG . / H 和 Jf / 分别为人射点和射出点的法线，它们相 
交于 H (/ H 丄 AC ， JH 丄人射线 DE 的延长线 DM 与射出线 
的反向延长线 FL 交于 K . 

令 ZDEI - /?. ZGFJ = y , Z.GKM = d , ZHEF = X , 

ZEFH ，. 

按题意即问： 当卢在 （0， f ) 之间的一定范围内变化时 d 何 

时达到最小值.这本是一元函数的极值问题，然因牵涉的变擐关 
系太多，因此把它看作多元函数的条件极值问题. 

由折射定律 （3706 题） 可知： 

sinfi = nsinAf 



B 


C 


图 3707 


由几何关系不难求出 a 、 p 、7、 U & p 之间的关系. • 

t • X+fi=a - ， 

8= p + r - a . 

由于 a 为常数，故从 （1)、（2 M 3)、（4) 四式中消去 A 、// 及 y 就得到$作为尹的函数.令 

F ( 沒， y ， A，/J =P+y—a+ki (sin^—wsinA )+^ 2 (rising—siny )+^ 3 (A+/i~o). 
临界点适合下列方程组 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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3F 


l + ifeicos ^=0 


IH 一、 


，=0 


由（7)、（8)消去心，得 
由（5)、（6)得在,=一$，是 2 


cosy 


^=—k x ncosX^-k 3 =0 
dF 

ncosfi + ^ 3 = 0 . 
cosA = —k z cosfi. 


，代人（9>，两边平方，即得 


cos 2 A 


将（1)、（2> 代人 （10), 得 
锒理后得 


_ COS 2 /! 甜 

~ cos 2 y ^ 
1 — sin 2 A 


1 — sin 2 A _ 1 — sin 2 /i 
1- sin 2 〆 l - sin 2 y . 


— n 2 sin 2 A 1 一 w 2 sii 


f 1 


一 l )( sirr’A — sin 2 ；/) =0. 


(5) 

(6) 

(7) 

( 8 ) 
(9) 


( 10 ) 


由于 0< A < 号，。 <户<号，故 5 inA = « in / i 或又=户•代人 （3> •得 A — 从而，沒= yarcsin ( nsin 专〉•于 
是， ^=^+ y — a =2 arcsin(nsin ) 一 <*• 


所求得的沒即为唯一的临界点. 

根据物理知识•作为本题所讨论的 对象： 顶角较小的分光棱镜，在区域内确实存在着最小的折射.于是, 
当人射角 #= arcsin ( nsin 号） 

时，则 6= 2 arcsin(/isin — o 


应为 M 小偏向角•至于作其他用途的各种棱镜，光线的折射路径不仅与顶角有关•面且大部分与整个棱镜的 
构造有关，这已不 M 于本题所考虑的对象•因而，也不再对它们进行讨论. 

【3710】 在区间 （1,3) 内用线性函数 c ^ r +6 来近似地代 羚函数 使得绝对偏差 

△ = sup|x* 一 （ flj+6) | (l^x^3) 

为最小. 

解 考虑函数 

u(a.b)=/\ 2 = sup [x 2 —(aj+6)] 2 • /(xtfltA) = x 2 — (flj+6). 

K - r <3 

由于 g = 2 x - a •故当固定 a . A 时 •/( hci . W 只在处达到极值当限制时•只有当 
2< fl <6 时, /( hflj ) 才蚵能在 1< jt <3 内部达到极值.于是， 


{/ 2 ( l , a ,6),/*(3, fl , A ),/ 2 (-|-, a .6) } , 


M(fl ， 6) 

从上式得知，对一切 （ a ,6> 均有 u(a,b)>0. 

设从上式已解出平面区域仏， 戊 及使得 


u(a,b) = < 


/ 2 ( l , fl ,6> = ( l - fl —6> 2 , ( a ,6)6 n , , 

/ 2 (3， a ，6> = (9 —3 a —6) 2 • Ca 9 b)^f} 2 f 

/ 2 ( 音 , a,6) = ( Y+6) ， (a ， 6>d} 3 . 


2< fl <6， 

或 a^6. 


2<a<6. 


由于 M ( a ,6>〉0, 不难看出在区域 a (£= K 2,3) 内部均无临界点.再看区域边界的状况.以辽及仏 
的边界为例.根据 6) 的连续性，即知在边界上有 w (〜6) = (l — a — 6) 2 ,且满足条件 
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(1 一<2-6)*=(专 *+6) • 

下面我们求满足条件极值的必要条件的点.设 

F ( a ,6) = (l — a — 6) 2 a — 6) 2 — ( Y +厶） ] ， 


则 


3 F 


da -2(l+A)(l-a-6)-Aa(Y+^) 


3 F 

lb 


= -2( l + A)(l — fl-W — 2 A (^~+6). 


A 

使巧 =0 , 


dF 

3 b 


0 且满足条件 1 一尹 0, ++6^0 的点没有. 


£l 


同法可 证：在 A ，邙 及從， a 的边界上也无临界点，但是，— 定在区域内达到最小值.因此，只 
能在 a , n 2 , a 的边界交点上取得最小值，即在满足方程 

(1-0-6) 2 = (9-3«-6)*= ( y +6) 2 (1) 

的点 ( a ,6〉 上取得最小值.方程（1〉可转化为下面四组方程 


6=9-3厂6=-(手 + 6)， 


3 a — 6= — 


1 一 a 一6= 一 （9 一 3 a — 6)= 一 


(9 一 3 a -6) 




+ 6 . 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


方程组 （2) 无解. 

方程组 （3) 的解为 a = 4, 6= — +.对应的厶=+. 

方程组 （4) 的解为 fl = 2, 6=1. ，对应的厶 =2. 

方程组 （5) 的解为 a = 6, 6=—7,对应的厶=2. 

综上所述，可知：在区间 （1,3) 内，用线性函数 4: r —*| ■来近似地代 替&数 x 2 •即可使绝对偏差△为最 


小，且 △—= 
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第七章带参数的积分 


§ 1. 带参数的常义积分 


1°积分的连读性若函数 /(： r ,： y ) 在有界区域内有定义并且是连续的，则 

F(.y)= J fix,y)dj ： 

是在闭区间上的连续函败. 

2°积分符号下的微分法若除在1°中所列的条件之外•并且偏导数 /',( x ，： y ) 在区域尺内连续，则当 A 
<： y < B 时成立菜布尼茨公式 

^ J /(x.y)dr= J / ^(jr.y)cLr. 

在更一般的情况下，当积分的下限和上限为参数: y 的可微 函数？ >(： y ) 和 0(： y )， 并且当 6<： y<B 时^2< 
< p ( y )^ A t 则有 

志厂 /(:r ， y)dr = /[0(y) ， >»]〆(>») — / [9(y) •>]〆(》〉+ J〆 ^ f' y {x%y)dx (b<.y<.R), 

3° 积分符号下的积分法在 1° 的条件下有 

d>J f(.x 9 y)dx= J Ar|^ /(x»y)d>. 


【3711】证明：不连续函数/(1，>0 = 3孩11(：1：一30的积分 

F(y>= J 。 /(x.>»)dr 

为连续函数.作出函数 u = F (: y ) 的 图像. 

证 明思路当一 oo<；y<0 时， F(：y> = l .当 0<：y<l 时， F(：y) = l — 2 力当 l<：y< + oo 时， f*0) = — 1. 

由于 


证 


lim FCy ) = lim (1 —2 v ) = l , lim F ( v ) = lim 1 = 1 

>—y - 令。 r—o 

及 F ( 0 ) = 1 . 因此， F (： y ) 在点 ： y = 0 处连垓•同理可诅 F (： y 〉 在点 y =\ 处连续.于是，函教 F (: y ) 在一 oo < 
3C + 00 内连蟥 . M = F (: y ) 的围像如围3711所示. 

当一 oo < y < 0 时， J 。 1 • cLr =* l » 

当 0<： y<l 时， F (： y )= J *: (- l ) dr-h J ' 1 - dx = l -2 y » 

当 l <： y < + oo 时 , F ( y )= | o ( — l ) d - r = —1. 

由于 

lim FCy )= lim (1 — 2 y ) = l 9 lim F ( y ) = \ 

广十 o ”+o r--o 

且 F (0) = 1， 即有 

F (+0) = F ( — 0) = F (0>, 图 3711 



▽ 

o 

\ ^ 


\ u = F\y) 


(1,-1) 


故 《 = F (: y ) 当: y =0 时为连续的 • 

同法可证 《= F (: y ) 当: y = l 时为连续的.当 y ^ O . y ^ l 时， 《= F (: y ) 显然连续.于是 ， u = F (: y ) 在整个 0 ：y 
轴上均为连续的.如图3711 所示. 
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137131 求：⑴ 


r^Oj m 


l + x 2 + a 2 


(4) lim 


、 +(i+f 广 


解 （ D 因为 a , 1+ a 都是的连续函数，故含参变童 a 的积分 F ( a ) 


dr 

1 + x 2 + ‘ 


一 oo < a < + oo 上的连续函数，因此， 


limp" 

oJ « 


l + x 2 + a 2 


= limF(a) = F(0) = 


=I：ifr 


卜号 . 


(4) 考虑二元函数 


/(1 ，夕 > 




1+〆 ， 


0«1 


由_1^ <1 + «>士=6 易知 /( i . jy ) 是 0<_r<l,0< ： y<l 上的连续函数.从而，积分 F(y)=|* f ( x , y )6. 
是 0< ： y<l 上的连续函数，因此 ，liip F( ： y> = F(0>, 从而，更有 

{ + ^ l -£ y = ^ F ( i) =F(0)= L /(l - 0)dx= 11 Tfe = ln rT 7 |l = , n IT - e - 

【3714】 设函数 /( a *) 在闭区间 [ A , fl ] 上连续.证明： 

Um + r lf(t+h)-fU)2dt = f(x)-f(a) (A<a<x<B). 

A —40 h Jm 

证 明思路 只要注意 /( 了 > 在 [A.B] 上连读•故它在 [A,H] 上存在原 A 教 F(j), 即 F(x)= J*/(/)d/ 

F ， (x) = /( J ) 将所要证明等式左端的极限用函數 FXi) 表出，即易获证. 

证 由于 / U ) 在 [ A . S ] 上连续，故在上存在 原函数 F ( x ). 于是， 

lim 4 - T [/(/+/*)-/</)]d/= lim 4*[F(x+A 〉一 F*(fl+A 〉一 F(x> + F(fl〉] 

為一 +o n J « a —n 

_ •• F(j4-/i) —F(x) ,• F(a^h) — F(a) r w , 、 ^/, 、 ，/、 ，， 、 

=lim - r - lim - r - = F (x) —F (a) = /Cx) —/(a). 

n 烏 n 

【3716】 当 : y — 0 时，可否根据莱布尼茨法则计算函数 

FCy ) = J In >/ x i y 1 Aj : 

的导数？ 

提示当： y =0 时，不能在积分号下求导數•就是求右导数或左导教也不行. 

解 不能.事实上，我们有 ：当: y 关0时， 

F ( y ) = In n / j 2 -f y dr = xln -/ x i - \- y 2 - J 。^ 

=ln y/l+y 2 — J (1 一 yf - y )dr = In -/\+y 2 一 1 + yarctan 士 . 


由此可知 


。 . I ，. 

F ；( o = , im 「! ny ^ i +arctan 丄 1 吟 

” +0 y ”+oL Ly y 」 Z 

F 1(0)= lim F( ^~ F(0) = lim 「 ln(1 ? +/〉 + arctan 丄 1 = 一 j, 
^ — 0 y oL Ly y J 2 


+ arctan — = 

y J 


] = 号， 
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带参数的常义积分 


故 F\0) 不存在 • 

另一方面，当文>0时， (吾 In v / F + T - ) | y r = 

故 L (惫 ln ) 



=0, 


(Lr = 0. 
r o 

由此可知，当 : y = 0 时不能在积分号下求导数，就是求右导数或求左导数也不行，因为 


F ； (0) = y^0= £ (^；ln -/PTY) dr. F - (0) = -y^0= J' (^；ln VTTj) 

【 3718 】设 ：（ 4> F(a〉= J /(x+a.x—a)dj：i (5) F(o) = dr | sin(:r 2 +y 2 —a 2 )# ， 求 F’ （ a 〉 


解 （ 4 )设 M = *r+a， — a ， 则 F(a) = 


J 。 /(« ， i;)dr. 
F ， (a) = /(2a.0)4- [/ : (m ， v> - / :(M ， v>]dr 


于是 • 


/(2o.0)4-2 J / 1 (u,v)dx— J [/ 1 (m.v) + / t(u,v)_dj 


= /(2 a ， 0) + 2 J: 

= /(2 a . O ) + 2 

= /(2 a ， 0> + 2 J: 


/l(“ ， v>dr-J。^ /(n.u)dx 

/:(M*v 〉 cLr 一 /(j+ff ，： r 一 a) I 二 


/l(M.v)d.r —[/(2o«0) —/(a. — a)] 


= /(a.—a) + 2 I /:(“ ， v)dr. 

(5)F '(a) = 2o J , sin(a 4 4-y 2 —a 2 )dy+ | [ 去 J sin(x J y z — a 2 )dy^](Lr 

*2a| , sin(o‘ +y — (»*) 办 + f。j sintx* 4- (x-fa) ? — o 2 ] —sin[j l + (j— o) ? —a z ]( — D 

+ J ( — 2a)cos(x 2 4-.y 2 —a 1 )d>J dj ： 

= 2a J 2 sin(</+y — <» 2 )dy+J。| sin(2x 2 4-2ax)+ sin(2x 2 — 2ax)~ ♦- J ( —2a)cos(^ 2 4-y* — ( 

= 2a J z sin(o*+y _ a 2 )dy+2 sin2x 2 cos2ffxdr — 2o | dx | cosCj^+y 2 —a 2 )dy. 

【 3720 】设 /^)=]":/(>0 丨文 -^ 丨〜其中 ^^ 及 /… 为可微函数 ^ 求 F w (jt). 

提示分別就及 i 两种情况求解. 

解 当 x €( a ，6) 时，由于 

F(j)= £ (x-y)/(^>d^+£ Cy-x)/(y)d>, 


)d.y) dr 


故有 


F ， (j) = ^ J (x— 3 »)/(.y)d>»—^ (y—x)f(y)dy 

=J 去 [(J—y)/(y)]d 厂 去 [( 厂工 ) /(>*)]# = J f(y)dy~ {- f(y)dy 9 
F # ( j :)=/( x )+/( x ) = 2/( x ). 

当 :r€(a ， 6) 时•例如 ，则 F(x) = (y—x)/(Wdy ，故有 
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F / (x)= J ^[<y—x)/(y)]dy=— J f(y)dy, F n (.x) = 0 
同理，对于 X>b 也可得 F^1)=0. 总之 • 


F^(x) = 


12 /( 0 ：), x 6 ( a ^) 


j 


0, 


【3725】求完全椭 阓积分 


x6 (flf A). 
E(k)= y/\—k 2 sin 2 <pd<p 


及 


F(k) 


=f 号 如 ― 
Jo J\—k 2 ein 2 


(0< 灸 <1) 


Vl- 

的导数，并把它们用函数和 F(A) 表示出来. 
证明： E(ife) 满足微分方程 


? 


r(^>+4-E / (ife)+p^=o. 


K 


提示注意 E f (k) = E(k) ~ F ~ 及 F \k) = -^ + E(k) 


kc \- k 2 r 


解 E 7 ⑷ 


=— 


ff jfesin 2 y 

Jo y/l-k 2 ^ 


= -Lf f 匕 今 
k y/l-k 2 sin z <p 

+ [ J ? 一…― ]— L f - yf = 


9 


dec 


ECk)-F(k) 


(1) 


sin z (p 




-士 J 。 7 


d<P 


T 


dw 


(\—k 2 sin 2 <p) T 
k l d 


>/\ — k l s\rv <p 

我们易证 （1 一 々 z sin z 9 )) 音 = 1 」* 2 (1 - sin 2 y) + - 】上々 2 ^[sinyxrosyC 1 —siny)~i] 

故有 (\—k l sin 2 <p) ~ 7 d<p= (1~ ^ 2 sin 2 y))l dtp. 


于是 • 


Eik) 


/ / f \ F C 4 ) • 

F a)= ~— 

由 （1) 式，对 A 再求导数，并注意到 (2> 式，即得 


( 2 ) 


ET(k) 


[E / (^)-F / (^)>-[E(A)-F(A)] 


[ECk)-F(k) FCk) ECk) 

L _ LC^ f L\ 

k ^ k ki\-k 2 ) 

- = 

ft KmL \K ) 




灸 2 


E(k) tik) 
k 


即 


r (々)+^^+^^= o . 


应用对参数的微分法，计算下列 积分： 

【3733】 j* ln(l — 2acosor+a 2 )cLr. 

解题思路令 J(a)=j ln( 1 — 2acosx+a 2 )dr. 

当时，可在枳分号下求导数，并利用 2028題（1>的结果，易得 /(a) = 0. 

当 |a|>l 时，令6=」-，可得 /(a) = 2n:ln|a|. 

a 

当 |a|=l 时，利用2353題 （1) 的结果•可得 /(a)=0. 
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§1. 带参数的常义积分 


解设 ICa) = J ln( 1 — 2acosx-\-a z )dr . 当 | a | <1 时，由于 

1 一 2acosx+fl 2 >l —2|a|+a 2 = (1 — |a| ) 2 >0. 

故 l n (l — 2 a cosx+ a 2 ) 为连续函数且具有连续导数，从而可在积分号下求导数 . 将 /( 幻对 ^ 求导数，得 

rctan ( S tan f )|o > = f f =0 - 


=JL 


1 —2flcosor+fl 

l-a 2 f* 
fl(l+fl 2 ) Jo 


dr 


2acosx+a 
= 丄一 A s 


综上所述，故知 


In( 1 — 2acosx+a 2 )dx 


UI>1. 


a a 

于是，当 kl < l 时， Ka > = C ( 常数）•但是 ， K 0)=0, 故 C =0 •从而， JU >=0. 

当 M >1 时，令6=1，则|6|<1，并有 J (6>=0 .于是•我们有 

a 

/( a )= J " ) dr =/(6)-2 icln | fe |=-2 irln |6|=27 cln | a |. 

当 Ul = l 时，有 

/( l ) = J ln 2 (l 一 cosa :) dr = J 。 ( ln 4 + 21 nsin f ) dr = 2 irln 2 + 4 lnsin / d /= 2 wln 2 + 4 ( 一 jln 2 ) =0» 

同法可求得 /(- D = o . 

I 0, UK 1. 

l 2 nln | a | • 

*) 利用 2028 趙（1)的 姑果. 

* *) 利用 2353 题 （1) 的 结果. 

【3737】应用积分号下的积分法•计算积分 

(a>0,b>0). 

解首先注意，因为 

lim ~— = 0 t lim ^~ — = lim -—= lim (6分 一 a〆 ）=6— a ， 

4-0 lnx f 1-0 IfLr ^—1-0 X f 1-0 

故£ 不是广义积分•并且，如果补充定义被积函数在 1 = 0 时的值为 0, 在: r = l 时的值为 6— a ，则 

可理解为[0，1]上连续函数的积分.由于 

穿 O ( 0 < X < 1 ) 


(注意 ,1=0 时左端规定为 0,ar= 1 时右靖规定为 6 — a), 而函数 f 在上连续（不妨设 
a <6 ) .故有 

【 3739 】 设 FU) 和 £( 幻为完全椭圆积分（参阅习题 3725) • 证明 公式： 

(1)|* F(kndk = E(k)-k\F(.kU (2) |* EU)ifedA = y[(H-ife 2 )E(ife)-ifefF(^)], 

其中衫 =1 一是 2 . 

证明思路利用 3725 题的结果，可得 

lE(k)-k\F(k)y = kFik) 及 •|"[(1 + 々 2 )£ ： U) — 片 ^*( 走）： 1' = *£ ： ( 走）， 

从而，公式 （ 1) 及 （ 2 ) 可获证 . 

证 （ 1) 利用3725 题 的结果，可得 

lE(k'>-k z l F(k')y = E , (k)-\-2kF(.k)-Cl-k 2 )F\k) 
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E(k)-F(k) 


^2kFCk)-(l-k 2 ) 


E(k) FCk)l 


k(l-k 2 ) 




= kFCk) 


于是， J * AFU ) dfe + C ， 


其中 c 为常数•但当灸= 0时，上式左端为 E ：(0>- F (0> = f —1 = 0,而右端等于 C , 故 C =0 •最后证得 


kF(k)dk=ECk)-k\F(k). 


(2) 由于 






E(k) 


故 

以々 


k(l-k 2 ) 

y[(l+^ 2 )E(it)-ife?F(it)]= |* kE(k)dk+C. 
0 代人上式，得 C =0. 于是，最后证得 

I * kE(k)dk = -jl^+^'>E(k)-k]F(k)']. 


-刊卜> 


§2. 带参数的广义积分.积分的一致收敛性 

r 一致收败性的定义设函数 /( x ,; y ) 在区域 d < x <+ c », y l < ： y < ： yi 内是连续的.若对于任何 c >0, 
都存在数 B = fl ( e >, 使得在的条件下有 

|| fc /(x t >)dr | <€ (^i 

则称广义枳分 

|*"/(x.y)dr (1) 

在区间（: y , ,%) 内一致收敛 . 

积分 （1) 的一致收敛与形如 

( 2 ) 

(其中41=0。<<1 1 <£1:0"<<1 11 <<1 ( ^0"，且1丨111£1_ = +00)的一切级数的一致收敛等价. 

若积分 （1) 在区间（％, M ) 中一致收敛•则在这个区间内它是参数: V 的连续函数. 

2°柯西准则积分 （1) 在区间（: y ,, 力）内一致收敛的充分必要条件 为：对 于任何 e >0, 存在数 «=«( c ). 
使得只要及 6"> B •则 

£./( x^)<^|<e Cy i < y < yt ). 1 

3°魏尔斯特拉斯准则.积分 （1) 一致收敛的充分条 件为： 存在与参数: y 无关的强函数 F ( i ) •使得 
(1) 当 fl < i < + oo 时丨 (2) F ( x ) dr < + oo . 

4°对于不连续函数的广义积分有类似的定理. 

求积分的收 敏域： 

137421 r 箱心 . 
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解 首先注意 




(\-p)x p + (l-q)x^ 


若 1 11狀(/), <? )>1,则显然当：1：充分大时(^ 7 ^/<0,从而，当1充分大时函数^7^是递减的，并 

7 ^ = 0. 又因 cosj ： dr | =| sinA|<l (对任何 A 〉 tt ) ，故知 收敛. 


&很明显，这时 lim 


若 max ( p , g )< l , 则恒有彡0,故函数在 * r 彡71上是递增的.于是，对于任何正整数 


有 




故不满足柯西收敛准则，因此，积分 f 
【3744】 J : 心 


+ X* 
JCOSX 




n 


n 2 V2 


8(〆+#) 


常数 >0, 




Ar 发敗 • 


llrurl^ 

解题思路先考虑积分 f 


dx 


lari ’ 


J ! In ” (士) dx , 并利用 2362 題的结果.再考虎.积分 J ": | = 

« C 盒，由 Jp ?0 ( ' 2 ■一丨〉，可知私分 f f ^： 与权分有相同的鼓散性.餘合上述两个枳分 
的蛄果即可求得原积分的收敛域. 

解考虑枳分 




利用2362勉的结果即 知：它当一/ >>一1或 p <\ 时收敛 • 

再考虑积分 JlnSp - Jlife . 由于 

土 ( 1 广士 *= [土 s r = [土夬 ]’ = 1. 

故积分 f €与积分 f 具有相同的敛敗性•而后者显然当户^】时收敛时发散，从而，前者 

亦然. 

于是，仅当 P <\ 时，积分£ J ]^7 收敛. 

利用与级数比较的方法硏究下列积分的收 敛性： 


【3747】 


I ； 


dr . 


x + a 

解设 a >0. 我们证明 ：对任 何数列 


级数 gj : 


dr 都收敛.亊实上，有 


故 

从而， 


卩 cosj , _ sinj 

J •霜 x + fl x+a 

"f J :: 1 》 含 


歐 1 眾 


(• r + a ) 


cLr 


4-a 


r ： 


(x+a) 2 


dr. 


cLr 




a_”+fl a m +a 


ir 


dr 


Cx+a) 
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~ a m ^. p +a^~a m +a^ (a«+a ) a m -ha* 

由此可知.满足柯西收敛准则，从而，级数 |^ cLr 收敛.因此，积分 |^ dr 收敛. 

若 a = 0, 显然瑕积分= ^(Lr 发敢，故广义积分£°° ^cLc 发散. 

下设 a <0 •若 a == —(” = 0,1，2•…）•则 . 

r r n, r ^ dx = r iu 1〉… r ^ 

Jo :r 十 a Jo :r 十 fl J(^ 1 >« x+a Jo J ： 十 fl Jo . . 7! 


dl. 


由上所证，右端第二个积分收敛；又由于 


(- n- 


故右端第一个枳分收敛（它不是广义枳分，补充定义被积函数在: r=(n + j )7 r 时的值为（一 l )" +l 后即为连 
续函数的积分 ）1 从而，此时积分 ^( Lr 收敛. 

若 a <0 但“关一 （n + j)n (n = 0, 1,2 ，…〉 ，此时 cos (— a ) 关 0. 由连续性，可取5>0,使当 一 agjrg 
一 fl +5 时 cosx 保持定号且 | cosj|>+|cos ( — fl >|. 于是， 


+fl 


dj 


^|cos(- fl )| J_^^ = +oo. 


由此可知，瑕积分 \[ a ^ ^ dr 发敝.从而，积分更是发败. 

综上所述，积分仅当 a >0 及 a = — < n + + )Tt (n = 0, l ,2, …）时收敛. 

【3752】证明：若 （ I ) 积分 J^/(x)dx 收斂》 ( ii ) 函数 9(*r, ： y) 有界，且关于： c 是单调的，则积分 
^ /( xJ^hWdx —致收敛（在对应区域内 >• 

证设 |?>( ： | ：， >)|< 乙 , 则由®设 （ I >知：对于任给的《>0,总存在数 B = B ( e ), 使当 ，> A > B 时，就有 
不等式 

\\ y ^ <b 

由积分第二中值定理知 ：存在 $云 [ A ， A ']， 使有下述等式 

fix)<p{x^y)6j ： =(p{A-\-0,y) • /(x)<Lr+^(A ， — 0,y) • J /(x)dr. 

由⑴式 ，得 


(1) 


( 2 ) 




于是，由 （2) 式，可得 


丄 f{x)<p{x,y)dx 
即积分 J ^/( x ) 9 U ^) cLr 在对应的: y 区域内一致收敛. 
【3754】证明 ：积分 /= J o *°° ae 


<L 2L + L 2L = €9 


dx 




wm 
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(1) 在任何区间 0 <« b 内一致收敛； 

(2) 在区间内非一致收敛. 


证显然，积分/对于每一个定值是收敛的.事实上•当 a = 0 时，1^°° ae -“dr = 0 ;i o >0 时 


J o ae~ mx <h:=—e~ , 


(1) 如果 0< a < a <6, 则由于0< £ 


，故对于任给的€>0,可以找到不依赖于 


的数八。=丄4丄，使当 A 〉>\。 时，就有 f ^-“(12：< 6 -^。=£.于是，在区间上积分/ 一致 
a € J a 

收敛. 

(2) 如果 0< a <6, 则不存在这样的数 A 。. 事实上，取 0< e < l 就办不到.由于当 a — + 0时， e—A — 1,故 
对于足够小的 a 值，•就比任意一个小于1的数 e 为大.因此•在区间 0< a <6 上，积分/对 0 的收敛是不 
—致的. 


[37551 证明： 狄利克笛枳分 


J 厂亨心 


(1) 在每一个不含数值<» = 0的闭区间 [ flA ] 上一致 收敛， 

(2) 在含数值 a = 0 的每一个闭区间上非一致 收敛. 

证不失一般性，我们只考虑 a 的正值. 

(1) 由于积分 J " < ^心=~|■是收敛的，故对于任给的 £ >0,存在数 A 。 •使当 A > A 。 时，恒有 


IJ :， 


<c. 


当 a 〉0 时•由于 ^^ iLc = •故取 A >> •对于 ( T 彡 fl >0, 就有 

于是，在区间上，积分/是一致收敛的. 

(2) 对于任何的 A >0 •当+0时， 

广 亨 一亿 Sj r dz ^\7 sj r dz= f- 

因此，当 fl >0 且充分小时，有 _ dr 〉+. 


于是•在区间(6>0)上，积分/不一致收敛. 

研究下列积分在所指定区间内的一致收敢性： 


[37601 J 


sinx 〜 


cLr (0^a< + oo). 


提示注意 x =0 不是瑕点.利用狄利克書判别法或柯西准則. 

解首先注意，因为 lim _ 产 =1. 故1=0不是 瑕点. 

X— + 0 X 

由于 IJ ^ sinxdr | =丨1 一 COS A |<2, 而当 0< a < + oo 时，函数 f 在： r >0 关于; r 递减，并且当 x —+ c « 
时它关于 a (0< o < + oo ) —致趋于零（因为 0< a < + oo , jr >0 时，0<^<丄），故由狄利克雷判别法知，积 




Ar 在 0< a < + oo 上一致收敛. 
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137621 ^ (0<a< + °o). 

提示注意此积分是收敛的而不一致收斂. 

解此积分是收敛的.事实上，当《=0时，积分为零；当 fl >o 时，设7^=/•则得 

J 厂石 e--’dx=r e- z At=^f. 

但是，此积分却不一致收敛.事实上，对于任何的 A>0, 由于 


limT dx= lim P 〆 dr= P 〆 d 户夸， 

r^^Oj A r^^VVmA JO 乙 


故对于0<&<4，必存在如>0，使有 


y / a 7 e " o ' 2 dr>€ 0 » 


即此枳分不是一致收敛的. 


137661 


^• Mn * — dr . ( l ) p ^ po >0; (2) p >0 ( 9 〉 一 1〉. 


解注意到 1 = 0 和都 SJ 能是瑕点.作代换 = 得 

^-'1^ -jdx=- ^ e - < ^ n, ^e- | d/= 

右端的积分当 p>0( g >_l) 时是收敛的，从而，左端的积分此时也收敛.更由于 (e, c '>0 很小） 

J x^~* In* ~cLr= e~^/*d/t 

故 £ 的一致收敛性等价于 £°° e_~M/ 的一致收 敛性. 

(1) 当时，由于 

0<e WVP (0</< + oo) 

而积分 JT e " Po，r， 收敛，故积分 e-^d / —致收敛 （ 对于•从而，原积分 J: x^'ln^ 士心当 
时一致收敛 • 

(2) 对任何 A>0,/)>0, 作代换舛 =s, 则 

由于 9 >一1，故积分收敛，且显然 

0<|^°" 5* e _ J dj <+ oo , 

于是，有 lim [ e ^r^dr=+oo f 

，一十 oj A 

由此即知，积分 f 在 /)〉0 上非一致收敛.从而，原积分 +cLr 当/ »>0 时非一致收敛 • 

* ) 利用2361題的结果（在其中作代換 pt = s ). 

【3772】在下式中 lim ae'-cLr 

e + ojo 

把极限移到积分号内合理吗？ 

解题思路 不合理.这是因为枳分 M dr 对(6>0)不一致收敛 （3754 題 （2) 的结果），故 
一般不能应用积分符号与极限符号的交换定理.对于本題•实际上也不能交换. 
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解不合理•亊实上，由3754题(2〉的结果知，积分 L 的〜 clr 对(6>0)的收敛并非一致，故 
般不能应用积分符号与极限符号的交换定理.对于本题，实际上也不能交换，这是由于 


r (上 


limae ^ )dr = Ot 


故得 


limp 

•- 十 ojo 

lim r 

+oJ 0 


lim ( —e 


ae ^ clr ^ 


r (s 


limae “ ) Ar . 


【3773】函数 /( d 在区间 （0,+ oo ) 内可积分•证明 公式： 

lim \ e ^/( x ) dr = f /( x ) dx . 

r^^aJo Jo 

证容许有有限个瑕点.为叙述简单起见，例如，设只有一个瑕点 x -0. 已知积分 J ^°/( > r ) dx 收敛且 

被积函数中不含有 a •故它关于 a —致收敛.又因函数对于固定的0< 0 <1，关于 x ( x >0) 是递减的.并 

且一致有界:0<^“<1(0<«<1， >2 ：>0>，故根据阿贝尔判别法知，在上一致收 

致.于是，对于任给的€>0,可取 7 >0,>\。>0 ( t < A 。）， 使 

| J : e-“/(:)dx I J *°° e -/( ar)dx <+ (0«1). 

由于/<0：)在[ 7 ,八。]上常义可积，故有界，即存在常败 M 。 使 |/( > r )|< H ) ( i ^: r < A 。）. 再根据二元函数 e 〜 
在上的一致连续性知，必存在5>0(5<1>•使当 0< a <3 时，对一切皆有 


0<卜 


于是，当0<«<3时，恒有 

| Jr e-«/(x)dr- J 厂 /(x)dr 

=I 厂。 (e_« — l)/(i>Ar+ 广 c-«/(x)dx-| W /(x)dx-f £ c--/(x)dr-£ /(x)dx 


<M 0 A 0 


5 A 0 Mo 


5 ' 5 


由此可知， 


lim [ e • r /( x ) dx = f /( x ) dx . 
*oJo Jo 


[37741 若 /( or ) 在区间 （0,+ oo ) 内绝对可积•证 明： 


lim fix ) sinn jdr = 0. 

"wjo 


证由 /( I ) 在区间 （0,+ ao 〉 内的绝对可积性 5 J 知：对 于任给的 € > 0 ,存在 A 〉0, 使有 


于是， 


r I/( 工 > 也 < 含 . 

| | o /(x)sinn-rdj 卜 | J 。 /(x)sirmj-(Lr +-|-. 


先设 / U ) 在 [0, A ] 中无瑕点•我们在 [0, A ] 中插人分点 / Cr ) 在 
上的下确界为 m *， 则有 


/(jr)sin7ij ： dr= ^ f* /(x)sinnjdx= [* [/(x) — m*]sinnj-cLr+ ^ m* f* sinnjdx 


从而有 


IP , 



< I 叫 | |C ° SW “ ”_ COS 吨 1 < t «4 仏 + 丄 t ImJ, 


其中叫为 /( I ) 在区间[>卜1山]上的振幅，從 = “一 “-1. 
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由于 /( or ) 在 [0, A ] 上可积，故可取某一分法，使有 

4—1 
m 

对于这样固定的分法 * 2 I //** 丨为一定值•因而存在使当《>〜时，恒有 

轟皿 1 

\ 2 I 风 ||< 含 . 
n 7 ~\ 6 

于是，对于上述所选取的 N ， 当 n > N 时， 

| | o /( x)sinTirdr | ^ | /( x ) sinnr(Lr 

^ S ^. Wk At h + 2 I nt k I + I /( J〉I 心 < 了卞了 t 丁 

即 lim | /( x ) sinnxdx =0. 

m—ooj 0 

其次，设 /( t ) 在区间 [0， A ] 中有瑕点.为简便起见•不妨设只有一个瑕点，且为 0. 于是，对于任给的 e > 
0,存在 7 >0,使有 

J : |/( x )| dx <^-. 

但是， /( x ) 在 [ 7 ， A ] 上无瑕点，故应用上述结果可知 ：存在 N , 使当 时，恒有 


| /( x ) sin/irdr 


J " /( x)sii 



< 含 . 


于是，当 ft > iV 时.有 

|L /(j)sin/ixdj | ^ J] I /(^ I | J /(x)sinnxdj | -f |/(:> | d:<j + + + +=e. 

即 limf fix ) sinnxdx * 0. 

m—oujo 

总之•当 /(： r ) 在 （0,+ oo ) 内绝对可积•不论 /(_ r ) 在 （0, + oo ) 内有无瑕点，均可证得 

lim fix ) sinnxdx = 0. 

IT—<»J o 


硏究下列函数在所指定区间内的连 续性： 


【3780】 F( ff )= J^°° ^djr , 当 a>0. 

解題思路由狄利克雷判别法易知•枳分 ^dr 对 a >fl 0 〉0 —致收敛.从而，函數 FU) 当 a^ao 
时连续.由 a 0 >0 的任意性即知， F ( fl ) 当 a > 0 时连续. 

解 对于任何 A>1, 均有 | f cosxdr <2. 

而函数 j ： 在 ar> 〗， a 〉 0 关于 i 单调递 《 ，且由 

( x > l , a > O 0 >0) 


知：当 I - + OC 时+在 0 > 0 。时一致趋于零.因此，由狄利克雷判别法知，积分 



对 a > a 0 >0 一致收敛.于是•函数只 0 )当 a $ ac 时连续.由 a c >0 的任意性，故知 F ( a ) 当 fl >0 时连续. 
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§3. 广义积分号下的微分法和积分法 


r 对参数的微分法若 1) 函数 /(： r ,： y ) 及其导数在区域 flgarS + oo . ACyC % 内是连续 

的；2)£ 0 °/(1,30心收敛；3)£ 00 / / ，（2：, > 0 £ 12'在区间（ >1 ,力）内一致收敛，则当％<><3» 2 时 

志 £ fCx,y)dx= ^ f'yix.y'idx 

(菜布尼茨法則）. 

2°对参数积分的公式若 1) 函数 /(： r ，： y > 当： r > a 及:时是连续的 | 2) J ^°/(: r •: y ) dr 在有 
限区间（: V ,,%)内一致收敛•则 

J 2 dy J f(x,y)dz= J dr J * f(.x,y)dy. (1) 

若 /( i ,： y )>0. 同时假定等式 （1) 中两个内侧的积分连续，并且等式 （1) 的一端有意义，则公式 （1) 对于 
无穷区间（％,%)也正确. 

【3784】 利用公式 

「 x " -1 dr=l ( n >0), 

Jo n 

计算积分 /= £ x - Mn - xdr , 其中 / n 为正整数. 

解题思路首先，注意备 0< i < l , n > no 〉0 时， IfUnxIg — ：利用2362題的蛣果及魏尔 
斯特拉斯准則•可知积分£ ^^- dx = £ X -- 1 Inxdx 对 ”> no >0 —致收敛. 


从而 


，盖 J : 


1 


/ Mdr = ? dlnxdx 对 n 彡 n 。 成立•由 n 0 >0 的任意性可知•上式对任意 n >0 均成立. 


其次，利用数学归纳法，可得 x--*clr= J] x-'Mn-xdr. 
最后，可得 f x"-Mn'".r<Lr= ( — ^ 

Jo ft 


^' lru : ( n >0 为任意实数>.积分 


lrucLr 


( 1 ) 


对于 n ^ n o >0 为一致收敛.寧实上，当0<1<1,/1>%>0时， 

|x " -1 Inx|^ —j "° -1 lar. 

而枳分 £ 显然收敛'因此•由媿尔斯特拉斯准则即知•积分 （ D 对—致收敛.于是 

积分 


dr 


对参数求导数时，积分号与导数符号可交换，即 


dn 


I ： — 


lrirdr . 


由 n o > 0 的任意性知，上式对任意 n > 0 均成立. 

同理对 n 逐次求导数，也可在积分号下求导数，即 


hL 


x" 一 1 cLr= 
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由数学归纳法，可得 




但是 J : 


x n ' x Ax 


( n >0)， 故有 




(- 1) 1 

/!_♦ 


从而得 \\ x ^ l \ n m xdx = 


- iri 


) 利用2362题的 结果. 


【 3787 】 证明 ：函数 


F(a) 


r 


l + ( x + a ) 2 


在区域一 ao < a < + aa 内连续并且 可傲. 

证设 a 。 为（一 oo , + 00 〉内任意一点. 
时，恒有 


r = max ( |<» 0 — 1 丨， lei 。 + 1 丨 > •则当 x > M f a 6 ( a 。 一 1，<»。+ 1 ) 


1 + ( 


OSX <_1_ I 0 f COSJ 

x~a) 2 '、1 + (jt—M) 2 • I 3q Ll + (x+a) ; 


]H 


2(j+o)cosj <_2_ 

l + ( x + o ) 2 ] 2 、l + (« z •— M ) 2 . 


由于积分 £0 


收敛，故枳分 


l + ( j •一 M > 


厂 l + (°+ a) ldj 及 f a [ 


l + ( x + a ) : 


■ 

dr 

■ 


在(如一1,(*。+1)内一致收敛.从而，/^)在( <1 。一1，( 1 。+1>内连续且可傲，且可在积分号下求导数.由。的 
任意性知 ， F ( a ) 在（一 oo ，+ oo > 内连续且可微. 

【 3789 】 证明傅茹兰 公式： 

Jo … l(ax) ^/(^ £ ) dj = /(0)ln — (a>0.6>0), 

式中 /( x ) 为连续函数，积分 ¥ dr 对任何的 A >0 都有 意义. 


证对任何的 A >0, 有 

r °° f (, ax )- nbx ) , 


= J ： 


f(ax) 




■MIX 胤 

当 A —+ 0 时 .h + O . 由 /( x ) 在点 x =0 的连续性•即得 


dr = /(0 )ln ——, 


利用傅茹兰公式，计算 积分： 


【37 W 】 「: ■ 


一 arctan 厶 :r 


dr ( a >0,6>0〉. 


解令 /( i ) = j — arctaar •则 /(了）在 0< j < + oo 上连续, 
由于 fix )> 0 且（利用洛必达法则） 


hmx 2 Z <£> =Iim ^^= 
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故对任何 A >0, 积分 t 


fix ) 


r 


dr 都收敛 . 因此，由傅茹兰公式，有 


■5- — arctanfl-r ) 一 ( 令 一 arctan^x ) , 

^- 1— ^2- -dr=4ln^ 


故 


I ： 


arctarwx — arctanAx 


^ = T ln T - 


利用对参数的微分法计算下列 积分： 


广 +oo 

【 3793】 J 

解 由于 


dr ( fl 〉 0,p>0). 


lim 


lim 


-2 axe ^- 2 +2 Are ^ 2 


= 0 


故 1 = 0 不是瑕点.又由于 




故对任何 a>0,^>0 积分 J7° — ~ C —dj 都收敛.今将 瓦 >0固定，而把所求积分视为含参变》 a(a>0) 
的积分，即令 

/(o)= J 厂 e “ ^ dx (o>0). 

而 r k ( e " 7 e ’ ) <Lr=_ r 

下证右端积分在 a 彡 ao>0 时一致 收敛.事实上，当（1彡 < 1。，0< < 2：< + 00时，0< > «_〃 2 < > 2：^。/,而积分 

P、 e _M 2 dr = +收敛，故枳分时一致 收敛. 因此，当时•可在积分号下对参数 
Jo cao Jo 


求导败: 


/ / ( a ) = - 


J ： 


- A dx = — 


Ta 


由 a 0 >0 的任意性知，上式对一切 o >0 皆成立.积分之，得 


/(a) = -4-lna+C (0<a< + oo) f 


其中 c 为待定的常数 . 在此式中令 a =A 并注意到 

/(^)= Jr e ) :”, dx =0. 


即得0=/(沒) 


ln^+C, 由此知 C=+ln^. 于是， 

1(a) = 一 - |-lna + Y ln ^ = '|' ln 


且 ( a >0) ， 


即 




In 2 (a>0^>0). 


注本題中，实际应考察枳分 /(a)= ^ /U ， a )cLr •其中 


f(x.a) = ^ x 

• 0, x=0. 

易知 /(1,(0 是 （ Xa^ + oc^oCflS+oo 上的连续函數（尽 >0 固定 >• 我们 证明： 


, 00< + oo , 
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/l(x,a) = - xe - -* (0<x< + oo, 0<a< + oo ) • 

事实上，当 0< i < + oo 时，此式显然 成立. 由于 /(0, a )=0 (0< a < + oo 广故 /^(0， a )=0 (0< a < + oo ) .因 
此，上式当 x =0 时也 成立. /'•(：!：, a ) 显然是 0< j :< + oo , 0<<*< + 00上的连续函数. 

在以下许多題中，我们都应作此理解，但不必写出 /( x , fl ). 函数 e " — 6 


—就代表时规 

定其函数值为其极限值 0), 而公式 

当 x = 0 时也成立（如上述）.这样，才严格符合菜布尼茨法則（积分号下求 导釵〉 的条件. 

另外，本題若利用逐次积分来作可更«单一些.今作如下 ：易知 （不妨设 0 </?) 

而枳分 IT 说 _ * 2<12： 当 a <： y < 沒时一致收敛（因为0<说1 2 <: re -** 2 •而: re - ** 2 dx 收敛〉 ，故可交換积 
分次序，得 

r e s ~^ = r 

138031 从公式 /*=]"/ e *** 2 drj ^ zeJ/djy 出发，计算欧拉一泊松积分 f = ~ e -^ dr . 

解在积分 /= £°° e - 2 dx 中令其中 《 为任意正数，即得 

e'- v dr. 

在上式两端乘以厂- 2 du . 再对 u 从0到 + oc 积分，得 

I 1 = J** ■: dtijo 一 ue-- V d/. 

由于被积函数 ued 1 — 2 ^ 是非负的连续函数，并且积分 

r 、 一、一丄 * r e '° 

分别对于/及 U 是连续的，积分互换后的逐次积分显然存在.于是，（1)式中的积分順序可以互换 

/2= {>心，〜 Hr #? 吟 


( l ) 


+f，) -* ud / = e ^ 


并且有 


由于/>0,故 




dx: 




2 • 


* ) 麥看菲赫金奇尔茨著<微枳分学教程>第二卷483目定现 V 的系理. 

利用欧拉一泊松积分，求下列 积分： 


13804] J 〜 e -(« z *24 x ^0^ ( a > o , ac -6 2 >0)°. 


解题思路注意^+26：1：+<:=~^[(似+6)*+似一6 2 ],令 f ( a x +6〉= r , 并利用3803題的结果，即可 


获解. 




解 J *°° e - ( - 2 + 2 to ^ cLr = 
2 


泰 2 -« 


] 心=/'"^厂 e-T ( «-*> 2 dr = e^ j=i e'** dt 

A 




只要假定 a >0, 条件 ac -6 2 >0 可 去掉. 
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【 3809】 J e - ^ 2 cos6xcLr (a 〉 0). 

解 令 I (6> = £°° e -奴 2 cos 6 o : cLr •由于 e - ** 2 cos 6 j : 与 cos ^ x ) - xe - * 1 * 2 

一 oo < 6 < + oo 上的连续函数，并且此时 

I e _<tf2 cos6x| ^e - ^ 2 t | : re—** 2 sin6x| 4,2 , 

而积分 L e 〜 2 djr 与 L dr 都收敛，故积分 J f^cos&rdr 与 xe 0x1 sinftxdx 

< + oo 上一致收敛，从而可在积分号下求导数.得 

r(b) = — J xe 4,2 sin6xcLr (一 oo<6< + oo). 

利用分部积分法，得 

J xe al 2 s \ nbxdj ：= — -^ e 4,2 sinAx | + 去 J e _a,2 cosbxdx =-^ l ( b ) , 

故 I , ( b )=-^- ICb ) (一 oo<X + oo ) •于 是， 

La 


都是 x >0, 


— oo<6 


即 

其中 c 是待定常数，也即 
其中 Q 也是待定常数.但 




一石 + C (一 oo 〈办 < + ~)， 


Kb) = c x 


(―00<6<+00〉， 




代人，得 C | = 



于是，最后得 


cos6jdj=/(6) 


• Vf e 


(― oo<6<+oo). 


138121从积分 /( a )= J^ > e -“^ ? dr 出发，计算狄利充當积分 D (/?)=£% ^ dx . 

解 先设尿>0,将沒固定, a 视为参变量.仿3760越的证法，可知积分 e _«^ cLr 当 0 >0时一致 


收敛，从而， /( a ) 是上的连续函数（注意，上述积分中: r =0 不是瑕点•因为 lim 


=/?) •由于 


J ： 


0 


*+ 〆 ， 


易知积分 J 7° eisin ^ rcLr 当《彡《。>0时一致收敛（因为此时 | e -* S in ^ r |< e - V , 而 rvdx 收敛），故 
知当时，积分 J * ~ f ( Lr 可在积分号下求导数•得 


/ ， ( a ) = ~ 


P 


+/T 


由 a o >0 的任意性知，上式对一切 0< tf <+ oo 皆 成立. 两端对 a 积分，得 

I 

/(a) = —arctan +C (0<a< + oo) f 

P 


( 1 ) 


其中 C 是某常数.由 IsinuKkl 知 

\ I ( a )\< p^ Q 


dr 


=A 


(0< a < + oo) f 
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由此 可知』 ^/(a)=o .在 U) 式两端令 a 4+oo 取极限，得0= — | +C, 故 c=f. 于是， 

/(a) = — arctan ++爷 (0<a< + °°). 

p 乙 

在 （2) 式两端令 CT— +0取极限，并注意到/(^) 当时连续，即得 

D(^) = /(0)= lim/(a) = y. 

当/?<0时， D (沒 ) =—D (- 刃=-*|••又 S 然有 D(0) = 0 •综上所述，有 

D (^) = -|- sgn ^. 

利用狄利克雷积分和《茹兰积分，求下列 积分： 

【3816】 Jr ^^dx. 

提示注意 sin 3 a*r=|sin^r — 并利用 3812 題的结果 . 

解山于 sin3(M=3sinaj — 々 sir^aa *， 故 

■ sin 3 ox , r’"° 3sinaj 一 sin3ai 」 n ( 3 1、° n 

J。—^-Jo - Tx - ^=y*8na( T - T ) - T sgna. 


» ) 利用 3812 題的结果 . 

[38181 Jr （亨 )] d 二 

提示两次使用分部枳分法，并利用 3812 題及 3816 趔的结果 . 

解 r (_)’&*—jjr ， in,fl ： rd ( 長 ) 


3asin 2 oxcosax 


dx 


= fl ： 


3a . 2 

_w n 


dr 


=—Y J o sin z axcosaJ-d(-j ) 

■ II ； 


2osinaxcos 2 ax—, 


cLr 


警 J •厂？£^££心-夸 J 厂 3 as ^ a £(Lr=3fl2 


jsgna 一 


丌 


sgno 


=乜 


=红 


g - sgna=-g-ala|. 

*) 利用 3816 題的结果 . 

【 3835 】对于函数 /G ), 求拉普拉斯变換 

F ^>=r 

l - e - # 


f(t)dt (p>0). 


设：⑹ /(O 


解 （6) 


F(p)= Jr 


由于 = = 故函数 i 


有界: 


0< 


常数 ( 0 </< + oo). 


由此可知，当 /> 〉 0 时，积分 J*/ 收敛，并且 
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\4 

o<f(/>xmJ q (0<p<+oo>. 

再考虑积分 

r e-(e--l)d/=Jf e-(，- J 厂 e-dr=^ 


/ >+l ； 


它对 P>po>0 是一致收 敛的. 因此，当 p^Po 时，可对函数 F ( p ) 应用莱布尼茨法则，得 


F / (p) = 


(当 p>Po 时）， 


P+1 P 

由 Po> 0 的任意性知，上式对一切 p> 0 均成立.两端积分，得 

F ( p ) = ln ^ + C (0</><+ oo >, 

其中 C 是某常数.由（1 # )式知， 

lim F(p)=0. 

于是，在（2'>式两端令户 —+ oo , 取极限，得 c =0. 由此珂知 

F(/>) = ln = In ( 1 + 士 ). 

【 3839 】 计算在 槪率论 中有敢要意义的积分 

〉0，< T 2〉0). 

解注意到 


并令 


即得 


&y- £ u }L= 2 h [(^?十 < r | — 2 ffi j -^4- a ? . r 2 ] , 

•一心： 


i= ffi_±£i (Ax 严 _ 

" 2 aia ! 9 C ~ U ? 2 % 






将 “,6， c 的表达式代人上式，并令化简整理得 

< p ( x ) = —\= e i ?. 


\/2 tt 


) 利用 3804 题的结果. 


§4. 欧拉积分 


：° r 函数当1>0有： 


r ( x )= f ' e -* dt. 

r 一函数的基本性质由下面的递推公式 表达： r ( x + D = xr ( x ). 


若^为正整数，则 


r ( n ) = ( n - l )!; r ( n+y ) = -^" 2 ( ； 


3… （2/1—1) 


2°延拓公式当 i 不等于整数 时有： 


r ( x ) r ( i - x ) = 


此公式可用来求自变量为负值的 r 函数. 
3° B 函数当 or 〉0 及: y >0 时有： 


( 1 ，) 

( p >0)， 

(2，） 
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BCx 9 y)= 


成立公式 


B(x f y) = 


ru ) rc y ) 

rCx + y ) 


【3841】 证明： r 函数 rcr ) 在区域 x >0 内连续，并且有各阶连续 导数. 

证 r ( x )= J ^° f x - 1 e _* df =£ f *- 1 e - | d /+ 

当 工彡心〉。 时，0<尸-^-*</^-4-，（0<0<1)，而£户》-^-，山收敛，故]^- 1 6 ’山当 Z 彡 J ：。 时一致收 
敛 I 又当 尤‘心 时， 〆 而 J ^' VrV - d / 收敛.故当时一致收敛•由此 

可知，积 分£" > 广^一*山当 00 0 < 0 ：< < 2 ： 1 时一致收致•因此 ， r (* r ) 在 々彡文彡々 上连续 .由： r 0 及：!•,（々> 

■r 0 >0) 的任意性，即知 r(:r> 在整个区域 _r>0 上连续. 

考虑积分 


r 


dx 


(r 


， )CLr= lo 


r * Mn / 


d / = 


J> 


Mn/ 


dr + 


r 


In/ 


f dt . 


当 • rSaroX ) 时 ，| 广 1 1 以.厂 | 丨< 6 - 1 丨 10 /|( 0 </< 1 ),而积分 fVo - 1 I In / | dr 收敛（这是因为 limr 1 *^ • 

Jo 卜 + 0 

6- 1 丨丨泣|=^|。（一^1|1/) = 0),故积分£ < r * d / 当 xSloX ) 时一致 收敛. 同样，当：时，丨产- 1 

• Inf e _*( f 彡 1), 这是因为 r 彡1时 0< ln /<“ 而积分灼 e _， 出收敛，故积分广丨⑹ • e 'dt 

时一致收敛.因此，积分 • e _* dr 当时一致 收致. 由此可知 r ( i ) 在 

：!：<々上具有连续导数 r ' u ), 且可在积分号下求导数•得 

r’ < x )= Jr r -» In / - e -* dr . ( 1 ) 

由 xo . x , 的任意性可知， I ^ U ) 在 x >0 上连续，且（1〉式对一切 x >0 皆 成立. 

完全类似地，可证 r ( x ) 在 x >0 上连续，且 SJ 在 （1) 式积分号下求导数.一般地•由数学归纳法可知，对 
任何正整数 n,r < l 0 ( x ) 在 i >0 上都存在连续.并且可在积分号下求导数，得 

r ( " 1 ( x ) = 产- *( ln/)Wdr ( x > 0 ). 

【3842】 证明： B 函数 BCr ,； y ) 在区域 : r >0,： y >0 内连续，并且有各阶连续导数. 

证由于当时•恒有 

而积分£产。- 1 (1一/)，。- 1 收敛，故积分£ 广 1(1 一 在 a ^ x 。，：)^^。 上一致收敛，从而， B ( u > 是 x 彡 

上的二元连续函数.由■2：。>0,力>0的任意性知，8(100在整个区域 1 1：>0, > 0>0上连续. 

考虑积分 

J* ^[r"- | (l-r) 3， - , ]d/= J* f-'Cl-ty-'lntdi. 

由于当 x ^ x 0 ~> 0 , y ^ y 0 >0时，恒有 

| f r - , ( l - r ) y - , ln /|< f x o -»( l -0 , o -» | ln /| (0< f < l ), 

而积分 rt ^ U - rW 1 lln / ld / 收敛 

(因为 limr 1 ^ (1 — O ’。— 1 I In /1 =— lim /^ ln /= O f 
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lim (I - f) 


一一 O 々一 1 |lru| = - lim (1 一 O 丁 lnr=0). 


故积分 f 
数，得 


当:时一致收敛.因此，当: rS ：!：。，：)^^。， 时可在积分号下对 : r 求导 


B ：( x , y )=£ (1) 

并且 8 〗（： 1 ：, 30 是： 1 ：> 0 ：。，： 1 ：>^。 上的连续函数.由 x 0 >0, y o >0 的任意性知， （1) 式对一切 x >0,^>0 皆成 
立 ，并且 BUx ,： y ) 是区域 x >0,> f >0 上的二元连续函数.同理可证 B 〗（ x ,； y ) 是区域 x >0 9 y >0 上的二元连 
续函数，并且 i >0，： y >0 时，可在积分号下对: y 求导数，得 

B ；( x , y )= £ 尸一*(1 一 0， - * ln(l — Odr . 

完全类似地，利用数学归纳法，可证在区域 x >0,; y >0 上存在连续，并且 

d dx'%— = £ ^'^-ty-'antyiinci-o^dt. 

利用欧拉积分计算下列 积分： 


【3843】 


由于 


[r(+)T = r(+)r ( 卜 +) = -^=心 


故 r(-|- ) = Vir . 于是 • L y / x — x 2 dr =~|*. 

138451 IT zMy^- 

提示令 

解设代人即得 


_! L . 

2^r 


【 3848 】 


J: - 


提示令 sinx=r 后，再令 t=yfu. 


解 设 r = sinj ：， 则 sir^xcos^arcirs J「(1 一 f 2 ) 音 df. 再作 代换：即得 

J? 仏 ― j J: 山卜 M )“= + B(|，+)=+ -- 2 上 ( 2 ) 


5 3 1 r 3 1 r 

1 T # T # # T # 


3 tt 

512- 
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dr 


为正整 数〉. 


【 3850 】 J* 

提示令^ 

* r 八-〜 =+ r >= ir ^ v ，&=+ r (手） 

_ 1 1 • 3^*(2 n — 1) /—_ (2 n —1) !! 厂 

2 2" 2"^ 1 

求下列积分的存在域，并用欧拉积分表示这些 积分： 


I 3851 J | ' 


提示令 


1+ X - 


dx (w 〉 0). 


后，再令 


14 -r 


，易知枳分的存在城为 0< m < n ， 且结果为 


解 令 〆 =/,再令，即得 


r 士 r 宗 d ， = +i: u - ,(i ~ tt)! 


du 


此枳分的存在域为2>0及 


>0,即 0< m < n . 此时，我们有 


LK b ( 予，〒 ) 




m ) 


r 一， r u-a) m (b-xr, 

138541 J. (i+c >— 2 - ^ 


提示令 = h 易知权分的存在域为 m >-\ 及 n > — l , 且結果为 

(6 一 fl )_+ 


( fl + r ) d (6+ f ) 


B(m + 1 •«+ 1 )• 


解 设给 


贝卜背，其中 卜岛且 

U4_C)// .一 6= i£^±^±£2if, J+ r=^. dx= ^±£^ dt . 


-U % 


一 It 


— It ， 


(\-uy 


代入即得 


J! ( 贷弹 r[( fl -6)+(6-fo^d, 


{ b - a) m 




(6 —i 


(a 十 十 c ) 


^rrB(m + l t«+l) t 


( fl + c )— 十 cV 

存在域为 m >_\ & n >-\. 

【3856】 sin*xcos"jdj. 

提示令 siar=f 后，再令 /*=« •易知枳分的存在域为 m>-l 及《> — 1,且结果为 

+ B (亨，宁) • 

解 令 siar = / ，再令 ，即得 

J ； sin"xcos-xdx= \[ r(l-^)^dr=-|-£ (卜心宁 d “= ( 宁，爭 ) ， 

存在域为 m> — l 及 n> — l. 
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【 3868 】 j 。 lnr(x)dr. 

提示令 1 一 工=/后 ，可得 

J lnr(j ： )dr=-|- J ln[r(x)r(l—j)]dit 

并利用 2353 題 （ 1) 的结果 . 

解设 1 一 :r =^， 则有 J lnr(x)dr= J lnr(l — /)d/= J lnr(l—j)dr. 

相加即得 

2 J lnr(x)dx= J ln[r(j ： )r(l—x)]dj= J In ^^dr = lnjr— J InsirmxcLr 

=lmr —— I* lnsin/d^ = Inir — — f [* lnsin/dr+ \ lnsin/d/1 = lnir —— f* Insin/d/ 
n Jo n LJo J f J n Jo 

= ln7r -- ^ 号 ln2) = In2ir. 

于是， 

* ) 利用 2353 题 （ 1) 的 结果 . 


J lnT(x)cLr = -^-!n2jr= In 


【 3871 】 lnr(x)cos2ri7txdr (n 为正 粮数 ） • 


乂1 



解设 : r=l _/, 则有 

| lnr(x)cos2n7udr= | !nr( 

等式两端同加 lnr(*r)cos2niwclr •得 

2 J lnr(J 〉 cos2mrrdr= J ln[ T( j) T( 1 ~x) ]cos2/nrjdj= J (Inic— lnsin7rx)cos2rucjdj- 
J cosErnrxlnsimrJcLr* 15 — J* cos2/irlnsin/d/ 


=— 


— 2^ sin 2 n / lnsin / 


11 j 1 f" sin2w/cos/^_ 1 f* sin2n/cos/^ 
o 2nn Jo sin/ 2nn Jo sin/ 




Ld 


in (2”+_12 i d /+ *« n (2 n - l ), 


、 sin(2w-l)/ d 1_ 1 
. 。 sin/ 」 4 nn 


( tt + tt ) # 


Yn 


于是, 


J lnr(x)cos2nirJcLr = ~. 


利用 2291 題的结果 . 


证明 等式： 


【則】 

证明思路首先 • 将积分 £ x^M-x-^-'cLr ( ； > 〉 0, <? >0,;/1>0) 表成「函数（令 1"=/) 

t rc ^) r ( q ) 


r (2+ g ) 


其次，利用上述结果，即可证明等式 . 


证首先，我们将积分 J 

表成 r 函数 . 作代换:即得 


x^- l (l-x-)^ l dr (/>>0,g>0 ， m>0) 
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x^'d-x-r-'cLc^-^- J * r£- , (l-/)«- , du = -^-B(^-,g) 


1 <〉〜〉 



利用此结果，即可证得 


dx 


n/1-^ 


_ = 丄 r (+) r (+) r (+) r (+) _ 1 r (+) r ( j )[ r (+)] 

r(++|)r(f++) |r(|)r(|) 


x 2 dx 


n 

T. 


【3879】求曲线 〆 = a ” co S fi 9 ( fl 〉0, W 为正整数）的 弧长. 


提示注意所求的弧长为 d 9 , 丼利用 3856 题的结果. 
解所求的弧长为 


5 = 


2” 产 aJ r 2 + J d<p=2na ^ cosi cosi _l fdr=aB(-^-*^j ) • 


*) 利用 3856 题的结果. 

【3880】求由曲线 U |-+|： y |_= fl _ ( n >0, a >0) 所围的 fij 积. 
解所求的面积为 


A 


= 4 J: (a--x B )idr=^£ 土 1 (1 一 0 士 df = $B( + , 士 + 1 ) = 年 W ^ W ^ 


2al 


tM 


§5. 傅里叶积分公式 

1° 用傅里叶积分表示函数若 1> 函数 /(X) 在一 oo<:r< + oo 内有定义》 2> 在每一个有限区间内此函 
数和它的导数 /'(：!：) 皆是分段连续》 3)/(*r) 在区间 （一 oo, + oo) 内绝对可积，则在函数连续的 一切点 ，可把 
函数表示成傅里叶积分的形式： 

/(■!〉== | 。 [a(A)cosAx+6(A)sinAx]cU. 

式中 aU) = +J 二 /(0cosA 桃及办 ( 义 )= 去 J 二 /( 的 sinA 桃 

在函数 /U) 不连续的各点 ，公式（ 1 〉 的左端应改为 j[/( < r+0) + /(:r — 0>]. 


对于偶函数/(■!)，公式 （1) 给出 


其中 

并且对不连续的点也有同样的说明 
类似地，对于奇函数 /( or ) 可得 


/(:>=J 。a(A)cosAxdA. 
a(A) = ^-J*°° /(^)cosAedf 


6(A)sinAxdAf 


其中 


fu)= r 

6( a )= U 7° / ( ^ )sinA ^- 


(l) 


( 2 ) 


( 3 ) 
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2°在区间 （ O f + oo ) 内用傅里叶积分表示函数若 1) 函数 / Cr > 在区间 （0,+ oo ) 内有定义 ，2) 此函数及 
其导数 /( ： r) 在每一个有限区间 ( a ，6) C (0,+ oo ) 内皆是分段连续 ，3)/ Cr ) 在区间 （0,+ oo ) 内绝对可积，则 
在该区间内可按我们的愿望用公式 （2)( 偁式延拓）或用公式 （3)( 奇式延拓）来表示出函数 

用簿里叶积分表示下列 函数： 

| x |< l f 


, ■ fl , |工|< 1 , 

【 3881 】 /(x) = 

lOf |x|>l. 

提示易知函數 /(x) 满足傅里叶积分展式成立的条件，且当 |x| 关 1 时，有 


fix) = — [ ^^cosAidA 

W JO A 


而当 | l |= l 时，有 


W 7 ^^-2 

(此结果由3812題的结策也容易获 得〉. 

解 由于函数 /( x ) 在 | i | 关1上有定义，且 / Cr 〉 和 /' U ) 在任何有限区间上皆分段连续，特别是 /( x ) 
在（一 oo ,+ oo > 内绝对可积•故可将/( I )表成傅里叶积分的形式 （以 下各题如不加说明，均满足傅里叶积分 
展式成立的条 件〉. 又由于 /( or ) 为偶函数，故 6( A ) = 0, 且 

fl(A) 厂 /(^)cosA^=-|J ， cosA^= 

于是，当 kl 关1时 （|> r | 关1为 / U ) 的连 续点） ，有 


而当 k |= l 时为不连续点•由于 

/(1+0) + /(1 — 0> 
2 

故有 


T 


/(- 1 + 0 ) + /(-1 — 0 ) 


T 


此结果由 3812 题的结果也容易获得. 事 实上， 


【 3882 】 fix) 




sgnxt | x |< l f 
0, | x |> l . 

解由于 / Cr ) 为奇函数•故 = 且 


6( A ) 


= H /(^) sinA $ d 《= U 。 sinAW 6= 


2(1 — cosA ) 


于是，当 0<|: r | 关 1 时为连续点•有 /( x ) = -^|*~ 


^ sinAxdA , 


当 x =0 时，虽为不连续点，但由于 
而当 | o ：|= l 时为不连续点，由于 


/( 0 + 0 )+/( 0 - 0 )_ 


= ()• /(0)=0,且右端积分显然为零，故上式仍成立. 


故有 


/(-1 + 0 )+/(- 1 - 0 ) _ 1 /(1 + 0 > + /(1 — 0 ) 

2 ~~ 2 % 2 

2 f ^° 1 -cosA • 、 1 

—--- sinAsgnrdA = - sgrur 9 . 

此结果由3812题的结果也容易获得.事实上， 


sgnj 


I ； 


—cosA 


sinAdA =| sgnx({f 亨 cU_+f ^ cU ) = -^ sgar ( f-f ) 
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138951用傅里叶积分来表示函数 

/(x) = e~* (0<Cr< + oo). 

(1) 用偶式延拓； （2) 用奇式延拓 • 

解首先，我们注意到函数 e 〜在 [0,+ oo ] 内连续且绝对 可积： e 〜 cLr = l <+ oo , 故对于 

(1) 若用偶式延拓，则有 

于是， e -= i \ 7 c ^ <0< - <+oo) - 

由于按偶式延拓的函数在点 *r = 0 连续，故上式当 x = 0 时也成立，即上式成立的范围是 0 < x<+oc 

(2) 若用奇式延拓，则有 

⑽ = + r /( 如 in ^ = +r c ' < si ^ = ^ aT ?)- 

于是， e ' ,= ^ jr (0 < x<+oo) . 

但当 x = 0 时上式不成立.事实上，左端的值为1，而右端的值为零. 

对于下列函数 /( r ), 求傅里叶变換 

F(i) = 士广 /(/)c- to d/=-^=Hm J',/ ⑴ e+d/: 

[3896] /( x ) = e -- li, ( a >0). 

m F(:r) = ^= 厂二 = 二 c-^Ucos/x-i sin/x)dr=-^=|^ e-* 1 " costxdt 

= V ? r e ^ S/xd/= Vf a ~ 


[38981 /( x ) = e - T . 

解 FCar ) = J e V e ^ dr =--^|= | e T ( cos / x—i sin / x ) d /=^-^ | 

* ) 利用 3809 li 的 结果. 


e ^4 


cosfard/ 
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§ 1. 二重积分 

1° 二 重积分的直接计算法所谓连续函数 /( hjy 〉 在有限封闭可求积二维区域 D 上的二 重积分 ，指的是 

其中 Ar . = x , + i - jc , ^ Ayj = y,*i 一乂，而求和是对所有使 （：*：■ •乂） 6/2 的那些 i ， j 值进 行的. 

若区域 D 由以下不等式 给出： 

其中: yi (： r 〉 和: y 2 Cr ) 为闭区间 0,6] 上的连续函数，则相应的二重积分可按以下公式来 计算： 


JJ f ( x , y ) da : dy = | dr J ' f ( x , y ) dy . 


2 ° 二重积分中的变量代换若连续可微函数 

J = x ( u , i ;) , y = yCu , v ) 

给出平面 Oxy 上的有限闭区域与平面 Owv 上的区域 f 之间的一一映射，且雅可比行列式 

, D(x»y) 

的符号在内保持不变（可能在零测度集上有 例外〉 •則成立以下公式： 

JJ fCx 9 y ) dxdy = JJ / [x(iitv)*y(M.v)]| /|dudv. 

例如，根据公式 x = rcos < p,y = rsin < p 变换为极坐标 r 和史时，有 

JJ" fix % y ) 6 jcAy = f[ / ( rcostp ^ rsin^>) rdrdtp . 

I3911J 设 /(■!：〉 为闭区间内的连续函数，证明不 等式： 

[J /( x)drj a ) J / 2 ( x ) cLr * 

且仅当 / Cr ) = 常数时等号成立. 

证明思路 t 先明不 等式： [£/(_r)dr 了 <(6- fl >J^/ 2 (i)dx, 

事实上，只要在不等式£ dx£[/U) — /( ： y)]M ： y>0 中将被积函數 [/(i) 一 /( ： y)] 2 展开，并注意£ /(x)cb: 
=f /( ： y)d ： y, 即可获诋.当 /(x) = 常数时，显然上式中等号 成立. 

其次，证 明：当 [^/(ddry =(6- fl )£/:( i ) clr 时，則 /( a :)= 常数 .事 实上，此时有 

J cLr J [/( x ) —/( y )] 2 d ^=0. 

对函数 F(j:)= J* 6 [/ Cr ) — /( ： y>] 2 d：y 利用 2205 題的结果，即可得「 [/(a) - /(^)] 2 dy = 0. 再次对函数 
G ( y )= lf ( a )- f ( y ) y 利用 2205 超的结果，即得 /(a:> = 常數. 
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证因为 

0 < J dr | [/( x ) —/( 3 »)] 2 d >=( 6 — a ) J / 2 ( x)cLr — 2 ( J ^ /( x ) dr ) +( 6 — a ) | f 2 ( y ) dy , 

故有 [ J * /( j ：) dr ] 2 <( 6 - fl ) J * / 2 ( x ) Ar . 

当 /(■!：) = 常数时，显然上式中等号成立.反之，设上式中等号成立•则有 

| dr | [/( x ) — fiy ) ydy =0. 

由于函数 F ( x )= £ [/(: r )-/(： y )] 2 d ： y 是上的非负连续函数，故 FU )=0 Ca ^ x < b ). 特别 F ( a ) = 

0 ，即〔 [/(“）一/( _ y 〉] 2 d：y = 0 •又由于函数 G (: y ) = [/(“〉一/(： y〉：r 是“ <： y <6 上的非负连续函数，故 G ( y ) 

=0 因此， /(/=/(«> < a < : ，即 / Cr ) = 常数•证 毕. 

【3912】 下列积分有怎样的符号？ 

( 2 ) JJ ^\- x 2 - y 2 dxdyi ( 3 ) J 
〜 <4 _ 妓卜， 

解 （ 2 > 我们有 fT V^l 一 〆 一 y drdjy * J , — —•其中 


arcsin( jr+^Odid^y? 


= J lj\ 一 x* - y dardy, l t = JJ 1/ x l +y - 1 dj-dy, /,= 


v^x 2 +y 2 — 1 drdy. 


显然 


0</,< JJ drd >= 7T . / 2 >0, / 3 > 


dxdy =4 n —2 n =2 nf 


故 


^ l - j 2 -y < Lrdy <0. 




( 3 ) 我们有 


JJ arcsin(jr+y)djd>= JJ arcsin( jr+y)(Lrd j y+ JJ arcsinC j ： -fy)dxdy. 

上式右靖第一 V 积分由对称性知其值为零，第二个积分因被积函数在 < 积分域上为非负不恒为零的连续函 
数，因而，积分值是正的.于是，原积分是正的. 

# 

139141 ■中值定 理估讎 

|jrl«H>l <10 

解题思路注意到积分域的面积为200•故由积分中值定理知， 

/= IootJW -^ 其中如>€区城 W + 卜1<瓜 

里然有 0< cos 2 COS 2 iy < 2,可以证明必有 0< cos 2 ^+ cos l r /<2. 

于是，可知 1.96</<2. 


解 由于积分域的面积为 200 ,故由积分中值定理知， 

t • 200 = 


200 


100 + cos ! 芒 +1 


( 1 ) 



100+ cos 2 疗 + cos 2 1 J 
其中 （$ 7 ) 为区域 kl + l ： vl < io 中的某点. 

显然 （ Xcosk + cos 2 ^?， 我们证明必有 

0< cos 2 cos 2 tj < 2. (2) 

由于函数 COS 2 x+cos 2 ：y 在有界闭区域丨: r| + |;y|<10 上的最大值为 2 ,最小值为 0 .从而，连续函数 

iOO + coA + cos ^ 在有界闭区域 Ul + I 夕 1 < 10 上的最小值为忐，最大值为•如果 COs2g+COS 、 =2 , 则 
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由 （1) 式知， 

JT ( 100 + cosL + cos* y _ 102 ) =1 ~ 1=0 - 

l*l+l ， IO0 

但/(1， 3 /)= 1()()+(：( ^ 1 ^ ：+( ^ 2 3 一^是非负连续函数，从而，必有 f (^^ y )=0 (在区域 M + bl<10 上）, 

即 cos 2 x-h cos 2 ^=2 (在区域 |:r| + |：y|<10 上）.这显然是错误的.由此马知， cosY+cos'CZ . 同理可证 
cos 2 cos 2 rf >0. 于是，（2〉式成立 • 

从而，得 即 1.96</<2. 


在问题3916〜3922中，对二重积分 || V (: r . y ) cLrdy 内按所给区域依两个不同的顺序安 
积分的上下限. 

139171 n — 以 0(0,0>，> U 2，1)， B ( — 2,1) 为顶 点的三 角形. 

提示 注 意直线 OA 的方程为> = j : r , OB 的方 栈为: y =— 及 AB 的方程为: y = l . 


解如图3917所示, OA 的方程为 y =- jx , OB 的方程为 ：y= 
Afi 的方 程为： y = l .于是， 

/= ii d 3, n/ (x,：y)dx 

= J_ 2 d-r J ^ /(x.yjd.y-*-J o dj /(x,y)dy 

= L dx \\^ 

【3922】 rj 一阓环 l<x*+y<4. 

解如图 3922 所示.若先对: y 后对 X 积分，则 

r-i r ri # r- Vv 7 

/= L ^ J - y^r /(x ^ )d ^ L 

x P 2 rV ^7 

若先对 * r 后对: y 积分，则 

f -1 f n ( f- V^l-y* 

/= L M -7 T 7 /(x,>,)Ar+ L dy { ly^ fUty)dx 


T 



/( xty ) dy . 



在下列积分中改变积分的 顺序： 

13925] | 2 ^ dr J* 2 二 f(x 9 y)dy. 

提示 注意积分城的围线为 _y=2 — o: 及: y + l = f ，其 交点为 （2,0) 及 （一 6,8>. 

解积分域的围线为：>=2 — 工及> + _1'€,其交点为（2,0),( — 6,8),如图3925所示.改变积分的顺 

序，即得 •'- ’、 

L ^ fZ . /(x * y)d3，= L dy n /(jr ， y)dx+ «[ dy f -7^ /(x ^ )dj： - 


7 T 7 


图 3922 


367 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 



图3925 图3929 


I 3929 J ^ drj JL-j f(x,y)dy ( a >0). 

提示注 意积分城的围线由圆 （_r 一 a>*+y = fl *(：y 彡 0 )， 抛物线 y = 2 a:r (：y 彡 0) 及 JL 线 x = 2 a 组成，其 
交点为 （0,0) 及 （2 fl ,0>. 

解积分域由 ffl 线 （ I — a) l +y = a 2 ( ： v> ： 0 〉， y=2 a i( ： y>0) 及 x = 2 a 组成.如图 3929 中阴影部分所 
示.改变积分的顺序•即得 

f 241 r ynr r« ( rr ru \ ru ria 

Jo dx \y^ fU ' y)dy= l dy \\i /(x.^)cb-^ £ /(X. y )dx| 4 - £ dy]^fU,y)da:. 

计算下列 积分： 


【3933】 


(T dxdy 
^ v ^7 


U 〉0) •其中是以圆心在点 ( fl 4) 半径为的圆周（它与坐标轴相切）的较短弧 


和坐标轴为界的区域 • 

提示 注意积分城 D 的围线为圓 U-fl> l + ( ： y- fl ) l = a 2 与两坐标轴相切的较短弧及直线 1=0, ;y=0, 

因而 • 当 j ： 从 0 变到 fl 时 • 对于每一个闽定的尤 0 从 0 变到 fl— V2ax-x l . 

解 如图 3933 所示.当 t 从 0 变到 a 时•对于每一固定的从 0 变到 , y 

a 一 y / Zax ^ x 1 • 于是， 


V 2 a-x Jo y / la-x Jo 

[39361 JJ / cLrdy •其中是被横轴和摆线 


• fl ) 2 +( 少 - fl 〉 : 


音) af . 


图 3933 


x=a(/—sin/) t y=a(l —cos/) (0</<2 tt) 

的第 一拱所 包围的区域. 

提示利用2281題及2282題的结果. 

解 \]y z dxdy= dx ydx= y (1 —cosr) 4 df=^y^ sin 8 J" sin 


udu 


I ^ sin 8 wdM+ sin'wdw J = ^~§~ (| 2 sin 8 udu + J ^ cos 8 udu 


2 V 

■ • 


sin* udu * 


• 2 • - ~ - ~~ -——- •— 
3 2 • 4 • 6 • 8 2 

利用2282題的结果. 

利用2281題的结果. 
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.重积分 


在二重积分 lf /( U ) drc ^ 中，令 : r = r CO 呷和^ = rsin f ,变换为极坐标 r 和心并配置积分的 

n 

限 ，设： 


【 3941 】 一 区域一— 


x 2 


asirup 


解题思路注意抛物线： y = t 及直线 ：y = fl 的极坐标方程分則为 r = 及 

a cos 2 <p 

[ 0,7 T ] 应分为 [ 0, 予 ] ， [ 子 ，亨 ] 及:专 ， JC ] . 

解如图3941所示.区域 n 可分为三 部分： 

(1) 当史从0变到•^时•对于每一固定的 9 , r 从0变到其中 r = 

X 2 


又史的积分范围 


<p 


为抛物线:的极坐标方程 


<2)当炉从 f 变到^时，对于每一固定的•从0变到= 


s\n<p 


⑶当炉从¥变 到遞对 于每-固定的 H 从0变到 



于是， 


JJ/(j.y)dj-d>=| 4 d^p /(rc0S9.rsin93>rdr+df / ( rcos<p • rcos^j)rd j 

+ J " 守 却 J " 土巧 /( rcosp , rsii 

在下列积分中.令 ■ rzrco 呼和 : y = rS i n 93 , 变换为极坐标 r 和心并依两种不同的顺序配置积 
分的上 下限： 

【 3944】£ da; f(x,y)dy. 

解如图3944所示•若先对 r 积分，则当史从0 变到 ■时， 

对于每一 固定的 pr 从 ^： CS c ( 9 +*^) 变到 1. 若先对 y 枳分，则 


当 r 从变到1时，对于每一固定的 r . 


<P 


V2 


变到 


V 2 


其中直线 x -^ y =\ 的极坐标方程为 rsin( 9 -h 


子 )= 身，即 




或 -j - p = 士 arccos 


VT 



于是， 


图3944 


dx 


[" _， /(•r ， < y)d < y= dtp f /(rcos^ ， rsin 史） rdr= f rdr | • 中 /(rcosy,rsiny?) A<p. 

J 卜 J Jo j 万冰 ( 产子 > J 万 J ^^TTt 


【 3946 】 


J。dx f(x,y)dy. 


解如图 3946 所示.若先对 r 积分，则当 f 从 0 变到+时•对于每一固定的 pr 从^^变到+，其中 


<p cos<p 


为拋物线: y = P 的极坐标方程. 
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若先对 p 积分，则当 r 从0变到1时，对于每一固定的 r , 9 从0变到 


arcsin 


in 7 l + 2 4 广 _1 (由 r =_ 解出 9 );当 r 从1变到 W 时，对于每一 


定的 r，p 从 arccos -^ 变到 arcsin —-于是， 

J cLr J /(: r ， 3»)dy = J ‘ /( rcosy . rsiny)rd 


£ 士 I 


-1 

* fCM ir 


J , rdr J 



« co.i 


/( rcos < p 9 rsin ^) d<p 


/( rcos^t rsin^O d < p . 


令 r 和 p 为极坐标，在下列积分 中变更 积分的 顺序： 

【 3948 】^ 6 ^\]^ A<P*r)dr (x^O). 

m 积分域为由 Efl r= aCOS9) 或卜一 •!■/+/=( y / 所围成的 W 域 ■ 



图3946 


若先对9积分，则当 r 从0变到 a 时，对于每一固定的从一 arccosf 变到 arCCOS ^( 图 3948). 于是, 

f 号子却 /(f， r ) dr= { 。 dr| fitp 9 r)d(p. 



图3948 图3952 


变换成极坐标，把二重积分化为一 ■积 分： 

[39521 JJ / C / PTT ^ cixdy ， 其中 /]={ lyKIxhlxKl }. 
n 

解題思路注意先对炉后对 r 积分•当 r 从0变到1时，对于每一个固定的从一 f 变到 f 丨当 r 从 

1交到#时，对于每一个固定的 r ， y > 从 arccos +变到 

注意到积分域 D 关于: r 轴及: y 轴的对称性，故当史从一 f 变到•^时，应在所得的积分表达式前面乘以 

常数2,而当炉从 arccos j 变到•^时，則应在所得的积分表达式前面乘以常教 4. 这一点务请读者注意，否 
則就会产生错谈. 

解 积分域 D 如图3952所示.先对 f 积分，則当 r 从0变到1 时# 从一|变到 j ; 当 r 从1变到〜泛时， 
对于每一固定的广， 9 从 arccos +变到于是， 
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II / ( -/x 2 +y )cbrdy=2 J r/(r)drj 、 d^+4 J r/(r>drj 

O 0 - 4 1 a 


= 7 T 


r/(r)dr4 - (tt —4arccos -J-)r/(r)dr. 


变换成极坐标，计算下列二重积分： 

【 3955 】 JJ sin %/j 2 + y 2 drd.y. 

. 2 < x 2 + jr 2 <4« 2 ' 

提示注意积分域 D 为 {0<^<2n,7c<r<27t}. 


•/x 2 +y cLrd>»= J dtp ^ rsinrdr=2ir J rsinrdr=—6w 2 


引入新的变靈 “A 来代替 Xd 并确定下列二靈积分中的积分限 


【 3958 】 I' 


— u, 且变換的雅可比行列式 / = 


T ，： 


^= x — y . 


M + V 




解 在变換 W = X 4- y 1/ =尤一> 下， 区域 /} = {0<j<2tl—x<y<2- 
— m ^ i ^4 一 m } • 事实上 •“十 v =2 j :， w — v =2 y ， 故 0 <m + v <4 • E(J — — 


•r} 变为 W = 

变换的雅可比 


行列式 


+，从而， U 丨 -= +， 且 x — 于是 • 


13959] 


!， 


J ! d C ( 宁，〒 ) dv . 

(:r ， >Odrdy • 其中 r) 是被曲线 f 所包围的区域•令 


提示注意 D 的界线 V 7+ V ^=& 的麥数方枉为 

x = acos 4 i；t y=asin i v 号 ). 

对于所给变換，有|门=4丨《«^1；*— 3 1；|,且积分城/3 变为汴 

解 D 的界线的参数方程为 

x=acos 4 v f y=asin A v (O^v^-^-). 

对于变换工 = mcos * v ^ y = « sin 4 有丨门= 4 I “ cos 3 win 3 1 /| ，且区域 D 变为 D ， = { 0 <“<a , 0< t < | ■丨•于是， 


f /(xty)drdy =4 J udu J 2 cos’vsin 3 i;/(MCOs* v.i/sin* 

I 


v)dv 


4 J* 2 cos 3 vsin 3 ixiv J u/( ucos* v 9 usin* v) du. 


计算下列二重 积分： 


【 3967 】 cLrd ： y ， 其积分域 n 是拥 圆区域 ¥ + 妄 <1. 

a 

提示作变換 i = a r COS 9 p,：y = & S ii ^, 則区域/2变为区城^ ={0< r < l ,0<9<2 it }, 且有|/|=必， 


371 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


解作变换 J ：= a r COS 9 ,： y =6 rS i n 9, 则区域 D 变为区域 〆 ={0«1,0<9<271}, 且丨 /| 于是 


JJ1 - ^ — 6urdy= J J ab %/l —r 2 rdr= 2aab y/l — r 2 rdr= 


2nab 

~ 3~ 9 


【 3973 】 


V\y—^ I dxdy. 


提示注意 


o <： 


V I y—jr 2 I cLrd3f= JJ v^x 2 — >»cLrdy+ J y—x l clrdy. 

U\<\ U!<1 


IXI 

x *< y <2 


并在积分过租中作代換 • i — asin / 及利用1750超的结果. 


解 


v y—x I dxdy = 


•• 一 y drdy+ 


v y~x 2 dxdy 


0«： 


=1^ dx v / ^ =r P"d>=-|-J' x 3 dr+-|- f (2 - 


)TcLr 


参看 1750 題的結果. 


计算不连续函数的 积分： 

【 3974 】 IT sgn(x , -y-f2)dxdy. 


当点厲于 a 的内部时 
W 于 A 的内部时， [>_ 


yjsth 当点《于/3 2 的内部时 
2»当点《于认的内部时， (>• 


||0]+4 J 


【 3977 】 设 m 及 n 为正粮数且其中至少有一个是奇数，证 明： 

JJ x*Vdrd：y = 0. 

证明思路 作变換 • rsrcospj ^ rsinp •并注意⑺呼及 5\iup 均为以2开为用期的用期函數 
JT ^y H ^y = f: cos>sin>d 9 >= J 7 f cos>sin>d f 


+ /I + 2 J- 


cos”9sin>dp 


n _^_ 2 cos"95sin"95d93 J ^ cos"^;sin"^d95 . 

_ ■ 


若在上式右端的第二个积分中令9=^+/，即得 


JJ j -^ drdy : 二 ^ + 之 2 1 [1 + ( — 1)"*"~ cos " rsin " rd /. 


从而，命題易 获证. 

证作变换 x = rcos ®, v =； 


u 则得 
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若在上式右端的第二个积分中令 9>=7 T + r ， 即得 

cos -9 sin > d 9 = ( - 1 )" ( - 1 )" | 


当 m 及 n 中有且仅有一个为奇数时，（一1)•(一1)- = 一1，因而 ，（1) 式为零，当 m 和 n 均为奇数时， 

(一 1^-1” = !，因而 ，⑴ 式等于 [' C o S > S i n > d 9> •但此被积函数在对称区间[一号，号]上为 

奇函数，故积分仍然为零. 

总之，当 m 和 n 中至少有一个为奇数时， 


[ x - y " drd > p =0. 


§2. 面积的计算法 


ary 平面上区域 S 的面枳由以下公式给出， S = J | dxdy. 

求下列曲线所界的 面积： 

[39861 (x-y) 2 -fx 2 =a 2 (a>0). 

解如图3986所示.所求面积的区 域为： 

—a^jr^at x— y/a^ —x 1 ^>^x+ \/a*—x* • 

于是，所求的面积为 

f • Cr ^ J 7 TJ f _ 

叫 - dr i^yjzr dy=A io 々 — 

变换为极坐标，计 算下 列曲线所围的 面积： 

【 3987】（: r 2 +y )* = 2a 2 (x* — y ) , 

解曲线的极坐标方程为^=2^00829，, r ^ a . 

它们的交点在第一象限内为 ( a , f ), 如 ffl 3987所示.利用对称性， 

得所求面积为 

S=4 | ft d^? J 9 rdr=2 (2a z cos2<p— a z )d9>= ― -a 2 . 

根据以下公式引入广义极坐标 r 和 

x=arcos m (p f y=brsin m <p (r^O) t 




其中为以适当的方法选出的常数.且考虑到，求由下列曲线 
所围的面积（假定参数是正 的）： 


【 3995 】 



提示作变換 Jrsarcos 1 ^ ， y=6rsin * 史 ，則方程化为 r=l 
解令: r=arcos 8 9» ， y = 6rsin 8 95, 则方程化为 

r=l (0<9< 号 ). 
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于是，曲线所围的面积为 

S = |J* 8a6rcos r ^sin 7 (pA<p=\ab^ cos 7 ^sin 7 <pd(p= 4a6 J u 7 (1 —m 2 ) : 
s 

= (a 7 一 3«*+3“ n — “ 13 )d“=4<z6(~| -—^ + -一 ^ 


du 


进行适当的变置代换，求下列曲线所围的 面积： 


139991 V? + Vf= i -VI :+ Vf= 2 - 

提示作变換 + = 即 


■f^=f (fl>0,6 〉 0). 


則含•且有 


解作变换 V ?+ Vf " =M , f =%即 



(V?+ 妾） (V? + i) 


则,且有 



于是，所求的曲积为 

s =ix 


dv _ = 15 ji 2 atdt • 


( V ?+ i ) 


2 士 




15 a 







* ) 作代換 v = at z . 

【4001】求捕圆 （ fliJr + hy+cOZ + Ujjr +^ y + o ) 2 :! (其中 5= fli 6 2 — a 2 6 i 尹 0) 的面积. 
提示作变換 qx + ftj+q = w ， a 2 Z +6 2 y + c * = v ， 則椭圓所围区城变为 “ 2 + t /<1, 且有 U | 

解作变换 A ： r +6 1： y + o = M , 则椭圆所围区域变为 u 2 +1；<1，且有丨门 

于是，所求的面积为 


W \ 


T ^ T - 


s : 


\h Jf 


dudv = 


UT - 
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§ 3 . 体积的计算法 


如图 8-3 所示，设柱体顶面位于连续曲面 z = /(:r, ： y )， 底面位于平面 2 = 0 , 侧 面垂直于底面，且底面在 
平面 Ox：y 上所占区域是可求积的，则.柱 体的体 积等于 







求下列曲面所围区域的 体积: 


【 4012 】 jt + 夕 +z=l ， z=0. 

提示注 意所求的体枳 V 由两部分 组成： 

V,, 0«1, 0<>< 完， *=x>. 

Vi t :• z=\—x—y. 

解体积 V 由两郎分 组成： 

V| : 0«1 ， Z=xy. 

V z i 0«1 ， - ： r ， z=l—x—y. 

它们在 Or：y 平面上的投影域 A 及几如阁 4012 所示.于是，所求的体积为 
V =V,+V 2 

=£ ydy-^ £ dr (1 一 j ： _ ： y)d ： y= ( - y+ 4ln2 ) + ( 譬一 6ln2 )= 挂 — 2ln2. 

变换成极坐标，求下列曲面所围区域的 体积： 


【 4014 】 z=x+y^ (x 2 +y ) 2 =2xytz=0(x>0fy>0). 

提示令： r = rcos9 ， y=rsin 免 •并利用 3856 題的结 果. 

解 令 j ：= rcos 9, y =/* sin 9 J ， 则方程及 z = i+y 变为 

r 2 = 2 s \ rupcos ( p = sin 2^ 及 z = r ( cos ^+ sin ^)) . 

于是，所求的体积为 


V = JJ (x + >»)dxd > y= J ? d(p J r 2 (cosp+sin^Odr，^^ (sin 音 9 ?cos+ 史 +cosT 歹 sini 史） d^5 


2 V 2 / 5 7 \°_ 2 V 2 r (T ) r (T ^ _ 2 y /2 T • ~i~ r (T ) r (T) 

~3 f(3) 3 2 ] 
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第八章多重积分和曲线积分§3 .休积的计算法 


=>^ _ JL _ = JL 

16 . 7T 8 # 

c\r\ — 


* ) 利用 3856 題的 结果 . 

【 4016 】 j ： 2 -hy 2 -hz 2 = a 2 , x l + y z ^a\x\ (a>0). 

解 只需计算由下列曲面所围区域的 体积： /+ y 十 

• r^alrco 呼其体积为 

V] =8 J \/a 2 —(x z -f-y ) cLrdy= 8 J T d^J ^ r y/a 2 ~ 

人， 0 0 

x>0.y^0 


•r 2 +y<aM. 若引用极坐标，则 




8 a 3 ff _ • 3 、」 4ica 3 16a 3 

= xJo (卜训 v—i — 「• 


于是，所求的体枳为 


(1^1 一 1^1 )=1^1 


求下列曲面所 围区® 的体积（假定参数是正 的）： 


140211 


* 2 1 x 2 

+ 7 = 1 ， 7 


= 7T ^>o>- 


提示注意两曲面的交线在 Oor 乎面上的投影城的围线 为掮圓 


4 =丄 


故令 X — arcosip % y — 


6 rsinp, 則曲面方程化为 


•/\ — 7 及 z = cr (0^<p^2nf0^r^ — ). 


解 两曲面的交线在 Orjy 平面上的投影为椭 [«$ + ¥ = + .令 x=arcos<p, : y = Arsing , 则方程化为 


Vl —r* 及 z=cr ( 0 ^ 9 ^ 2 jTt 0 ^r^—z). 


于是，曲面所闱区域的体枳为 


JT C/ \/ 1- (S + 多 ) drdy= ^ d<p^ abrU V 

n m 

abc \ u , d<p \f (r yr 7 ?" — r^dr—X:, |r*4*(1-H)i 1 

隱 


/ T^-crJdr 


= ^ nabc (2—^/2). 

【 4027 】 z 2 ^xy % x+y=a 9 x^y=b (0<a<6). 

解 由于 z = 士 v ^, 又所界立体在 Oxy 平面上的投影域 n 由直线 x + jyti 
围成.利用对称性知，曲面所围区域的体积为 

V =2 jj y/xy dxdy=2 (cLr J •Jxy d3»+ J dr J -/xy dj) 


， 1 + 7 = 6 , j:= 0 及 y = 0 


HJ:[ 


x (6- j ) 3 - yx ( a - x ) 


㈣ J : 


^(6-x) 3 dr 


= -|- J (fe— j) Vxib—x) dx — j- J (a —x) Va(a — x) dx. 


令 j ： = 6 sin 2 f ， 可得 


( 6 —x) >/x(b—x) cLr = 26 3 cos 4 /sin 2 /d/ 


=26 J ( L 7 cos4/d/ ~ lo 7 cos 6/ d 0 =263 ( Hi ~| rTT ]) f = 


l 6^ 3 
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同理，有 


于是，所求的体积为 


【 4028 】 z =. 


(a~x) y/xia—x) dr= 




f 2 fXy=a 2 fxy=2a 2 ， y= f ， y=2jr ， z=0. 


提示注意曲面所围区域的立体在 ary 平面上的投影城由曲线 x：y = a 2 , xy = 2 a 2 及直线 ； y = f , 
lx 围成，故令則积分城变为长方形域 

1<“<2，■|~«2•且 I 门 z =* r*+y =<1 1 (子 + MV ). 


再利用对称性. 


解曲面所界的立体在 ar ： y 平面上的投影域由曲线 x：y = a 2 , : r > r =2 fl 2 和直线 ： y = f , y =2 x 围成. 

利用对称性知，曲面所围区域的体积为 V =2|% drd：y = 2 j ]' (: r l + y ) drd ： y . 作变撤代换则 

a n 

积分域变为长方形域•且 m =£, 十 


于是，所求的体积为 


V =2 JJ (x 2 4-y )dxd < y= 2 


J - 

1<_<2 

+㈤ 


+ ttV ) ti dMdl ；=<， 4 I ! Udu f * ( 1 + 7 ) dv = | a 、 


§4. 曲面面积的计算法 


曲面由显函数给出的情形光滑曲面 z - z (* r ，： y > 的面积由以下积 分表示 


s= J 


其中 n 为该曲面在 ar：y 平面上的投影. 

2°曲面由参数方程给出的情形若曲面是由#数方稈给 出的： 

x = x(m tv) t y= yiu^v) t z = ziu%v) % 

其中 （《, i ；) er 3,/2 为封闭可求积的有限区域•且函数 hjy 和 z 在区域 D 内连续可微，则对于曲面的面积有 
公式 


其中 


E= 


S=JJ y/EG-F^dudv. 

0 

(If) +( 詰 ) 2 + ( 砮) 2 ， c = ( ff )* + (l^)* + ( l ^)*， f ^ Tu Tv^dL Tv 


【 4040 】求曲面 /+ y + z 2 = a * 在圆柱 x 2 +y = 士《1内那部分的面积（维维亚尼问 题〉. 
解只需求出球面被圆柱面割出部分的面积.因为 


于是，利用对称性知，割出部分的面积为 




: drd^=8 J 2 J 




dr=8a 2 (| — l). 
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第八章多重积分和曲线积分 §4. 曲面面积的计算法 


于是，所求的面积为 


A = 4 jra 2 — S =4 ira 2 — 8 a : — 1 ) =8 a 2 . 


【 4046 】 求以曲面 x 2 + y = f ^ 和: ( a >0) 为界的物体的表面积和体积. 


解曲面的交线在 Oxjy 平面上的投影为 

3 x 2 +3 y = ( 2 a - x - y y , 即 


+ y - xy +2 a ( j +>) = 2 a 2 . 


令 


72 f 




V 2 


，则方程变为 


(2 V 3 a ) 2 


+ (2^ = 1 - 


由此可见，曲曲所界的物体在 Ou 平面上的投影域为以 2 a 为短半轴、为长半轴的椭圆. 
物体的表面积由截面和截出的锥面两部分 组成. 对于— i — jy , v ^3 x 2 +3 y 分別有 


W +( g )+( g ) =#， 


于是，物体的表面积 


S = JJ *73 dj ： d>-f U 2 dj - d . y =( V 3+2) • n • 2 a • 2>/3 a = 47 r (34-2 y 3 ). 


又所截脚锥之 fli 为 


H = 


-2 a 


v/P + r + l* 

(即坐标原点到平面1+>+ 2 = 2^1的距离）.于是•物体的体积为 


2 a 




其中 A 为截岡锥的底面积 


A= JJyjcLrd^^V? • Jr • 2 a • 2 >fZa = 12 抑 . 


因此，所求物体的体积为 V =4 - - 12^ 3 


2 a 8 

• — mm 


了 •一 万 
【 4047 】 求球曲在两条纬线和两条经线之间那部分的面积 . 

解题思路球面的参數方程为 

x= Rcos<pcosip. y=Rs\n<pcosip, z=i?sin0, 

其 t 尺为球的半径. VEG - F 2 =硭<：0砷，火，扣 扣 ，矣中 及矜为经线的经度，0, 及必为 
纬线的纬度. 

解球面的参数方程为 x=Rcos<pcostp, y=Rsin<fX ： ost/jn z=i?sin^, 

其中为球的半径.因为 

E = ( 奪 ) 2 + ( 琴 ) 2 + ( 耷 ) 2 = sin V os 、+ R2 cos V os 、 = 尺 W … 

G = (|^) + ( 舞 ) + ( 舞 ) = R z cos 2 tps'in 2 04 - R 2 sin 2 ^ssin 2 0-f R 2 cos 2 0 = i? 2 . 

F= f^ % =R1 sin^os^cos^sin^ - i? 2 S in ? x:os 9J sin^os0+ 0=0, 

故 VEG-F 2 =R 2 co^. 于是，所求的面积为 

S= J ^ 2 d<p J ^ 2 R z cos^d^= ( ??z — 9 ?i ) (sin^fe 
其中 p 及内为经线的经度，必及 A 为纬线的纬度 . 
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§5. 二重积分在力学上的应用 


质心若薄板 n 位于平面 ary 内，: r 。 •: V 。为其质心坐标•: V 〉为其面密度，则 


(l) 


( 2 ) 


其中 M = J | VcLrdy 为薄板的 质量. 

若薄板是均质的，则在公式 （1) 中应令 p = l . 

2° 转 动惯量 L 和 L 分别为平面 Qry 内薄板 D 对坐标轴 Or 和 Oy 的转 动慣量 ，可表示为以下公式 

lx = JJ^ 2 <Lrd>, /, = J/xr*dxdy ， 
a n 

其中为薄板的面 密度. 

还可研究惯性积 = 

在公式 （2) 中取 ^0=1, 我们就得到平面图形的几 何转动慣量 . 

【 4051 】 求边长为《的正方形薄板的质撤，设薄板上每一点的面密度与该点到正方形顶点之一的距离 
成正比 ，且 在正方形的中心等 于内. 


解取坐标系如图4051所示，则面密度 P =k 由于 


^=*V(f) +(T) ， 


r 


故 k =^ n . 从而 

若引用极坐标，即 得质敏 


M=J ^- + y tLrdy= 夸 # [ r 2 Ar ~0 

=fi f^[ I ： 表 ]« J 





dtp 

9 


图 4051 


^^-2^2 J * \/l + tan 2 95d ( tan 炉 ) 




2>/2 


~^~tan 2 y+ ~ln tany+ \/l + tan ? y j | = 色： [2ln( 1 + -Jl )]. 


求以下列曲线为界的均匀薄板的质心坐标： 

[4054J x\ +^7 =aT ( j >0. y >0). 

解质童和对 Oy 轴的一次矩分别为 

-A )7 


M= 4: dJ J: 


= 3a>( 


dy=p (aT —xT )T dr = 3a Z |o| z sin 4 rcos 2 rdf'' = 3a z ^| 2 (sin*r — sin 6 f)dr 


■ • ■ 1 • — • 
4 2 6 4 


y)f 


32 






于是，质心的横坐标为 


dy=p J j：(aT —x\ )TcLr=3a 3 |0 J T sin 4 rcos 5 tdt = 

_M._256a 

Xo= M = H5i- 
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第八章多重积分和曲线积分 二重积分在力学上的应用 


由关于直线: y = i 的对称性知，為=夕。=|||^ 

* ) 作代换 x = acos z t . 

【4060】求曲线 ： y= y =0. x= X 所围图形的质心在参数 X 变化时所描绘的曲线 • 

VS5T 


解 变动面积的质 fi 为 


M = p \ X 0 

而一次矩 M y = p \] d y = P ， 


于是，变动面积的质心为 




± 


X ， yo 


^ = pj 0 ^ y^y=p\p^ z - 

M , _ 3 VJX 
M~ A J2 - 


因此，质心的轨迹方程为 >0 = 4^ V P# T Xo = Tv / 30 p ^7. 

此即所求的曲线方程，其图形是抛物线的一半. 

求由下列曲线所围的面积0>=1)对坐标轴 0: r 和 Oy 的转 动慣置厂和 

【4063】 r=a(l + cos^). 

解曲线所围的平面域《了表示为 一 O ^ r^ad + cos ^). 


于是， 




= | | r ^ sin *^ • rdrd ^ p = | ~ a 4 (1 + cos^) 4 sin * tpd<p 




| o (1+4 COS 95 + 6cos J < p -\- 4 cos 1 95 + cos 4 < p ) sin 2 < pd<p = 
r 2 co ^ tp • rdrd ^5=-|- a * J " (1 + cos^) * cos 2 < pd<p 


21 21 
參 —=— 

16 32 


-|- a 4 J ( cos 2 < p -\- 4 cos 3 95-f 6cos 4 < p -\- 4 cos 5 ^ 5 + cos 6 < p ) d < p = na A 


对于任意正整教 n , 有 


rn (2^ i 

J cos"95d9>=< 


) s H < pd < p , n 为佩教* 
n 为 奇数. 

为算出 l , sly 的值，也可变換被积凾教的形式，直接用換元法计算，这样较阑单.事实上，我们有 

lx = Y | 0 O "^ c0S9 ) 4 sin * 9xl9 =: 2 * a 4 | cos K jsin l ) 

= 2 ， a ， L ? cos">x(l-cos J x)Ar = 2* a * iq*.V-V-V- 2 ( 1 ~ll)f = H wa， ' 

I y J q (l + cos^) 4 cos* 9 jd 9 >= (l + cos^Vd^—llTW’ 

= 2>a, J? 咖 ’ZtLr-g™’ = = ||w’. 

【 4068 】 证 明：平 面图形 S 对通过其质心 0(0,0) 并与 Ox 轴成 a 角的直线的转动惯 M 等于 

1= K cos 2 a — 2\ry si nacosa + J, sin 2 at 
其中込和 J, 为图形 S 对于 Oar 轴和 Ojy 轴的转动 惯童及 为惯 性积： 

Isy = ^f^ydj ： dy. 

证明思路取直角坐标系 O //, 使（ V 抽与 Or 轴的夹角为 a , 則有 


•’ = xcosa + ysina ， y =— xsina +^ cosa . 且! /| = 


! DU 
D( 


^ = i . 

x » y ) 
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于是，所求的转动惯量为 ^^ y ^ pdx ' dy . 由題设即易 获证. 

5 

证今取直角坐标系 OrV ， 使 Or ' 轴与 Or 袖的夹角为 a ， 则有 

x = arcosa + >sina f y = — jsina + ycosa. 


这就是旋转变换，雅可比行列式的绝对值1/1 = 
于是， 


DC 
"D(x 




= Jj* ( — jsiruj + < ycosa) : /xLrd.y 
cos 2 q |I 2 sinacosajJ/w.yd-rd 3 >-+-sin : o 


= I, cos 2 a — 2 lry sinacosa+ \, sin 2 a. 

【4071】半径为 a 的球体沉入密度为 5 的液体中深度为 /*( 由球心箅起）的地方，这里求液体对 
球的上表面和下表面的压力. 

解设球面方程为 P + y +^= d ，则在球面上的点 （ a ■，: V ,*)处沉人液体的深度 d 为 

d = h — z ( —a^z^/i). 

于是，上半球面 S , 的点和下半球面 S 2 的点的深度分别为 


d = h — >/ a — ( j +y ) , «/ = /»+— (* r 2 +y ) • 

根据对称性知，压力在 Ox 轴上和 Oy 轴的投影均为零.故只要计算压力在 Ot 轴上的投影，液体作用于球的 
上表面和下表面的压力分別£以和 Pz •并设 y 为球上各点处压力的方向（即内法线方向）与 Oz 轴正向 
的夹角，则 

/ >1 =J[ dScosydS= — JJ SUt— v/a* — (x* 

s l 

■一 / nw 2 (5+[ —- r 2 〉 1 I 。 = 一 —Y ) ( p 〗<0 表示压力向下 )• 

同理，我们有 



P 2 = 


JScosydS= 




y / a l — ir l +y ) ] dj - d >»= w <2 2 ^(/| + ^ ) (/ > 2 >0 表示压力向 上）. 


§ 6. 三重积分 

1°三重积分的直接计算法函数 /( X , y ， z) 是连续的，且有界区域V由下列不等式 给出： 

xi • yi ( j ) * z \ ix ( x.>) * 

其中: y ,( x),：y 2 (• r)，z I (•r•：y )• 22 ( J •,： y )皆为连续函数•则函数/( < r ,： y , Z )在区域V内的三重积分可按公式 

/(x,y,z)drd>rdz= T Z Ar [ ，2，i， dy 广 (,,> f ( x , y , z)dz 

J X | J y 、 Cx > J *| ( x * jr ) 

来计算.有时采用下面的公式也很 方便： 

f(.^*y 9 z)dj ： dydz= J 2 cLr JJ /(x,>»*z)dydz, 

V 1 Six) 

其中 S(«r ) 是用平面 * r = 常数截区域 V 所得的截面. 

2°三重积分中的变量代换若连续坷微函数 

x = xCu 9 v^xv) « y—yCu^v^xv) « z= zCu ^v^xv) 

给出 Qrp 空间的有界可求积的三维闭区域V与0^胃空间的区域铲之间的一一映射， 
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第八章多重积分和曲线积分 §6 .三 重积分 


并且当（|/,1；,«;)67 / 时， 


D ( x f yfZ ) 

DCufVfiv) 


关0, 


则成立公式 

/ (x* y ^ z)da:dydz= || /[jCm.v.u;) ， j(m ， v ， u») ,r(w,i ； ,u>)] | 1 1 dwdvdu>. 

V V 

在特殊情况下，有 ：1) 圆柱坐标系 pr ，/!， 其中 


= rcos93t y=rs\n<pf z=h ， 


2) 球坐标系其中 

x— rcos<pcosipf y= n 

计箅下列三重 积分： 

[40791 _[J (妥 + 杳 + ^) cLrdydr •其中 V 是曲面 


D(x 9 y,z) 

D(<p 9 r,h) 


D(xt Vtz) 


, D ( ff ^ f r ) 一 〆 cos # 


h^=i 

a ' 0 " r 

所围的区域. 

解题思路设 Pr . Qy . R , 分别表示区城 V 与平面 J ：= 常数，: y = 常数， 2 =常数所戴部分在 Oyz . Ozx , 
Ox：y 平面上的投影，则有 

原式 = J jj d^dr+ | ^ ^-dy Jl dzdr+ J ^-dz |J dxdy. 

解 设厂，(^，艮分别表示区域 V 与平而 《r = 常数，: y 二常数 ，2：= 常数所截部分在 r ) y 2 ：, Or ; r , Or ： y 平面 
上的投影，则有 

| (? + ^ + F ) <Lrdyd * = L dyAz+ L S d> | d * dx+ L 卜 I 崎 


笋]>卞+，1:冲-奋 4 卜 3 •誓 = 


inabc 


Ps 在平面 1 =常数上的方程为 


故其面枳为 

Qy 及尺，的面积类推 . 


叶 - S) 叩 - A ’ 


[ 4080 ] 


VV+y drdjydz , 其中 V 是曲面所围的 区域. 


： 2 +y dz . 


解题思路 注意曲面在 Oxy 平面上的投影 Q 为圓盘 /+y<l . 则有 

原式 

解曲面在 Ox ： y 平面上的投影 Q 为圆盘 P + y < l .于是， 

I Vx l +y z drd^dr= J[djd>»J y^j- dz= JJ [ xAr 2 ~\~y 2 — (x 2 + ： y 2 〉 ]Ard：y 

== fr^ji (r_r " )rdr= f- 
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在下列三重积分内，用不同方法配置积分的上 下限: 


140811 


J: dr [:―: dy ^ fCx , y , z ) dz . 


解有界区域 V 如图4081 — 1所示. 



如采先对: V 积分•再对积分•如图4081 — 2所示•则积分域在 Ojyz 平面上的投影域由诸直线 

z = 0 t z = x J ry ^ y = 0 , y =\ — x (: r 固定） 

围成.于是.我们有 

dy \7 /(x$yfz)dz i y 

= £ &{ L X /(U •…计 £ dz\ l ^/U.y.z)dy^ • = l 

如果先对 *r 积分，再对: y、z 积分，如图 4081-3 所示， W 有 z 

J! ^ r dy \? /<xt；y,i)dz 

= | o dsj | o dy J_ * / U , y , z ) dx + ^ /(j ： ,y.r)«Lr J . 


这里用的公式为 


jj f ( x , y * z ) dxdydz= l J* cLr JJ* 
【 4083 】 J dy J /(x*.y*z)d?. 


f { x ^ y % z ) dydz . 


解如果先对: y 积分•再对 r 、 x 积分，则积分域在 Oijy 平面上的投彩域 u 由方程 


J=lt z =0, z = x l 及 
所表示的曲线围成.于是，我们有 


x 2 1 z = x z + l 


lo dx \o dy \o / ( ^^^) dz = /( x , y , z ) dy + \] 2 dz \ y -- r f ( x , y , z ) dy ]. 

如果先对 *r 积分•再对 Z 、：y 积分，不难由轮换对称关系得出结果. 

如果先对: r 积分•再 对: y 、 2 积分，则积分域在 Opr 平面上的投影域由方程 

少 = 1，* = 0， y=>/z 及 >=0 t y=lf y=yfz t y = y / z~l 
所表示的曲线围成.于是，我们有 


J 。 drj 。 dyJ o f(x,y,z)dz 

L dz [\y y \ l y^ /(x ^^ )dj+ L dy L /(j ^^ )dj ] + f! dz \ l y^T dy \ l y^7 /(x ^^ )dr - 


这里采用的投影方式系用结果 
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第八章多重积分和曲线积分§6 .三 重积分 


/(xt^**)dxd>»d*=JJdxdz J 2 f(x,y,z)dy. 


变换为球坐标，计算 积分: 


14087] 


V^+Y+^Ardydr, 其中 V 是曲面所围的 区域 . 


提示 注意识分域 V 为 0<9^2 沉， 1 0<r^sin #， 且 I J I = r 2 cos^. 

解令 1= 代 039< ： 084,3^=^^119* ： 030 ， 2 ： = 厂 8 丨 110 ，则曲面 1 2 +>^+2 2 =z 化为 r = sin^. 从而， 

Vi 0 ^ 9 >^ 2 Kt O^r^sin^t | /1 = r 2 cos^. 


于是， 


\/x 2 4~y +z i dzd^dz= J d0 r • r 2 cos0dr= -j- sin 4 0cos0d0= . 


【4090】 进行适当的变 贵代换 .计算三欺积分 




― p ~ drd _ ydz . 




其中 V 为椭球 yryrp 

解题思路 作变 量代換 x = arcos<pcosip, y = brs\n<pcosip, z = crsin0 f 
则有 I 门 st^cPcosp ， 且对于 V的 j 部分 （第一 針限）有 

解作变娥代换 x = arcos<pcosip 9 y=6rsin^cos0 f z = crsin^ f 

则有 丨 /| ，且 对于V 的+部分有 


0<r<l. 


0^9^" f " * 0< v ^"2" • 0«1. 


于是， 


J /^J 1 ——d.rd.ydz^S J ： d^? J Z d^» J abcr 2 costp >/l —r 2 dr=4jr J after 2 dr 

= 43raAc | Z sin z rcos 2 /d/ = ^^ | ? (1 — cos4/)dr=— 

【4091】 变换为圆柱坐标，计算积分 j]J (P+^^drdjydz ， 其中 V 是曲面 ^+ 夂 =2«, 2 =2 所围的区域 . 

V 

提示注意积分域 V 为 0<9<2 兀， 0«2, 且丨 n=f. 

解令 j^rcosp^^rsinpz — z, 则？ =2«: 化为 r* = 2z •积分域 


于是， 


V, 0<9< 2 艽， 0«2, y«2. |/|=r. 

JJ (x 2 +y )dxdydz= dpj" 。 〆 • r ^ r dz=^. 


【4097】 证明 ： 若函数 /( x ,： y , z ) 在区域 V 内是连续的，且对于任何区域有 

jjj* /(x , y , z)dj ： dydz= 0 , 

则当 U ,： y,*)eV 时， /( j :，： y ,*>=()• 

提示用反证法及积分中值定理 . 

证用反证法.若当（0：0, 2 )€7时，/(^, 2 )_0.不失一般性，设对于\^的某内点（: r 。，％ 


，有 
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/(办，>，2：。）〉0，则由于/(^， 2 ：)的连续性，故存在点（0：。，： > ；。， 2 0)的某个闭邻域0/(=\^使当（：|：,^, 2 ：)€ 
时，/(*1：，^， 2 )>0.这样一来，利用中值定理，即有 

JJ f ( x , y , z ) da : dydz = f (.$,7 jf ^) • V m >0, 

m 

其中 （《， 7，？)6 这与假设 j]j f(x*y,z)dj ： dydz=0 矛盾. 因此，当 （ 1 ，夕， 2 ) e V 时， f(x,y,z)=0. 


§7. 利用三重积分计算体积 

区域的体积 V 珂表示为以下 公式： v = jjj d ^ dydz . 

V 

求以下列曲面为界的物体的 体积： 


【 4104 】 az = x 1 +y 2 , z= y/x 2 ^y 2 ( a >0). 

解 对区域 V 在 ar：y 平面上 的投影 作极坐标变换 

J™ rcos^t 夕 = rsinp • 

则区域 V 为 0<r< a , — 

且有 |/|= r .于是•体积为 




^ 如 -r l & = 〜 j:( 〆 一 令 ） &= 


【 4105 】 az = a z —x 2 —y 2 • z=a — z 一 x =0 t y = 0, ^=0 ( a >0). 
解由 az = a 2 - j 2 — y , x =0 .>f = 0 .r = 0 为界的物体体积为 

v,= J jf^ dt ) L f ^ 

xio.jSo 


rdr 1 


8 


由 z = a - x - y , x =0, y =0 ,z = 0 为界的物体体积为 

V 2 = (]J drdydzs J。dr J。dyj dz = 


于是，所求的体积为 V = V ,- V ,=|^(3, r -4). 


变换为球坐标或圆柱坐标,计箅以下曲面所围的 体积： 

【 4107 】 x l ^y 2 +z 2 =2az, P+ygr 2 . 

解题思路 变換为圆柱坐标，則有 

^+2^=2«22及 r ^^ z 2 , 

且区域 V 为 O^r^a, r^z^a+ %/a k — r 2 ， 

这里要注意 ，球 面方程应该是 z = a 士 vV—r 2 ，但因体积 V 的一部分为球 _r 2 +y + z 2 = 2 a ；r 的上半部，故取 
z = a + y / a z — r 2 . 

解变换为圆柱坐标，则有 及1^< 2 2 . 

因而区域 V 为 0<9^2 tt ， O ^ r ^ a , \/ a z - r 2 • 》• 

于是，体积为 


386 





v = 


C2k Ca r^4 - Ja 2 - r 2 

= Jo d Ho rdr L dZ = 2jr 


第八章多重积分和曲线积分§7 .利用三重积分计算体积 


J o r(fl+ y/a 2 —^ —r)dr=27T ^- |-(a 2 —r 2 )! —-y ] 1 0 = 抑 3 . 


* ) 球面的方程应该是 z = a 士 y / a 1 -^ ，但因体枳 V 的一部分为球 i 2 +： y 2 + 2 2 =2 flZ 的上半部，故取 


z = a+ y/a 2 —r 2 . 

【 4109 】 (x 2 +y+2 2 ) 3 = 

解立体在第一，第三，笫六及第八卦限内，对于这些卦限分 别有： 

x^0» y^0 9 z^Oi x^Ot j^O ， z^Oi j<0 ， y^0 9 z^Ot x^0 f y^O, z^O. 

立体在这四个卦限内的各部分 • 一对一对地对称于坐标轴之一 . 这是因为左端及右端当 •r.jya 中的任何两 
个同时变号时等号不变 . “ 


变换为球坐标.计算得体积 


v = 4 } jd P j o f d ^ 

= 4 (亨 |:)(-+ cosV ?) = 


tpdr=\ J 7 cosfsin^>dp J • cos 3 ^sin^d^ 


T - 


在下列各题中最好利用广义球坐标 0<^27t; 一 f ), 它们由以下公 


式 引入 : 


x=a rcos m <p cos fi ip. y=brsin 9 <p cos^ip. z= crsir /0 (a, 6 ,c f a • 夕为常数 ） • 


并且 


D(x 9 y 9 z) a , 2 . 

D ( r.^)- fl ^ COS 

求以下列曲面为界的物体的体积 


<pcos 2fi 1 ^sin^ 1 ip. 


解令 


brsin<pcos^ z = crsir^, 则区域的十部分 （ 第一卦限内 >为 

0 <^^专, ()«▽ -^- cos ^ pcos ^ • 


be 


3h - 


尸是， 体积为 V = 4 p d^j J"^ d^i J a f)ccosipdr= ( J^os^d^j) ( pcos 2 0 d 0 )= 

141151 (S + #) 2 +* = 1 . 

解题思路 作变量代換 x = arcos<pcosi ip % y=brsirupcosi z = crsinT 

则有 |/ I ="|~ fl 6 cr 2 sin -*^， 且 V 的+部分（第一卦限内）为0« 0«|， 0< r < l , 并利用3856題 

的结果及延拓公式. 

解令 x=arcos(pcoaT ip,y=bn>irupcosi i/>.z = crsinT # •则有 丨 J 丨 = —fl^cr 2 sin +0 且 ■区域 V (第 一卦 

# 

限内）为 




爷，爷， 0 « 1 . 


于是•体积为 


V =； 


d ^5 J ^ d 0 J* -—aber 1 sin T 0 dr= -^-nabc J 2 sin T 0 d 0 = ^-^abc • ^ ) 
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= —nabc 


1 r (+) r (+) 
Y r (|) 


,^( t ) _ i f ^( t ) 


利用 3856 題的结果. 

利用延拓 公式： r (: r ) r ( l 一: r ) = 7 


利用适当的变置代换.计算以下列曲面为界的物体的体积（假定参数是正的） 

【4119】‘ z = x z +y , z =2( j ^ - hy 2 ) , xy = a 2 , xy =2 a z , a :=2 y ,2 x=y ( x >0, y >0). 
解题思路 作变量代換2：=«(：1^+>*)，：2^=1；，1=3^,则 

: r = ， z =“( vw +3、 及 I /| =y 


2 ^ f 


且区域 V 为 

解令 + 


«2〆 ， y^u<2. 
， jry *= v ， o : = > u ; •贝 lj 

y = VJ * 


x = 


z=u 


( ⑽ + 亡 ). 


变换的雅可比行列式为 


vu ;+ 


yw 

2 »/v 

1 

2 \J vw 

(o 


1 

2*/rv 

- ^ 

2 -AJ 


=— 


(f + 点 ) 


而区域 V 为 


。«2沪 ， 去«2. 


于是，体积为 


v= f! du D dv \\ ( 甲 + 点卜 ( 1+ i) dw ~T- 

【4128】求以曲面 

(q ar + hy + qz 〉 2 十 （ flji +^ y + qz ) 2 + (< i 3 or +6 3 y + Cjz 〉 2 = h 2 

为界的物体的体积，设 

b x 

△= 


bi 

by 


关 0, 


解令 


: + 6 i>+ci z=ut a z x -\- l } 2 y ^ c i z = v 9 a ^ x + b ^ y ^ c 2 


则有于是，，且体积为 


1^1 


dudvdw 


Ml 

3|ZI- 
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8. 三重积分在力学上的应用 


r 物体的质置若一物体占有区域为它在点 Cr ,： y ， Z > 的密度，则该物 体的质 量等于 

M= jjj " p^jcdydz. (1) 

V 

2°物体的质心物体的质 心坐标 (: r 。，％, ro ) 按下列公式来计算 

J| pxdardydz. 


: 0 — M 

yo = -^j ^ py^ydz, 


( 2 ) 


户 


(Lrdydz. 


若物体是均匀的，则在公式 （1) 和 （2> 中可令 ^=1. 

3 # 转动惯置积分 

/ v = j pz 2 dxdydz , /„ = ^ px 2 djdydz , f 口 = jjjwdrdydz , 

分别称为物体对坐标 乎面的特动 慣量. 

积分 /i = H pr 2 da:dydz 

(其中 r 为物体各点 （: r ,： yz ) 与轴/的距 离〉 称为物体对于某袖/的特动慣量.特别是，对 f 坐标轴 Oz ,0> r , 
O * 分别有 

/, = /-, + /». L = b 十心， /. = /« + /„. 


积分 

称为物 体对坐标原点 的特劫慣量. 
显然有 

4°引力势积分 


/o = 


Jjj * pix 1 十 y + z * >drd 夕 dz 




u ( jr 9 y , z )= 


称为物 体在点 尸(工,7,*>的牛頓引力势.式中\/为物体所占区域, <0 = <0 (6) 7 ，{：>为物体的密度，且 


X 


质董为 m 的质点吸引物体的力在坐标轴 Or :上的投影； CU 分別等于 

3u (TT x lAl t4- „ du (TF I7 — Vt^t 1 - 1 3u 


a ^ = Cm JI ^ Y=cm J || p 2 ^ ded 7 df , Z=cm If == ^ JJf < 0 

其中 c 为引力常景. 


【4132】若物体的密度按规律〜 ~ (其中@>0及 A >0 为常数）而变化，求占有无限区 
域 y + y + psi 的物体的质量. 

解若令 isrcos ^ xros ^^ j ^ rsin ^ cos — z^rsin …则质最为 


M 


| 0 oe * y dxd>dz= J* dpj 、 d^» J r 2 ^ 0 e~* r cos^dr=4ic < oo J e ^ dr 


= -亨厂 Vde -知一亨， 
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別 : 


= 4，e * ( +-吾+ 咅). 


求以下列曲面为界的均匀物体的质心 坐标： 

【 4134 】 z=x 2 +y t x^y=a 9 x = Ot y=0^ z=0. 


解物体的质 m 为 


质心的横坐标为 


Af= p dr 厂 , djyp •， dz=-|-a 4 . 

= b\\ xdx \7 dy C ，2 d2= ^ • ft = T . 


同理可求得: V 。 


bW^W dy \[ y zd2= lJj: ( 苔一 … +2 fl ?_j|:r 5 )cLr 


I • 丄/ =丄 2 

J 180“ 30“ • 


于是，质心的坐标为办=% 


V 1 ， * 0 = 30 a - 


【 4137 】 


+ z l 


+ Z 2 


Cz>0). 


fy/T^T fVm 2 f 2 Cm 

解物体的质 ft 为 M = J o dzj jj - r ^ y ) yTv ^ =4 ] 0 <a2 -^> d ^ 


= 8^ 


于是， 


Mio dz ]-y^ 7 dy \ 


同 理可得夕。=0, 而 2。= 士 J * zdz 丨 ^ y^-r d >| 




8^ 


于是•质心的坐标为 1 。=>= 0 . z 0 = 


求以下列曲面（参变置是正的）为界的均匀物体对于坐标平面的转动愤置: 


【 4144 】 


0 


提示作代換 1*=«广(：0»%0#， _ y = ftrsiri 9 X ： os 0 ，z = frsin 4 •并利用对称性. 
解若令 a ^ flrcospcos ^ r ， jsArsinfcosAz ^ crsin # •则有 


I ty = abc 2 I d^J r 4 cos^sin 2 0dr= J ： , 


0 d ^= 


nabc 3 . 


利用对称性可得 /„=^ na J 6 c , /„ = Y 5 Kabl<： ' 

【 4151 】 证明 等式： 

/, = /, 0 +術 2 . 

其中 // 为物体对某轴 / 的转动惯量，\为对平行于/并通过物体质心 
的轴/。的转动惯里，为此二轴之间的距离及 M 为物体的质 M . 

证取质心为坐标原点 0, z 轴与/。重合 •/ 与 ar ： y 平面的交点为 
( f , i 7,0), 如图4151所示，则 

// =f [( x-?) 2 + (^- 7 ) 2 ]^ 

V 

= JJ (x 2 +〆)〆! ； + (J*+ y ) JJ jodv—2f JjJ x/?dv—2iy jj* ypdv (1) 
由于质心在原点，故 I 。=> =0,即 v ' 


izab 1 c. 
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第八章多重积分和曲线积分 §8.三重积分在力学上的应用 


■ ro = ^ l " Y dl;=0 及 y ° = ' b ^ y p dv=0t 

v - v 

并且 M = 代入 (1) 式，最后得 I , = I , o + Md \ 

V 

【 4152 】 证 明：占 有区域 V 的物体对过其质心 0(0,0,0) 并与坐标轴成角的轴/的转动惯莆等 
于： // = I x cos 2 a+/ y cos 2 ^-h l z cos 2 y — 2K^ cosacos^— 2 K ^ cos^cosy— 2K„ cosacos/f 
其中 I . JyJ . 为物体对坐标轴的转 动惯敏 ，而 


K , 


V 


lOT ^ dj - d ^ dz * K a — J || itxrzdrd ^ ydz ， K ,, = JJ cLrdydz 


为惯性积. 

证如图 4152 所示.距离 
\ OMXOKf \ 


d = 


\ Of ^\ 




rcos /3 rcosy 


rcosy 


y 

rcosfi 



其中 r = I 0\? I •由于 cos 2 a + cos 2 ^4- cos 2 y — 1 ，故有 


d 2 = ( j ： 2 +y ) cos 2 y + ( y 2 +z 2 ) cos 2 a + (z 2 + j 2 ) cos z p — 2 xycosacosp — 2^ zcos^cosy — 2 xzcosacosy . 


于是 • 


dxdydz 


' p . 

p • (P+y )drd < ydz + cos 2 ojjj l o • (/ - I - z 7 ) dxdydz + cos 2 • ( j 2 )dxd.ydz 

一 2 cosacos /3 f^rycLrdydz 一 2 cos^tosy jjjpyzdrdydz 一 2 cosycosa jj pxzdxdydz 
h cos 2 a+/ y cos 2 /?+ J t cos •’ y — 2 K ^ cosacosp — 2 K W cospcosy —2 K „ cosycosa . 


证毕 • 


【4155】 求密度为外的均匀球体 f + iZ + fg /? 2 在点 Cr ,： y , r ) 的牛顿引 力势. 

揋示 取 O 芒轴通过点 p(j ： , ： y,z), 即易 获解. 

解 由对称性显然可知•所求的牛顿引力势与轴取的方向无关.今取 Of 轴通过点即 
得牛顿引力势 


u(Xfy^z) 










d ^ dT ? 


其中 ^ 


积分之，得 

u(x,y.*) = 2^ | R r ( >/1? 2 -2 彳 +〆 一 |f-H)df. 

r 2 


r ，vT + 7 2 +(C — r ) 2 


由于 J R r v ^ T ^27 f +7 r df =^： C ( i ?+ r ) 3 - | R _ r |，〕=- 


7? 3 —+ 2 rK t r > 尺， 


r * + 2/? 2 , 


r<K ， 


及 




|2/? r , r >/?, 

r < R . 


因而，最后得 


w(jf \sz)=^ 


土 

3 r 




r>R 


2npo (R 2 -^ •〆 ） ， r^R. 
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由以上结果可以得到下面两个推论： 

(1>在球外一点上的牛顿引力势，与将球的全部质童集中在它的中心处时一样； 

(2) 如考察一个内半 径为尺 而外半径为沁的空心球，则它在位于其空隙处的一点 （ r </^ 上的牛顿引 
力势可表示成差 

uix,y^z') = u 2 Cj ： 9 y 9 z) — uxixtyfz)= jr 2 )27^ — (/?? — -yr 2 ^2npa=2n{R\ —/?? )po. 


它与 r 无关,故空心球体在其空隙范围内的引力势保持一个常 数值. 

【4159】 求密 度为外 的均匀圆柱体对单位质童质点 P (0,0， z ) 的引力 • 

解由对称性知，引力在 Or 轴和 Oy 轴上的投影为零，即 X = y = 0 .若引用柱坐标，即得引力在 Oz 轴 
上的投影为 


<c-*)dr 


〜 <X 娜 J:J> W : b + (卜 
2 命 卜 办 [y^T7~-v^ + (A - W-lzl + l/nl]. 


易知，当0<2：<>|•时， Z >0, 此时吸引力軔着向上的铅垂线》 


^ Y < z < h 时，2<0,此时吸引力朝着向下的铅 垂线* 
当《=>!•时， z = o , 引力为零. 


§9. 二重和三重广义积分 


1°无界区域的情形若二维区域 n 是无界的•函数 /(■!：,： y ) 在区域 n 上连续，则 定义： 

(j* ， y)d ： rd>»= limJJ* fCx*y)dxdy, 




( l ) 


其中 a 是可求积有界封闭区域，并且它们组成 n 的任意一个竭尽递增 序列' 若右铂的极限存在且与序列 
a 的选择无关，则相应积分称为收敛的 * 否则称为犮教的. 

类似地定义出连续函数在无界三维区域上的三重广义积分. 

2 ° 不连缕函数的情形若函数 /( U ) 在有界封闭区域内除了点 4) 而外处处是连续的，则 定义： 




(lim |J* /(x.^Odrdy 


( 2 ) 


其中 R 是包含点 P 的以 e 为直径的区域，并且当极限存在时，所研究的枳分称为收敛的；否则称为发散的. 
假定在点的邻近有等式 

/(i ，： y) = L 1 ， 


其中函数 ^2：，： y ) 的绝对值是介于二正数 m 和 A 1 之间，且 

r= 一 fl)*+ (y —6) 2 ， 

则1>当 fl <2 时，积分 （2) 收敛； 2)当时，积分 (2) 发敗. 

若函数 /(： r ，： y ) 有不连续的线•也珥类似地定义出广义积分（2〉. 
不连续函数的广义积分的槪念易于引伸到三重积分的情形. 


• 区域 n 的竭尽递增序列是指这样的序列 ric 对任意正整数 n 有且0 cin = a . 

«•*! 
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硏究下列具有无界积分域的广义积分的收敛性 （0<m< | < p ( x 9 y )\ <M)： 


【4161】 




v) 


u 2 +y) 




解题思路注意到广义重枳分收敛必绝对收敛 • 

drdv 


由題设知，所给积分与积分 


啤 . 

« i 


(•r 2 十 y) 


同时收敛或同时发散.由 


于 I 


是正的，从而引用 


极圭标，即可知所給积分当 p >\ 时收欸，当 P <1 时发散. 

再注意到广义 m 积分收敛必绝对收敛.即知积分 


jn _^ Ig(xty) 1 ^ M 

+y )， 、 +y )， • 


X * 


J ■(-多球 ，崎 


J Jy Jj ± rdy 同时收致或同时发敗.由于 ” 是正的•故引用极坐标.得 


T 7 T 7 y^ dy= r 如 r m = v 


h ， P >1 


+ oc ，/><1. 


由此可知，原积分 Jf ( ^^<Lrdy 当 P>\ 时收敛，当 P<,\ 时发敢. 


【4164】 


,L ^ (一 )• 


解由对称性及被积函数的非负性，有 

drd y _ ^ 


i 。 舞 =4 1 舞 +1 


djdv 


( 1 ) 


l ： rl ， +lyl ， 1 ^ i，+y ' 1 去 1 ’ 

其中 == { (: r，>0 I T^O*y^O,x-i-y^l ,f } 2 — [ Cx,y) |x^0,y^0*x+y^l, ，令 

Ha — { (-r»3») \x^ 0 ,y^ 0 ,x p } •易知，当 J^0,.y^0.x / 4-y ^2 时必有: r+y>l( 因若 *r + >»<l ，则 

必有 0<:r<l,0<：y<l, 从而， 0<^<l,0<y<l, 这就会得出分 +y <2) • 故 a = a. 由于 A 是有界闭 
区域.故 （1) 式右端第一个积分为常义积分，因此，广义积分 

IT djdv 


ur+bi 


的敛敗性取决于广义积分 Jf 的敛敗性，在此枳分中作变敏代换 


y 


0 , 


则易知 


DU.y) 

D(r,d) 


7^^sml^ l 9cos7^0. 


于是，注意到被积函数是非负的•得 

JI^Ty = ^L f sini ^cosi 

fl 3 

由 3856 题的结果知，右端第一个积分 

sini^^cosi- 1 ^^ Cp>0,q>0') 
恒收敛，且其值为 + B ( + ，士 而第二个积分 

I ； 士卜心 


dr. 
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当 


3< — 1(即+ +丄<1>时收敛，当冬+冬一3>-1(即+ + + 时 发散. 


p ' Q . P q P q p q 

综上所述，可知广义积分 U 仅当士++<1时收敛. 

【4166】证明 ：若连 续函数 / Cr ,： y ) 不为负及,2,…）为有界闭区域，并且组成区域 S 的任意一 
个竭尽递增序列.则 

JJ * f(x,y)dxdy= cLrd>* 

这里左端与右端同时有意义或同时无 意义. 

证取定一有界闭区域的序列 S :( n = l ,2, …）， SCZ^CI …匚 S ', C ^" C ： S ， 且.由于 /( 2： ,;y) 在 

H — 1 

S 上非负，故积分序列 Ii/Cr,jy)drd：y 是递增的，从而•极限 


存在（是有限数或是 + oo ) .我们要证 


/ = lii^/(:，，)cirdy 
linJJ f(x,y)drdy= I. 


( 1 ) 


( 2 ) 


先设〖为有限数.任给由 （1〉 式知，存在/ V•使当1»>/^时，恒有 

/— «< J */( xty ) drd < y </4- e . 

又存在 n。， 使当 M > n。 时 ，S_ 二) S : v •从而•根据 /( U) 的非负性以及 （3) 式，得 

JJ/(x.y)drd>^ ^ f(x,y)dxdy>I—e. 

另一方曲，对每个固定的 n^no 又必存在某个充分大的 h(>N) 使灰 IDS， .于是，冉由 （3) 式得 


(3) 


/( j f < y ) d - rdy ^ /(2：，>0(11(^< J 十 e . 


由此可知，当 n > n 。 时，恒有 


/ 一 




(xt,y)cLrdjf</+ct 


故 （2) 式 成立. 

次设 f = + oo . 任给 M >0, 由 （1) 式知 ，存在乂，使 


/(xty) (Lcdy>M. 


又存在 A ，使当时，恒有 S _=) S ^ ，从而，此时有 


fCxfy)dxdy^ f(.x^y)dxdy^>M, 


故 （2) 式成立.证 毕. 

计算下列积分（参数是正的） 


_ f ^ 

解由于被积函数非负，故/= j ^= r ^ i 7 y - 


而当 《?>1 时， 




r 
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一1) 


(注意，当时，此积分发散，从而，/=+⑺）；又当 p > g 时， 

(注意，当时，此积分发敗 ，/=+«>) 

综上所述，可知：当/>> 9 >1时 ， f ^= ( p _ J ( -—y 

j ^ y>l 

变换为极坐标，计算下列 积分： 

I 4175 J 厂厂 e - u *” 2> d : d ： y . 

提示 注意到被积函教非负•采用极坐标即可 获解. 

解 由于被积函数非负，故采用极坐标就有 

nc e uz ,2，djd：y= Mr re ,? dr =2 n ("" Y e ,2 ) 


— IT 


计算下列 积分： 

[4178] J ■ J " e - 2 + ㈣ 切’ ♦泌 ♦ b " drd>l ，其中 a<0 , ac - b z > 0 . 

解我们有（令 5- cic -6 2 >0, r = x +—>) 

a 

< p ( x ^ y ) = ax 2 m ¥ 2bxy m \ m cy l ^ 2dx ^ 2ey ^ f 

= a ( x 2 + ^xy + ) + q £ -^ y 2+ 2^ x 4- 2ey^f 

=a (J+ 上 y ) 十手 〆 +2«/ > r+2e < y+ /=a/ J +2</ (/ 一 ^ ■_>» ) -\-2ey-\- f 


其中 


= fl (f 2 + H + J)-^ + +[y + y (『 W >： y +^^_ 

= a (H • 手 ) , + + (;y+^^) , +A 
=/— ^ ae * 占 [a /(af - ft 2 ) - </ 2 (ac ■- 6 2 > - (ae - 6d> 2 ] 

= -^{acf—b z f—cd l —ae z + 2 bde) = -j -, 


ae — bd) 1 
~~^~~ 


+ / 


这里 


A = 


a b d 
bee 
d e f 


今作变最代换 


u 


,b t d y—a 


(1) 




S ae—bd 
a 8 ~, 


贝! 1 史(1，：>0 = —《 2 —1/ 2 十/?.又 


D(x,v) 


D(u,v) D(m ， v) 
D(i, ： y) 

a 


0 


方 〉 0 . 
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故线性变换 （1) 是非退化的，它将 （ x ，： y ) 平面的点与 （《,!；) 平面的点一一对应.于是，利用4175题的结果，得 

| +00 | +0 ° e— … drd ： y= e -- 2 - . 2 ^ J _ dudv= 1. c f dudv=^zei. 


•/S 

研究下列不连续函数的二重广义积分的收敛性 ( 0 < m ^\< f ( x , y )\< M ) 


【4182】 






z ^ xy ^ y 2 y 


dxdy. 


故 


解由于 ^十巧 +y == "|"( z 2 + y 2 ) + "|"( i + y ) 2 >0 (当（: r ， y ) 尹（0,0)时）， 

M 


_ m _〈 l ^( xty ) I <_ 

U l +xy+y z y 〜 （ i* + jrjy+y 广、 77"+jry+y V 


(当 ( i , y ) 关 （0,0) 时〉 


再注意到广义重积分收敛必绝对收敛，即知积分 


JI 户办与 II (x*-f 

U<i 




drdv 


同时收敛或同时发散.由于 



7 >0(当 UoO 关 (0,0) 时），采用极坐标即得 


旷 r 




(l + ~|-sin2 汐 ) 


1 

^ . 0 r 



J ： 


dd 


(1 +jsin2 沒 ) 


7 为常义积分，其值为有限数，而 


L 备 


2(1 - />)• p<1 * 
+ °°， P ^\. 


由此 可知： 原积分 


， 2 + y 2 <l 


■ ( ' x 2 — djrdjy 当 p < l 时收敛•当 p ^\ 时发散. 


14,831 丄 1 ^ ( 一 0) ， 

解由对称性及被积函数的非负性，有 


J 』 舞 -p 

Xl + | yl<l X >0 or ^0 O t 


dxdy 






dxdv 


+ 乂， 


( 1 ) 


其中 /3, = { (x,^) U^0.^0,x+y<l }, 

Clz — { ( x *3») | x ^0 t ^^0, x + y^l . x # + y ^2 I . 

令邙={( < 1 ， 30|：|：>0,>^：0,分+：/<2-广”，易知，当0：>0， > >0 ,分+/< 2-，-*时，必有 < 1+3；<1(因为 

_ ■•从而， ■•由 此知文 + •故 A 


= n 2 . 由于函数 


分 +y 


在有界闭区域 a 上连续，故 （1) 式右端第一个积分为常义积分.因此，广义积分 


dxdy 


\j：\ p + \y 


7 的敛散性取决于广义积分 J [ 的敛散性. 


Ul - fl > l<l 

在此积分中 作变萤 代换： r = ri C 0 S + 沒 ， v = ；-- ; - 1 


，则易知 


D ( xtv ) _ 4 丄十丄一夏 

D (, r , d )~ Tq P ' 


^ cos 7 " 1 9 . 


于是，注意到被积函数是非负的，得 
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由 3856 题的结果知，右端第一个积分 

| o T sinf _ ^ cos 7 _, ^ (/»>0, 9 >0) 

恒收敛，且其值为 4 ^ ( 士，士而第二个积分 

2 q p 


当4 +丄 一 3> — 1 (即士 +丄〉 1) 时收敛，当4 + 2一3<—1 (即4 +上时发散. 
p q P q P q P q 

综上所述，可知原积分 T , , ， 当士 + 士 >i 时收敛.当士+ 丄 时发散. 

丨丄. Ul + I：yl p q p q 

计算下列 积分： 

M 18 9 】 J [ InsinU - Wdxdy , 其中区域是由直线 y = 0 , y = x * x=n 围成的 • 

n 

解 作变 M 代换 : r = u + t ；,： y =« — t ；, 则 Ojtjv 平面上的区域 n 变为奶平面上的区域 n '. 显然以由直线 

U = V $ V = 0 fU^V = 


所界.又有 §^5 = 一 2 .于是•再注意到被积函数非正，即有 


J 


InsinCx — y ) dxdy =2 Insin 2 vdudu = 2 


Jo f dv \ r . 


Insin2vdu 


= 2 ( w — 2v ) lnsin2vdi ;= 21n2 ( ir ~ 2v ) di ;- f-2 (» r 一 2i ) lnsinw^+2 J 7 ( 7r — 2v > lncos7/dw 

= ir : ln2 -专 ln2 + 2 广 ( k - 2v ) liwim ^ lv+2 2 / lnsin/dr = ^- ln2 4 - 2 n lnsinvdv 

= yln2 + 2ir ( — yln2 ) =— yln2 . 

* ) 利用 2353 題 （ 1 ) 的结果. 

硏究下列三重积分的收 敛性： 


【4191】 


J y djrdydz ， 其中 0 < m < 1 9 ( | < M . 


解题思路 仿 4161 題，所给积分与积分 JJ 同时收敛或同时发散.注意到 


是正的，采用球坐标 * r = rco ^ pcos 少 ， y = rsin(pcosipi 


M 


U l + y l + z l y 
• f •时发散. 

再注意到广义重积分收敛必绝对收敛•可知积分 

与 17 


即可知当 p >* l •时收敛，当户< 


〆 ly(jtytz) 1 ^ 

^ / 2 I 2 1 ? \ ^ ’ 


J , 


• y + z 2〉， 一^ # ki ( x 2+ y + z2) ， 

同时收敛或同时发散.由于被积函数是正的，采用球坐标 x = rcos < pcos ^ y - 
rsin0 ， 得 


rsin ^ cos ^. 
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• t 2 + JL >1 


drd - 


( y + y + z 2 〉 




- 



当/ >>1 时收敛，/<音时发散 I 由此 SI 知 


，: v ，2) 


( y + y + r 2 穴 


drd：ycb 当/>>4•时收 


敛，当/>< +时发散. 


【4193】 


drd 


ixP + i^kr ^ >0 ^ >0 - >ox 


解由对称性及被积函数的非负性，有 


drd 


r + l ： yl f + W r 


= 8 


.>>0.«>0 o % 


dxdydz . R ITT dxdydz 

1 U v + y +. 




令 ^ { (* r ， jy ， 2 ) I x ^ O , y ^ O , z^O .- hy * + >3 } ，由于当 x ^0, y ^0. z ^0. x p +y 4- z r >3 时必有 j + y 

+ 01( 否则， ■ r +： y + Z < l , 就有 从而，^<1，乂<1， 2 ：，<1,于是分+父 + / ： ^3),故/2 2 = 

& 显然，为常义积分，故积分 I 厂 々 lzl ， 的效敗性取决于 j 


的敛舣性.对此枳分， 作变财 代换 

X = /?i CC 


ip 9 y = jR 7 sinT ^pcos "9 ip t z — R^ sin*T \b. 


则易知 


D(x.y,z) _ 8 R L^l.,L 
DiRffp^ip) pqr P q 


炉 sinf 1 9>sin^ 1 0cosi ’ f 1 ip. 


丁•足，由被积函数的非负性，并利用 3856 题的结采，得 




ii- l <pd<p- R 7 + l + i- 3 dR 


pqr 


+ B (+, 士 + 十） •+ B (+, 士) C RW + Sdi? • 




(+，++ 十) B (+•女 ) J 7 rW+ — 肌 


由于积分 L ； aw ， 即士+十 


y < i ) 时收敛，当 f + f + j — 


彡一】时发散，故积分 JJ ^ T -^--^ z ， (从而，积分 


I 

1 ， 1+1 诉 1 


FIi 4^^ T 〉 当++士++<1 时收 


敛，当古发散 ■ 


计箅下列 积分： 


【 4199 】 




解采用球坐标•由被积函数的非负性，有 


J*°° e- <x2+y2> - 2> dxd^dz= cos^ J^^e-^ 2 dr= 


r dr. 


作代换，则 


， 2 如 = +厂'“、 = +咕) =_ ^(+) = 
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于是， 


【 4200 】 计算积分 


仁仁仁 € 

nnn 


广 U 2 




dxdydz=n^ 


▼ ， 

其中 ，: r 2 ,: r 3 >= 2 ^ a tJ x t = a , 〉为正定二次型 • 


解用 A 表矩阵 


由于二次型 11 ah , 是正定的，故由高等代数中关于二次型的理 论知： 存在正交矩阵 

i-l >-1 

bu bu 

B= bz X bzz bn • 
biz bn t 


At 0 0 

B ~ l AB = 0 A 2 0 , 

0 0 A , 

其中也即在线性（正 文〉 变换 

(X\ —b u x\ +b xt Xi +6i3jrJ 

\ x t =6j,x / , +b u x t +bux\ 

+ ^33 JS 


之下，二次型 P ( t , . mj ：,) 化为平方和 


PC^i 


2 yi =Ai J > 2 +Ai J2 2 +Aj x > 2 . 


注意，由于是正交矩阵，故的转置 矩阵） ，从而，|3| = |6„丨=士1.显然， 


g ； J r J r J i ) = i6, > i=±i. 

D(xt tx 2 tXi) 


由⑷式，有 


m : 


- r : nn ^ 


dr 彳 dx f 2 dx ； 


再作变 量代换 Z =+ Ml ， y 2 


忑 111 ， T2 一忑 , 


rj =-7= M 3 .»'J 

n / aT 

D(tti t U 2 t ( i 3 ) 


■ 

\/Ai A：Aj 


于是（注意 4199 题的结果）， 

nnD〜 2 w 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


= ^ nnn e " <B?+B| ^ >dMidMzdM3= 


Ai Az A3 


( 6 ) 


但由 （2) 式知（记 d = k ,| = | A |, 注意•由于 a w x . x , 是正定的•故 △>()) 


A =\ A \ = \B 

于是，根据 （5)、（6)、（7) 诸式，最后得 


IA | • \ B \ =Ai A2A3 


(7) 


nnn — 


dxi dx 2 djr 3 = 



399 



吉米多维奇数学分析习题经典解析 


§10. 多重积分 


多霣积分的直接计算法若函数 /( 々 ，&，•• 

)< x 2 < J 2 (xi ) 


，二）在由下列不等式确定的有界区域 D 内是连续的： 


% (^1 ，12， … tX,-i (ji tX 2 f — 

其中 J * 彳和 Z 为常数 ， jrUaTi ) .•- .xl (xi . J 2 , —.x.-i ).x!!(xi ，— .j,-j ) 为连续函数，则相应的 

多重积分可按下列公式来计算： 

[I … f/(o ： i ，《 r2 ， “ ，《 Oda: 1 da ： r"dr )i =f Jl dri [ ^ 1 dr 2 ”. 1 f(x } f x 2 ,^^x n )dx n . 

JJfl J J J| J jj (X| > J ^(X| > 

2 ° 多霣积分中的变置代换若 

1) 函数 /(on, 々， … ， a) 在有界可测区域 n 内是一致连续的； 

2) 连续可微函数 J：. = 於（色 ，$2 •… •乞）（ 1’=1 ， 2^",^0, 把 0 工 1 ， 0 ： 2 ,*", > 1„ 空间内的区域 D ——映射成 
O 、 ' 七， … ，匕 空间内的有界区域 


3) 在区域 W 内雅可比行列式 / 


D ( X ] t J 2 t 


D < e , t 6 t - t 6.) 




则成立公式 


JL … J ^ Xx •而，心 1 心* … 心， JJ n .… J ，备，…•夂 ） I 门 各 “. d &. 


特別是，根据公式 


x \ = rcos^si t 
Xt = rb \ n < p \ COS92 


Jn-i =rs\n<pi sin^ •••sin^-^cos ^-： 
•r« = rsin^ s\n</>z 

变换成极坐标 （r，9i ，矜 *•• •，弘-|>时*有 

，一 DUi 二•一 


ysin^v 


D(r , 沪 

【 4202 】设 /=/(■!：, , 々， ••• ，为区域 2,… ， n) 内的连续函数，证明 等式： 

|户丨 J。】dr 2 …|厂 f < Lr m = J 0 djr - J (Lr.-i … J /dx, (w^2). 

证考虑下面三个有界闭区域： 

fi= { (xi ， : T 2 , … ， If) I 0 < 1 ,< 文， 1 .= 1 ， 2〆 "，？？}， • 

A = { (A ， JT 2 ,… ， x 雎 ）I 0<Xi <J,0<x 2 <Xi ，― }, 

O2 = { (xi 9X2 9 999 tX,) I O^X.^XtX,, •… fJ 2 ^Xi • 

由假定 /(x, ， … ， A 〉 在区域上连续，显然 ， A cm, aczn, 故 /( 々， … ， A) 在 a 与 a 上连续 . 根据化”重 
积分为累次积分的公式，我们有 

JJn … J * /仏 ••• dr , = J 。 <^ 2 0 " j ^ 1 / dj , * ( 1 ) 


几 … J / dx , … dr , = J 。 dr , J : dx -- 丨… J : 


( 2 ) 
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下证事实上，若(右 ，…， xjea , 則 

0^X\ ^Xf0^X2^Xi f ••• f 

从而， （)<：!：_ < 1 < : r ,-2 < … <： r 2 ^Jj ^ x . 

于是， 


(3) 

(4) 

(5) 


由此可知 （ x 1 ，…， xjeA •反之，若 ( A ，…，心）6/3 2 ,则 （5) 式成立•从而 ，（4) 式显然成立，由此又知 （3) 式成 
立，故 ( A ，…，: rjea , 于是，仏=/3 2 获证. 由此，再根据 （1) 式与 （2) 式，即得 


J 。 dr 丨 J: dr 2 ― | q " ' /dr. = J 。 (Lr, J! dx ,-】 … J: /dxj. 


证毕 • 


计算下列多重 积分： 


[4205] l n 


H 


dx \ dr 2 ••• dr Jl . 


W .. 

解化为累次积分，有 


我们又知 


/■= J: dx, Jr 仏 … J:T 〜 C ••• 〜 dx., 


2 卜 W，i 

Cl 一 •••—；-2 一 ； ) 

Jr 1 — 〜 3 〜 


=了(<*一11 一…一: r _-*〉 2 ， 




(a — & 一…一 • Tf - aYdorr ; 


3! 


(a — or ! — … 一 a - j〉 3 • 


这样继续下去，显然有 

J7* cLrJ:〒* h … Jr’’ •.〜 CLT..J7—* 


(n-\)\ 


(a — a ： i ) 


于是， 


/ -= J :?^ T 7 T ( fl W -,d ^ = 


【 4211 】求； I 维球体 d +: r |+ …的体积. 

解 令 x.= fl e (« = 1,2,… ， n ), 即得体积 

V n = jJ*—J dri dx 2 •••dr. =a m V m (1), 

其中 K ( l ) 表示 a = l 时的； I 维球体的体积.但是 

V .( l )= J [… J* JJ-J dft # … de •- 

e ^ e |+ …«5 ——< 


,- i ( l ) I 


( 1 ) 


J 2 sin ■穸 dy ? 


■ 啤匕(士 U 屬 r ( 宁 ) 


r ( 宁 ) 


r ( 宁 )’ 


因为 V : (1) = 2, 故由上述循环公式可得 ^(1)= 


7 T 子 
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因此，所求的体积为 




r ( f +0 


对于 M 为偶数及奇数，分别可得公式 

特别是，对于可求得熟知的值 ：2 a . 


(2 irV 


(2 /n + l )!! 


土 

f T 


I 4215 J 证明等式： J jjdji I ' j ： 2 dj ： 2' m ' J " fCx m ^i )d x,-i = J 0 (i 1 一 “ 2 >"/(“)d“. 

证利用 4202 题的结果，即得 

J 。 xidx, J 1 j 2 dr 2 ― | o " /(x..i)dx,,-i = )Ar„i j ： _dr_J, i.-idr--，••• J, x y dr, 

— | o /(x>+i )(1^!J x,dj,, J — J -|-(x 2 —x|)x 2 Ar 2 

=J WjvmJ •r-drj ― J -:5 ) z : s (lr 3 


= \/ U - 




在上述积分中，将 A •，代之以 u , 不影响积分的值•故得 

… J : /(x. + ,)dx.^i = 2^j J (x 2 -M”V(ii)d“. 


【4216】证明狄利克雷公式 


H P% -i ，，-1 ，•-1 」」 j r(pi )r(pi ) ### r(p,) , A 

V V …" d 。 dr 2 … dr _- r( 户^：外 (p 、， p” 


P ，>0) 


x i 



提示 用数学归纳法 证明. 

证我们应用数学纳法证明之. 


当 


时，公式显然成立.即 


. 一 ’ 、十 F 


r(p,) 


(Pi + i 〉. 


其次，设公式对 n — 1成立，今证公式对 n 也成立.为此.将公式左端写为 




(Lri 


dr •- i. 


•x 2 


在里面的 M — 1 重积分中作代换 


(1—X.)^, fX 2 = (l—X m )$2 


(1 一 I ”） 疗两 - 1 ， 


即得 


r ( A ) r (/> 2 )." r (久 - i ) 

r(/>i +/> 2 +… +i> 


J : : r :， (卜 i.Vd 


_ r (/ >,)-r(/>,-,) • £^IL£i±r±^zi±12 

r(/>i + … +/ v » i + i ) r(A + —+户胃+ 1 ) 

_ rcpi)r(p 2 )—rcp m ) 

r(pi +/> 2 +〜+ a *+ i )' 

这样一来，我们得知公式对 n 重积分也正确.从而，对 ti 为任意的正整数时，狄利克雷公式均成立 
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【4219】计算半径为尺，密度为作的均质球对自身的引力势，即求积分 

d iTT (TT do：] d>] dzi dx 2 dyz dz 2 

u ~ 2 ill HI , 

r 5+ 心 


式中 n . 2 = v ( x , — x 2 ) 2 + iy \ —yzr + Czi — z 2 ) 2 . 

m = 夸 [[ cLt ! dyi dzi 


解我们有 


dy 2 dz 2 
r\.i 


由 4155 题的结果可知 


d > r 2 dz 2 


2兀尺 ？ — - TTirr ? f 


其中 n = 


X ? +y + r ? • 于是（利用球坐标 ）• 

专 i (2n/? 2 - ~|~7rr? Jdr’dyit^ =专 J* 。 d^J 2 ^ cos^d^J ( 2nR 2 —^Ttr 2 ) r 2 dr 

x 卜卜卜 ° f 。 

yfir 2 ^/? 5 . 


§ 11. 曲线积分 

r 第一型曲线积分若函数 /( hjy , 幻在平滑曲线 c 

x=x(t ) , y=y(t ) 9 z=z(t) ( 。 </< 丁） ( 1 ) 

的各点上有定义并且连续为孤 K 的微分，则 

丄 /(x ，： y ， *)ds = 厂 /0(0 ， 〆/) ， * ⑴ ] VxHO-^yHn^-zHOdt. 

这个积分的特征在于它与曲线 C 的方向无关. 

2°第一型曲线积分在力学上的应用若^0= /0 (*|：,少： 2 )为曲线（：在点（ > 1：,：^ 2 )的线密度，则曲线0：的质 
量等于： 

此曲线的质心坐标 （ jt 。，％, ro ) 由以下公式来表示： 

<-Tt 

3°第二型曲线积分若函数尸=尸(工，>^ 2 ：〉.0=(5( > 1*0，*>,尺=尺(工,，《：〉在曲线（1)上的各点是连续 
的，且曲线的方向是使参数/增加的方向，则 

J( P(.x t y 9 z)dx-{-Q(x,y,z)dy-\~R(x 9 yfz)dz 

=| < P[j(/) ,^(^) ,z(/)]j / (0+Q[x(/) ^y(t) (0-\-R[,xCt) ,yit) ,z(t)^z U) >dr. (2) 

当沿曲线 C 的方向变更时，此积分的符号也变更.在力学上积分 （2) 是当其作用点描绘出曲线 C 时变力 
所作的功. 

4°全微分的悄形若 

P (. X 9 y ^ z ) dx -\- Q (. x % y ^ z ) dy -\- R (. X 9 y 9 z)dz = du ^ 

式中 W = W ( x ,： y , z ) 为区域 V 内的单 值函数，则积分值与完全位于区域 V 内的曲线 C 的形状 无关： 




3 >»«)dst ZoT= ^j \ z P ^ Xt y * z ^^ s - 


Pdx-TQdy+Rdz= u(x 2 ，於 ， z 2 ) 一 w(x 】， yi > ， 
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式中 （ A , %, A ) 为积分路径的始点，（心，火，々）为其终点•最简单的情况下，若区域 V 是单联通的，而函数 
有连续的一阶偏导数，则上式成立的充分必要条件为：在区域 V 内，下列条件恒 满足： 

9 P = dQ dQ = dR 9 R = dP 

9y dx y dz 9y f dx dz % 

这时，在区域 v 是标准长方体这种简单情形下，函数 “可 按下面的公式来求得 

u ( x , y * z ) = | P (, x 9 y , z ) dj ：-\- J Q ( x 0 * 3 ». z ) dy + J R ( x 0 tyo tz ) dz ~ hc , 

其中 （ A 为区域 V 内某一固定的点，而 c 是任意常数. 

计算下列第一型曲线 积分： 

【4225】 J ( ( d + W 〉 山，其中 C 为星形线: r ++： y += a 4 的弧. 

解按参数方程计箅.若令 x = acos 3 / t : y = aS in 3 “则 

ds = •/ 9 a z cos 4 / sin 2 /+ 9 a z sin 4 / cos * t d / = 3 acos / sin / d / 

于是， I (> r + + < yi )di =4 aT ( cos 4 r + sin 4 /)3 acosrsin / dr =24 aT ^ sin 4 rd ( sin /) = 4 aT . 

【4243】 计算均匀曲线: y = a chi 从点 A (0， a ) 到点的弧的质心的坐标. 


解弧 K 的微分为 


ch — dx. 


质敢为 


dj =>^ l + sh * 

M= < o 0 I ch -j-djr=fl < o 0 sh —a 2 


于是，质心的坐标为 


=b - a ^!^ a 、 

>。 =告 J > f ^\> 含 U : 噌 [ f +>¥] I : 


Vh l - a z 


由 ^ach 从而， S h 卜小 W ± 


Vh 2 - a l 


在参数增加的方向，沿所指示的曲线来计算下列第二型曲线 积分： 


【4255 】 （f 

J ABCDA 


dr+dy 


，其中 ABCDA 为以八（1,0〉，识0,1>,0：( — 1，0>,0(0, — 1〉为顶点的正方形 


rl + lyl 

的围线. 

提示注意正方形各边的方程分别为 

AB ： y=l—Xi BC ： y=l+x ； CD ： y= — l—j：i DA ： y=-\-\-x. 

解正方形各边的方程分别为 

AB ： y=\—Xi BC ： jr=l+x ； CD ： y= —1—x ； DA ： y= — 1+x. 

于是， 

X dx + dy _ f dr+ d_y j f cLr + d) 丨 f dx+d_y | f (Lr+dj 

J ABCDA |x| + lyl Jab x + y J ac 一： r+y Jcd — x—y Jm x — y 

=J: (l-l)dx+J: 1 2cLr+ J 0 ^ (l-l)dr+J: 2dx=0. 
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【4257】 f arctan 子办_(12：,其中 OmA 为抛物线段 y = jr 2 ， On 
解 如图4257所示，我们有 

a ) arctan -^- dy — dr = arctan 一 cLr + arctan -^- dy—cLr 
JOnAmO x JOmA X ) MD X 

— J 2 xarctanxdx — J dr + J " (arctanl — l)<Lr 


为直线段 ： y = 


—x arctaar 


= 4-( x - 





注原题为 J dyarctanf —dr ， 若把它理解为 

J* d ( yarctan 子 ）- dr • 

則其值为零，与原答案不符 . 

验证被积函数为全微分，并计算下列曲线 积分： 



C 4262] /(: r +： y )( cLr + d ： y >, 其中 / U > 为连续函数 • 

J (0.0) 

解題思路令 F ( a :, y )= f(u)du. 注意 

F ， x (.x t y) = F ， y(x*y') = f(.x-\-y) « 及 df *( j，30 =/( 1 + >0 (dr 十 d >») ， 

即可 获解. 

解令 F (: r ,； y >= ]^”/(«)如•由于 /(“) 连续，故 

F ^( x . y ) = /( x +>), F / ,( x *>) = /( x +3 »)t 

并且它们都是: r,：y 的连续函数.因此， F ( x ，： y ) 可微，且 

dfXi，})*®/ 7 :(*r ， >0dr + F ;(i ， 30d < y = /(x + 30(dr+d < y) • 

故/( 1 + 30 (扣+办)是全微分，并且 

[/(x,y)(dx-f-d < y) = F(a,6) —F(0,0)= f /(w)du. 

J ( 0 . 0 ) Jo 

【4267】二二 沿着不与直线相交的路径 • 


解 P =~ 


U - y) tf 


( jr A ). 容易 验证: 
3Q_dP _ x^y 

3x dy Cx—y) 2 




考虑平面上的区域由于 r 2 是单连通区域，且在其上，故在上， Pdr + Qd . v 是 

某函数 u = u (: r ，： y ) 的全微分，从而，在上线积分1 Pdr + Qdy 与路径无关.因此，可按平行于坐标轴的直 
线段来计算所给积分，得 



「 xdy-yda: 

J (o.-i) (x—yy 


1 -(-l)dr 
o (x+1) 2 



也可利用简单的技巧求出函数 tKx, ： y) 来.我们有 


xdy — yda: _ (x~y)dy—yd(x — y) _ , / y \ 
Cx—y ) 2 Cx—y ) 2 
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从而， 


| •⑽ x dy-ydj：_ y 丨 (1 . 0> =1 
J<0 •-" (x—y ) 2 x — y I ( 0 t -i) 


【 4277 】证明下面的估计对于曲线积分是正 确的： 


Ife 


Pdr+Qd：y 


< LM , 


式中 L 为积分路径的长 ， M=max ( 在孤 C 上 h 

证明思路首先注意到 

( Pdx-^-Qdy | = | j t . (Pcoso + Qsina)ds | ^ | Pcosa+Qsina | ds, 

其次，由 （ Pcosa+Qsina ) 2 + (Psina—Qcosa 〉 2 = P 2 +Q 2 可知 


从而，命题易获证 . 


证由于 


又因 


故有 


(Pcosa+Qsina) 2 ^^ + Q 2 或 I Pcosa + Qsinal < /F+ff <M. 

J" Pdx-f Qd.y I = I J . (^cosa+Qsina)di | ^ J" | Pcosa+Qsina | ds* 

(Pcosa-f Qsina) 2 =P 2 cos 2 a+Q z sin 2 a + 2PQsinacasa, 
O^CPsina—Qcosa) 2 = P 2 sin 2 a+Q 2 cos 2 a— 2PQsinacosa t 
( Pcosa + Qsi ^^^+ Q 2 ^ 


从而 ， I Pcosa + Qsina|< v/P 2 +Q 2 <M. 于是， 

Pdx + Qd ^ 

142781 估计积分一 ( xOy ) 

16 




L ds 


LM . 


?• 证明： lim/ R = 0. 


提示注意在囬 x 2 +y =/? 2 上，有 p 2 +&<^ ，及 m = 
解在圆 ¥+：/=/? 2 上•有 

P 2 +(? = 


，并利用 4277 题的结果 . 


x 2 


X 2 + 


(x 2 ^xy+y 2 r (x^+x^+y 2 ) 4 Cr*+:r ： y+y 〉碌 • 


于是 , 



. 利用 4277 题的结果，即 得心 的估 计式： 


8 tt 




由此可知 ：lim I R =0. 

R—OO 

计算下列全微分的曲线 积分： 


【 4289】^ /( 7x 2 + ： y 2 +z 2 )(xdx+ydy+zdz ), 式中 / 为连续函数 • 

J (X, .y, .s,) 


U 1 

解题思路 令 F(x,y 9 z) = Y\[ /C^)dv . 注意 

F r x {x,y,z)=xf{ Vx z +y z +z i ) ， F ， y Cxfy,z)=yf( Vx 2 +y z +z 2 )， 
及 


y,z) = zf( V^r 


再令，即可得结果 J* 


dF(xt^tz)=/( 十 z 2 )(xda:+ydy+zdz) f 




u/(u)dw. 


406 




第八章多重积分和曲线积分 


. 格林公式 


是连续函数，故 


并且这些偏导数都是连续的.因此， F (: r ,： y , r ) 可微，且 

dF(^ 9 y^z) = F^(xt^tz)cLr + F^ (xtyfz)dy^F \ (x^y 9 z)dz = /( >/x 1 +y 2 +r 2 KarcLr + ^d^+zdz). 
于是， 


{ 2 >2 2 /( ^/ x 2 + y ij rz i )( xdx ^ ydy + zdz ) = F ( x z , y 2 , z 2 ) — F { x \ f z , ) = -y [ 

J (X| •*« > ^ J 1 


f{-fv)dv 


=f 




tf(u)du 


) 这里已作代换 y^ = w (v=w 2 t dv=2udu). 


求原函数心若： 


142921 du 


(j+v-2)dx+(x-f-v-2)dv+(x+v+2)de 


r 〜… x 2 + y + z 2 +2 xy • 

解由于 

(x+y—z)dx-h(x+>r—z)dy+( j+>f+ 2 )d 2 
=(JcLr+ i yd>0 + ( < >icLr+jd_y) + (*r+>Odz—zCdj + d^O + zd: 

= -|~d[(j 2 -f y 2 4-2x>») + z 2 ] + (j+ < y)dz — zd(x4-3>) , 


丄 d [(3 T +>) 

T (x+y) 


姉… …] + d 卜 


In /( J + y ) 1 + z^+arctan J . 


于是， w=ln 


+ C 


I 4295 r 当单位质 琦从点 M * 移动到 点 时，求引力 F => (其中 r = 

v / x 2 + y +^) 对它所作的功•其中 g 是引力常 m . 

解 引力指向坐标职点，故它的方向余弦为 


而引力的投影为 
于是，引力所作的功为 


= 一子， cosp= - 子， cosy= — • 

卜-窆， Y = -孕， 卜窆. 


一 Gp . ,r, 

J (x, .V. .1 


xdx + ydy+zdz 


_ f ( x 2->2-«2 ) 

2 J ( Xf .y. .9. } 


(Kj^ + ^+z 2 ) G 


<x i - y i -i > (x 2 +y+Z 2 )? v^+y+Z 2 ( tJ 


_G (x|+^|+zl jf+^J+zf )■ 

当然，这里假设从点到 M 2 点的路径是不经过原点的，上式表明功与路径无关，仅决定于起始点的坐标. 


§ 12. 格林公式 

1°曲线积分与二重积分的关系设 C 为分段光滑的简单封闭围线，它围成单连通的有界区域 S , 并且 
当沿着围线正方向移动时，区域 S 保持在 左边； 此外，函数 P ( z ,： y )， Q ( x ,： y ) 及其一阶偏导数 PUx . y ), 
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Q ' x ( x ,： y ) 在区域 S 内及其边界上皆是连续的，则成立格 林公式 

若把区域 S 的边界 C 理解为一切边界围线之和，并且这样选取沿围线的环绕方向，使得区域 S 始终位 
于左边，则公式 （1) 对于由几个简单围线围成的有界区域 S 也成立. 

2°平面区域的面积以分段光滑的简单围线 C 为界的图形的面积 S 等于： 


S 


=丰 xdy ^ ydr = xdy— y dx. 


在这一节中，若没有相反的约定，则假定积分的封闭围线是简单的（无自交点），并这样选取围线的正方 
向，使得所围不含无穷远点的区域始终位于曲线的左边. 

【4297】应用格林公式•计算曲线积分 

l=j> k (x+yyd^-C^+y^dy, 

其中々是以 A(1,1),fK3,2),C(2,5) 为顶点的三角形围线 ABC, 并且积分时的 
环绕方向为正. S 接计算积分，以验证所求得的结果. 

解如图 4297 所示 .Afl,i3C 及 CA 的方程分别为 

)麵 + (0 ： +1 >， >»--3x+ll, y=4j-3. 

由于 P= Cx -^ y ) 2 ,Q=-(x 2 +/ ) •故 

|^-|p = -2x-2(x+y) = -4x-2y. 

通过顶点 C 引直线垂直于 Qz 轴•它把三角形域 S 分成 S , 和&两部分.于是， 

/ = (I ( — 4x—2y)dxdy= |T (. —\x-2y')djcdy-\- (T ( —4x —2y)dxdy 



= (- 4 :+ W +::》 (_4x_2y)d ^ 


如果直接计算，则 


[« + +):-X+f++)M[(d+n 卜卜 3 〉 

• ( x 2 +9 jr 2 -66 x +121)] cLr + [(: t +4 j :—3) 2 — 4 (〆 + 16: r l —24« r +9 )]dr 

= J : (导： 1 ： 2 ++ 0 ：+ j ) dr + J : (34 i 2 -242: r +484) dr + J : (~43 x *+66 x -27 )dx 


58 283 , 85 


46 


3 # 


应用格林公式，计算下列曲线 积分： 

【4303】计算曲线积分 [( e x sin ^ — m < y ) dx +( e x cosy — m ) dy ^ 

JAm () 

其中 AmO 为由点 AU ,0) 至点 0(0,0) 的上半圆周 a ^+ y ^ ax . - 

提示在 Ox 轴上连接点 0(0,0) 与点 AU ,0), 这样，便构成封闭的半圓形 At / iOA , 利用格林公式即易 
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获解. 

解在 Or 轴上连接点 0(0,0) 与点 A ( fl ,0)， 这样，便构成封闭的半圆形 AmOA , 且在线段 OA 上， 

j * ( e * sii \ y — m t y > cLr -|-( e x cos < y — m > d3 » = 0 . 

从而 ， I = [ +[ = \ •另一方面，利用格林公式可得 

J AmOA jAmO J QK J AmO 

(^sinj 一； wjy ) dr + ( e x cosy —/ w)dy = JJ mdxdy = — g —. 

于是， ( e J siny — wy)dr + ( e ^ cosy — m ) dy = nn ^ . 

【4304】计算曲线积分 [9< y ) e x — m < y ] dr -|-[95 / ( t y ) e x — m ] d . y , 

式中 p (： y ) 和 ？/(： y ) 为连续函数 . Amii 为连接点 AU , ，: y ,) 和点 /3 Cr :,%) 的任意路径，但要求此路径与线段 
—起围成具有已知面积 S 的区域 AmBA . 

提示 连接点 B 与点 A , 构成封闭围线 AmBA , 利用格林公式并注意 

[[ 9 (> Oe r — m < y ] dr +[95'(> Oe T — m ] d > y = f [ rnC.ydx + d . y ) 

J BA J BA J HA 

即易获解.利用此題的结果可计算 4303 題. 

解首先,我们有 | =丨 + f •而 

J AmBA J AmH J HA 

丰 a«,m [炉（夕 ）〆 [ 〆（>»)〆 一 m ] dy = ( Imdxdy = mS . 

s 

Lm [9 ? (« y ) e , 一讲]办 = d [ e ^ y 5( y )]— [似 mbcLr + dy ) 


另一方面， 


= e "< p ( y ) 


.，i 


(x 2 


一 m 


n [>* 




■ 

一 ii • 


dx 


= e ^ < p (, y x ) — e 2 y (>>: > - m ( y , + = : 二: + 号 ( x z —Xi ) 2 
= e ’ 9 (^ 1 ) — tp(y 2 )+ m(> 2 一力 ） 十专 （12 一 Ji )(^2 +% )• 

于是， [9>( y ) e x — m 3»] dr +[95 ， (>) e , — m ] d > 

= mS4-e T 2 <p(y 2 ) — e J ^ <p(y^ ) — m(y z 一力 )—-y(x 2 —x x ){yz +y,). 

注利用此题的结果可计算 4303 題 •事 实上•由于 <p(y) = siny,x x =a, y { =0, x 2 =y 2 =0, •，代 

o 


入即得 


L 


( e J siny — my ) da :^ ( e x cosy — m)dy = 


143071 计算 


X xdy—ydx 

?c v+y • 


其中 c 为不经过坐标原点的简单封闭围线，且积分时的环绕方向为正. 

提示研究两种情况：（1)坐标原点在围线 C 之外， （2) 围线 C 包围坐标原点 


解令尸=一1+ 




•易知，当 ( x , y ) 关( 0 , 0 〉时，恒有 
SQ dP y 2 - x 2 


dx dy ( x 2 +y ) 2 * 
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今分两种情况讨论： 

(1) 坐标原点在围线 C 之外，这时，在由 C 围成的有界闭区域 S 上，/>与 Q 以及它们的偏导数都连续 • 
故可应用格林公式，得 

/=£pdx+Qd>=| (g-|^)cb ： cbr=0. 

(2) 围线 C 包围坐标原点.这时，由于 P ， Q 在原点无定义，故不能直接对由 C 围成的区域应用格林公 
式.今取 a >0 充分小，使中心在原点半径为^的圆周完全位于围线 C 之内.用 S a 表界 
于 C 和 L a 之间的环形闭区域.显然，在戈上， P 、 Q 及其偏导数均连续.故可应用格林公式，得 

PcLr+Qd：y= f (I? - ❿心― 0, 

其中一 L a 表沿 L a 的负方向（即顺时针方 向〉. 

于是 ， /=£pdx + Qd ： y =£ Pdr + Qd ： y ， 其中匕 沿正方向（即逆时针方向）.利用込的参数方程工= 
acost * y = as'xnt ( CXf <2 w ) 即得 

/ = ^ Pdx -\- Qdy = ^ = J [( flcosO ( acosf ) 一 asin / (一 flsinO ] d /= J dt =2 n . 

利用曲线积分计算由下列曲线所围的 面积： 

【43101 拋物线（: r +： y> 2 = fl> r ( a >0) 和轴 Oj :. 

解题思路令: y = rx , 即得曲线的麥数方租为 

xss ufj ^ 9 <0 ^ <+oo) - 

它与 Or 轴的交点为 （ a ,0) 及 （0,0>. 

注意在 ar 柚上从点 （0,0) 到点 （ fl ,0) 的一段上，有 0 ： d：y — )cLr = (h 而在抛物线这一段上，则有 


dy— m ydx = 


jdt (0« + oo >, 


(1+rV 

从而，问题易获解. 

解作代换 ： y = rx , 则原方程化为 /(l + 0 2 = fl « r . 从而，曲线的参数方程为 


at 


X= (TT7F* y= TTT^ (0 ^ <+oo) * 

它与 Or 轴的交点为 ( fl ，0) 与 （0,0) .在 0: r 轴上从点(0,0>到点 U ，0) 的一段上，有 

xdy— ydx = 0. 


在拋物线上，有 


xdy—y<Lr 


(1 + /) 4 


于是，面积为 = — 

143111 笛卡儿叶形线 a ： 3 + y =3 a ： r：y U >0〉. 

解题思路令: y = rx ， 即得曲线的参数方程为 

3at 3at 2 


T . 


i+/ 3 ’ 


y = 


l + f 3 


(()«+， 


且有 xdy - ydx = ( 30 (0< r < + oo ) .从而，问題可获解 • 

解作代换 : y = & ，则得曲线的参数方程为7=^5 


),. , 3 at ( 2 - t 3 ) 

-夂 dy—^rjrdt 


• • —V 


410 





第八章多重积分和曲线积分§12•格林公式 


于是，面积为 S =|£ xd 3-->« Lr=?f ^^=^1 [—击] | 厂= 5|1. 

I 4315 J 计算由曲线 (f )"+(f )" = 1 〜^，^。，”:^和坐标轴所围的面积. 
解题思路 令 or = flcos 音 史， y=bsini(p ，即得 


•(1 夕一 _ydx = -^-a6i 


( psini ^ 1 < pd(p + ) (在曲线 上）. 


曲线与坐标轴交于点 （ a ,0) 及点 （0,6). 注意在 Ojy 轴 上从点 （0,6) 到点 （0,0) 的一段，以及在 Ox 柚上从 
点 （0,0) 到点 （ a ,0) 的一段上，均有 xdy - ydx =0. 再注意利用3856 題 的结果，问 题即可 获解. 


解作代换 : r = acos 4^ j ，3»=^ sint ^ ，即得 


xdy — y(Lr 


\i 1 < ps\ni ~ ] ( pd < p . 


曲线与坐标轴交于点 U ，0) 和点 (0,6) .在 Oy 轴上，从点 （0,6) 到点 （0,0) — 段，以及在 Or 轴上从点 （0,0) 到 
点 ( a ，0) — 段上，显然有 xdy—ydx = 0. 于是，面积为 


s = ii xdy - ydx = Y ^ 

* ) 利用3856題的 结果. 
【43201计算圆柱面0： 2 +：/=幻 
解两曲面的交线为 

若将平面 ar ： y 上的圆周 


lab 2 - 
- cos - 


,in -"'^ = T • + B (士，士) _ >= 玆 


被曲面 


+ r *= fl 2 所截那部分的面积. 


X 2 +y 2 =axt z 2 =a 2 —ax. 

记以 C , 其弧长记以 s , 则所求的面积显然可表为 


S 


=2 1 ^ 


ax ds . 


r 即为（: r 一号） +/=( 号) 2 ,故令 


1=了 十 T COS 9, 


y 


sinp 


从而，弧长的微分为 ds =^ d < p . 于是，面积为 


5=2+ -/ a 1 —ax ds=2 J ( 1 — cosy ?) - -|-d 9> : =2 J a 2 sin f d (f ) =4fl 、 

【4321】计算 

xdy-ydx 


,= hk 


x 2 +r ’ 

若； C = fl * r +^ y,y = c : r + 办，且 C 为包围坐标原点的简单封闭围线— 6 c 关 0>. 

解首先注意，由于 ad —6 c 关0, 故只有原点 （0,0) 使； ^+^=0 .易知 

Xdy—VdX = ( ax^hby ) ( cdx ^ ddy ) — ( cx ^ dy ) ( adx +6 dy ) = ( ad — be ) (: rdy —; ydr 〉 


故 


其中 


/ = 


Me X x ^ p X = yAc p ( m ) 心: + Q ( u ) h ， 


容易算得 
故由格林公式知 


P =- 

£3=^= 

dx dy 


X 1 

(ad — bc)y 


( ad - bc)x 


(.ax+by ) 2 + (cx+dy ) 2 


{ax+byY ^{cx^dyY 


(ad-bc)lCa 2 ^c z )x z -Cb 2 ^d z )y z l 

lux+byy+ux+d y yy 


((工,>0參（0,0)时）， 
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^ PCx * y ) dx -\~ Q (. x , y ) dy = ^ PCx , y ) dj ：-\- QCxty ) dy t 

其中 C 7 可为包围原点 （0,0) 的任一位于 C 内的围线.特别是，可取 CT 为围线010：+6：>0 2 + (^+01>0 2 = /(即 

入 2 +浐=/)^>0充分小.于是，利用格林公式得 

= 丄 { XdY~ydX_ 1 J XdY-YdX 

~Uic x 2 +v 2 x^y 2 

〜 xdY - Ydx -i^i^ ^y-y^ 

ad —be 


2 穴 〆 

由于一&，故 


o i i ad 一 be 
2dj ： dy=—^j— 


D(x,y) 


X ， 

D(x,y) _ 1 

D(X,Y)~ uJ-bc 


x 7 


J 


D(x.y) 

D(X,Y) 


dXdY. 


.于是，代人上式得 


ad — be 
nr 2 


J 


ad—bc\ 


dXdV = 


ad — be ^ 1 

nr 2 \ad — bc\ 


nr 2 = sgn(acJ-bc). 


X* ， V*<r* I 

[43221 若简单的围线 C 包围坐标原点= •:而曲线和 0 U ,： y )= O 在 

围线 C 以内有几个单交点，计算积分 /( 参阅4321题). 

解设在 C 内的交点为 P,(x. ，: y ,)(*-= l ,2 ， … ， m>. 首先注意，本题应假定函数 

D(X,Y)_ 


y ) 与 〆 U ) 在 C 围成的区域内凡有连续的二阶偏导数，并且在各点 / Vi = l ,2, …， m ) 处有 


DU . y ) 


诠0•容易算得 


从而， 


XdY — YdX =(( pip i J 一^ 0) cLr + (< pip f y 一 9;4)办， 


I 


hi 


XdY-YdX 

X ^ Y 2 


PCxtyJdx+QCx.^dy* 


其中 


P = 




9 2 +々 


又可算得 


dQ 9P 

■ ■ 11 2SES ■ 

dx dy 

= W” 一“中 )(〆+〆>-( ^+ 2 ( 一❹ ;)_] 

( (1 ， >0 尹 （ ■!< ， y,) (*•= 1，2 •… ，讲 ） ）. 

围绕点 尸 .( ： | ： .,> 0 作围线 0 ： .:[>( 文， 30 ] 2 +[>( 1 , 7 )] 1 =〆 （即沪+7 2 =/),取厂>0充分小，使诸（：,互不相 
交且都位于 C 内（这是办得到的，因为在各点 P . H : :)) >()• 从而，由连续性知•在 P . 的某邻域内 

关 0 且保持定号. 丁是 ，根据隐函数存在定理知，变换 X= f (_r ，： y),y = 0(:r, ： y)SA(x, ： y〉= U ，： y,) 


邻近及点 （ x ， y ) = ( o , o ) 邻近是双方单值双方连续的）•并使 


D ( x , y > 

D(x 9 y) 

保持定号，将格林公式应用于诸围线 C . C , ，•••，(：_之间的区域，可得 


在 P , 的邻近久 2 +>^< 〆 （记为 S ,) 上 


P(x,y)da ：-\-Q(,j： yy)dy= P(ar, < y)dj+Q(x. < y)d.y. 


故 




XdY-YdX 

x '+ y 2 • 


( l ) 
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xdy-ydx 


= + +( XdY—YdX=^-^ {<ptjl x —<p,tp)djc-\-i<pil!y—(pytJj')dy 


小岭職峰爿 Sg «) p 


M 


sgn 


D ( X , Y ) 

DCx . y ) 


J dXdy = 7 -( sgn Sf^)p - 7 rr 2 = 2 , r ( sgn § fe $) 


代入⑴式，即得 /= E ( s g n Sf ^) p ， 

或写为 

其中的是对曲线01，^)=0与 〆 hyso 在 c 内的各交点相加. 


或写为 


注里然，4321題是4322題的特例•这时，曲线 aJ + 6： y =0 与 cx^dy = 0 在 C 内只有一个交点，即原 


点（0,0)，而 = 


【 4323 】 证 明：若 C 为封闭围线，/为任意的方向•则有 

^ cos(/,w)di = 0» 

式中/»为围线 C 的外法向 1. 

证如图4323所示.不妨规定 C 的方向为逆时针的•以 

夹角 


表示.由于 



(/,«)-(/ f x ) 


， J ) ， 


故得 

但是， 


cos(/tn) = cos(/, j)cos(ntx) + sin(/tx)sin(n.x). 
sin(n,j：) = sin^(f,x)—-y J = — cosU.x) • 

cos(n ， j) = cos[(“jO —^ J =sin(l.j). 


图 4323 


且 cos ( r , jr ) = ^ j . sin ( r , x ) = ^, 因此•有 


cos (/ tn ) d 5 = cos (/ fX ) dy — sin (/ tx ) dj . 

再利用格林公式，并注意到 sinUd ) 和 CO s (/， d 均为常数•即得 


〉〔 cos(/.n)ds = ^ [― sin(/,x)dr-fcos(/,x)]dy= JJOdjd < y= , 


§13. 曲线积分在物理学上的应用 


【4327】计算单层的对数势 


w(x,y)= ^ /cln +ds ， 


式中 / c = 常数， r = ，设围线 C 是圆周 f + 1 /=尺 2 . 

解由对称性知，单层的对数势为 

u ( x 9 y ) = 2 k \ In — • Rd 6=2 RK [ In ^ - 

J 。 r J 。 ^R 2 -2Rpcosd^p 2 



1 — 2 


食 COS0 + (晉) 」 d 夕， 
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其中 /5= y / x 1 + y 2 ^ x ^ rrfy = Rpcosd ^ 没是向最 r = ： a +： y / 与 r ,= 
利用3733题（或2192题）的结果，可得 


/的正向夹角. 


0， 


[ 卜 2 f ) 2 ] 必 = j 心音一 

于是， 我们有 “ ( *r ， ：y ) = — 2A J: ln^d(9 - 心 J: In [ 1 — 2 青 cos^-f- (音 ) ： ]d(9 =< 


2 nRK\n 




2 nRK\n 


p > R . 


【4329】计算高斯积分 


ttU ， y) = f S 2 ii ^ l d5t 


式中 r = + 为向 tt r 的长度，此向 tt 连接点 A ( X , J 0 和简单封闭光滑围线 C 上的动点 

M (6 7 >，（ i *， ii ) 为向量 r 与曲线 C 在点 M 的外法向 Mn 之间的夹角. 

解设 n 与 Or 轴的夹角为 a •/■与 Qr 轴的夹角为卢，则 （!■•；!) = a —戽于是， 

cos ( r ， # 1 ) = cosacos 沒 + sinasin /?= ^~^ cosa + ^ y ^ sina . 

代人高斯积分，得 

m(x*>)* ^ ( ^T*^sina + ^-cosa Jds— ^ — 托 

令尸= 一 2 0=$ ，则有 

3 P -<^- x )* + ( i 7-> p )* dQ -( e - x) l + ( i 7- y ) 1 
—" ? • - —~ 〆 • 


ap 

dr i 


.于是，利用格林公式知：当 


因而 P 、 Q 的偏导数除去点 A (此处 r =0) 外•在全平面上是连续的•并且胃 
点 A 在曲线 C 之外时，有 

u ( Xfy ) ^^ SOs (^ nl ds=0 

当点 A 在曲线 C 之内时，则在曲线 C 内以 A 为圆心 ， R 为半径作一圆即得 

= ^ £2^ dj= ^ d , =2 ,. 

当点 A 在曲线 C 上时，不妨利用关系式 逆 •、其 中 d 9 为从点 A 看曲线 C 上弧长的微分 ds 所 
张的角度.今以 A 为圆心 ， n 为半径作一小圆•交 C 于川 及 B 2 两点，将曲线 C 除去小圆内的部分记以 


B , 氏 ，則有 


以心 B 萬. 


于是，我们有 uU , y)=i COs ( r - l ，) ds = lim I ^ - S ( —' d 5= lim ZB l AB z ^ n . 

Jc r rj — t-aJ b , b 2 r r,-^o 


综上所述，得高斯积分 u ( x 9 y )= j c £2 ^^ d 5=- 


0，点 A 在 C 外， 


it ， 点 A 在 C 上， 

2 tt . 点 A 在 C 内. 

* > 参看 r . M . 菲赫金哥尔茨著《微积分学教程 1538 目. 

143311 若 + A = 0 •则称 二阶可 微函数 M = «( x ，： y ) 为调和函数， 证明： 当且仅当以下条件成 


d y z 


立时，〃才是调和 函数： 
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£1> =0 , 


du 


式中 c 为任意封闭围线， g 为沿此围线之外法线方向的导数. 


证由于 


时（参看 4323 题的推导） 


ciu du , 、I 3u . , 、 

- = -cos(n,x) + -sm(n.x). 


cos ( n ^) = ^, sin ( n , x ) = - g . 


故利用格林公式（注意.题中应假定 M (: r.y) 具有连续的二阶偏导数），得 

£^ ds= lcff dy_ § {Lr= | (S + f7) didy= | ( ^ )dxdy, 

其中 s 表由封闭曲线 c 围成的区域. 

由此式知^心= 0< 对任何封闭围线 C) 当且仅当 JJ QOdorcb^CK 对任何区域 S). 但易知这又相当 

S 

于 △“=(). 亊实上，若△«=()，则对任何 S， 有|| 反之，若对任何 S， 有 JJ (AtOtLrd^^O, 则必 

=0. 因为•若不然，在某点例如，设在此点 , d“>0 •则由连续性苟知，必存在以 （x。，％) 为中 
心•半径为 r。 （充分小）的岡域 S。 •使在其上每一点•都有 Au>0. 由此可知 • (I (Au)d^dy>0. 矛所，证毕. 
【4334】 证明平面上的 格林第 二公式 


JI 


△ U △!； 

C 

du 

dv 

dxdy= (p 

dn 

dn 

U V 

Jc 

u 

V 


ds 


式屮光滑围线 C 是有界区域 S 的边界， h 为沿 C 的外法线方向的 导数. 
证 我们有 

§ c V Tn ds ^ ic V [ fi COs (，， - x ) ' f f ? sin < n ' x ) ] d 5= fc V If d 广 v 


同理，有 


= Jf [去 ( V E) — (- $)]& 办 = | (E T X ^Ty g)^4-|^«dxd^. 

§c u rn ds ^i u ^ d y- u H^ = Slh( u ^)-fy(- u ry)] dxd > 
=腾 5 


l ^+ gg)_+J 


uAvtLrdy. 


于是， 


du dv 
9n dn 


m 完) ds = J v^uAxAy - J uAvAx6^y= IJ * 


Au Av 


dj ^ dy . 


【4335】 利用格林第二公式证 明：若 u = M (: r，：y) 是有界闭区域 S 内的调和函数，则 

uU ^ = hic (“？ f - 1 阶 砮 ) 山， 


式中 C 为区域 S 的边界， /I 为围线 C 的外法 向童， 为区域 S 的 内点， r = y ( e — i) 2 + (7+：y ) 2 为点 （ Z , 
: y) 与围线 C 上的动点(6, 7 )之间的距离. 

提示从区域 S 中除去点（: r ,： y ) 与该点的无穷小的圓形邻域•并对区域 S 的剩余部分（图 4335 t 的区 
城 S 。 应用格林第二公式 • 
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证先证 v =\ nr 为 （ $,17 )(($， 7 )^(x, ： y)) 的调和函数.事实上，我们有 
dv e—J ： 3 2 v (iy— ^) 2 —(^― j) 2 


厂 : y> 2 ’ [(^-x)* + ( 7 —>) 2 ] a f 

v~y d 2 v _ ( e - x ) 2 - Cy - y ) 2 

3 rf (^— xy ^ irf — y ) 2 $ drf [(冬 一: r )*+ (▽ — y ) 2 ]* ’ 


3 ^ ce - x ) 

dv 


因此， |^+$= o , 即 ^=0/ 

今以点 Ua ) (当 （$0 关 （ hjy ) 时）为中心 # 为半径画一圆 C 。， 使此圆包含在 
围线 C 内， C 。 及 C 的正向如图4335所示.曲线 C 的法线向外， Co 的法线指向点 
(• r ，： y ). 因此，在 C 。 上，我们有 



C 


S\nr 

3 \nr 

1 

= _± 

dn 

^ dr 


r •厂 O 


现将格林第二公式应用到由 C 。 及 C 所围的区域尔上去，即得 


Au A\nr 


由于 △ lnr =0 ，dw = 0 •故得 


ainr f 

d^d»= <b 

lnr 


Bu d\nr 
Sn dn 


lnr 


du d\nr 
dn dn 

u lnr 


ds = 0. 


dst 


将行列式肢开，并利用曲线积分的性质，即得 


£ ( inr fs- tt i7) d5= -f, ( inr 砮-々 )紅 


但由丁 


c o 


卜砮一“誓)山 = £。 11 ^1>-£/(一士) £ ^ = 。. 1 0女£,严 


=—M(^，7 

其中《(〆，>/)为 M 在脚 C。 上某点的值•故得 

(“穿 一 l nr g) ds . 

两端令 p + 0 取极限•并注意到函数 U 在点 （1,30 的连续性，即得 

uU ' y) = h§c ( tt ^ lnr f^) d5 * 

* ) 利用433】題的结果. 

* *) 利用第一型曲线积分的中值定理，其证明方法与普通定枳分的中值定理类似. 
【4336】° 证明对于调和函数 u(M) = u(x, ： y) 的中值 定理： 


u ( M ) 

式中 C ； 是以点 M 为中心 P 为半径的圆周. 

证利用4335题的结果（取 C 为 C ,)， 得 


= M($ ^ )ds * 


u(M) = ： t§c - 1 nr 砮 ) d “ 


但在 C ； 上，有 r =~ 


d\nr 

dn 


d\nr 

^ - ^ 

3r r—^ 


〜 P 


由此，再注意到 £ _山=0(这是利用4331题的结果），得 
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(f — / d5 _fe 松 t ds== ^r P i uC ^ ds ' 

证毕. 

*) 原題中漏掉了&即应将&改为 a . • 

【4337】证明 ：有界 闭区域内的非常数调和函数 《(* r .： y ) 在此区域内的点不能达到其最大值或最小值 
(极大值原 理）. 

证设有界闭区域为 H , 它是由有界开区域及其边界3/2构成.我们要证明 ：如果 M ( x ,： y ) 在 D 内的某 
点 Po ( x a ,： y 。） 达到其最大值或最小值（例如，设达到最 大值） •则 M Cr ,; y >, 在乃上必为常数.下分三步证明. 

( 1 ) 先证: 若圆域\=^( < 1 ：， 30 丨（:《:— 0：。） 2 + 0—>) 1 < / ^完全厲于/},则 “( u ) 在 S , 上为常数. 

对任何的 C r 表圆周{(1,30|(*1：— i 。） 2 十（:^-加） 2 =^}.由4336题的结果可知 


«<^ 0 .^ 0 ) = 2 ~^ u ($, rj ) ds . 


故 2^ r ^ ( . M (6»7 〉] ds = 0 . 

但因《(办，外）为最大值.故在（：，上恒有 



u ( x 0 t^o > 一 W (汔， rj )^ 0 . 

由此•根据 （广）， 即易知在 C , 上“（；，加）一《( 6 > 7 >= 0 .因为，若有某点（各， 70 )€ 0 ；使《(為，外）一 1 ^。，妒） 
= r > 0 •则由 M ( x .： y ) 的连续性可知，必有以（各.，）为中心的某小阓域 a 存在.使当 （ f 7 ) e < T 时•恒有 u ( xo . 


： y 。〉 一 uGj ) 彡" I ■.用 C ； 表 C 含于( X 内的部分，则 


表 [a(j 0 *yo) — uC$,rj)jds^ [m( j 0 *> 0 ) — «<^t 7 >]ds^ ^ ~|~ds=+r/' r >0 


其中厶表圆弧 C : 之长•此 M 然与 （ r ) 式矛盾. 

于是，在 C \ 上有〃（办，3/。）一《(6 7) = 0.冉根据 r 的任怠性 （0< r < 〆 ， 即知对任何都有 
udrf ) = u ( x 0 ， y 0 ). 换句话说， u (: r ，： y ) 在 S , 上是常数. 

(2) 次 证：设 厂 （* r •，:>为/2的任一内点 （即广 €/}>，则必有 
m(j* *y' ) = u(x 0 9 y 0 ). 

用完全含于内的折线 / 将点/^。（々.>)与点^^(1、，）连接起来 
(图4337〉.用5表 an 与/之间的距离•即 

5= min y/Cx-x f ) x -hCy—y) 2 • 

其中 min 的是对一切（了,>0€扣,（了,300来取的（由于是互不相交 
的有界闭集，可证 min —定能达到，从而 00) .取0<^<反 以点 P 0 为中 
心/为 半径作一圆，得圆域5。= < (: + 

圆域完全含于 D 内，由 （1) 段已证的结论知 •《(•!：,： y ) 在 S 。 中为 常数. 特别 u ( j ： l9yi ) = u ( x 0 , yo ). 这里点 
)代表圆周 C 。 = {( x,^>l Cx -^ o ) 2 + ( y - yo ) 2 = S' Z >与/折线的 交点. 又以点 A 为中心, V 半径作 



•圆，得圆域 & = {(•!：,： y >| (1 — a ) 2 + 0—％> 2 < 〆 2 }•由于 u ( i ,： y ) 在点 / Ma ，: y ,) 也达到最大值，而 S , 


完全含于内，故将 （1) 段结果用于&可知 ■，: y ) 在 S , 上为常数，特别 M ( ot 2 ，: y 2 ) = M (: r ,，％) •这里点 
尸 2 (：|： 2 ,%)表圆周 C , = + } 与/的交点（除 P 。 外的另一交 点〉. 再以点 P 2 


为中心，〆为半径作一圆域 5 2 ，…，这样继续作下去，显然.至多经过 n 次（/I表大于 f 的最小正粮数， s 表/ 

的长〉，点厂（: ) 必属于 S.-, ，从而， 

w(x # y 9 ) = u(x J# -i ，％-1〉= 一 = "(0： 1 ，ji ) = u(jro 9 y 0 ). 
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(3> 由 （2) 段的结果可知 ， M ( x，：y) 在 D 上是 常数； 根据在行上的连续性，通过由 D 的点趋向3/2的 
点取极限，即知《(1,30在 H 上是 常数. 证毕 ■ 

注从证明过程中看出，需假定区域 / K 从而刃）是连通的•事实上，若不连通，则结论不一定成立•例 
如，设，其中 S , 与是两个互无公共点的闭圓城•而令 


w ( x f y ) = 



( Xf ^) 6 Si • 


(x,y) 6 S 2 f 


其中 Cl ^ c 2 是两个常数，则 《( x ,： y ) 显然是上的调和函数且在乃上不是常数，但它却在其内点达到最大 


值与最小值. 


【4339】 设 a=u(i,j) 和 i=i；(x,：y) 为定常流的速度分量， C 为区域 S 的边界，求区域 S 内流体质屋: 
的变化率.若流体是不可压缩的，且在区域 s 内没有源和汇，则函数“和1；满足怎样的方程？ 

解 设流体的速度为％则 >^=£4+1(/, 又 ds = dai + dyj . 于是，流体贵为 


Q = ^ w • /ids= ^ [MCOs(n.j)-|-vsin(n,j-)]dj= j) udy— 



其中《表示曲线 C 的外法线上的单位矢量，并且此处已假定流体的面密度等于 1. 若流体是不可压缩的，且 


在区域 S 内没有源和汇，则流体的流出鼠与流人鼠的差 Q 应等于零，即 


| (fi + S) djdy=0 - 

又显然，对于任意的围线 C, 上述结果均正确.于是•连续函数 i/a 应满足方程: 


* ) 参看4323题的 题解. 


Su . dv 

Vx + Ty 


= 0. 


§14. 曲面积分 


而 /(. 


式中 


第一型曲面积分若 s 为分片光滑的双脷曲面 

x=x(ufv) ♦ y=y(u^v) , z=z(u 9 v) ((“ ， v)€/ 2 ) 

，: y.z) 为在曲面 S 的各点上有定义并且连续的函数•则 

'(x*3 , »2：)dS= JJ /(x(m.v) ,y(u,v) ,z(u,v)) •/EG—F 2 dudv. 



F= 


dx dx . , 9 z ^ 

3u dv 3u dv 


du dv 

在特别情形 F, 若曲面的方程具有以下形式： 

z=z(x 9 y) 

其中为单值连续可微函数•则 


(( xt >) 6 a ) 


( 1 ) 

( 2 ) 


[/( x ,>» t *) ds = JJ (|^) 十（普） ^y- 

5 • 

此积分与曲面 S 的正反面的选择无关. 

若把函数 /(X，：y，z) 当作曲面 S 在点 u，：y， z ) 的面密度，则积分(2〉是此曲面的 质贵. 

2°第二型曲面积分若 S 为光滑的双侧曲面 ：S ‘为它的正面，即由法向童 Mc 0 sa， c0Si S，c 0s y } 确定的 
-面，尸=尸0，>^ 2 ：),(3=(3(^, 2 ：)，尺=尺(：1：,>： 2 ：)为在曲面5上有定义而且连续的三个函数，则 

IT Pdydz^ Qda:dz + R(Lrdy= (T ( Pcosa 4 Qcos^+ Rcosy)dS. (3) 
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第八章多重积分和曲线积分 


L 曲面积分 


若曲面 S 以参数方程 （1) 的形式给出，则法向量/!的方向余弦由下列公式来 确定： 

A . B C 


士 y/A 2 +B 2 +C 


士 VA z +B 2 +a ’ 


cosy= 


士 VA 2 +B 2 +C ’ 


其中 


A_3(y 9 z) p_^(zt j) 

^~d(u,v) 9 3(u,v) f 


C= 




且根式前的符号用适当的方法来选择. 

当变换为曲面5的另一面 S —时 ，积分 (3) 的符号相反. 

计算下列第一型曲面 积分： 

【4348】 JJzdS , 式中 S 为螺旋面的―•部 分：: r =“ co S t ;,> r = 

s 

解由于 E = ( lf) 2 +(ff ) l + ( f ^)* =cos 〜 +sin 〜 =1 , 

c= ( 3 ^,y + (^,y + (^ l ) i=u，sin，v+u，cos，v+i=i+ 

+ ^ ^ + = — MS invcosv+ Mcosvsinv= 0, 

dU dV du OV du dv 


fZ=v (0〈 M〈fl ;0〈 v < C 27 r 〉 


故得 v/EG — F 2 = /l + «i 2 • 于是， 

JJ«dS = du J v y/\-\-u 2 dv=2ir 2 J 。 >/\-\-u 2 d“ = 2x 2 [号 v^l+u 2 + jln(M+ y/\-\-u 2 >] 


= n 2 la y/\+a 2 +ln(a+ \/1 十 a 2 〉]• 

143501 || ( o + y + zoOdS , 式中 S 为圓锥面 2 = ■被曲面 P+y 所荆下的部分, 


解由于 V 1+ ( ff ) + (§) = V l + ?%? + P+y 

又曲面 S 在平面 Qrjy 上的投影域为 V + ygZflx . 于是，利用极坐标，即得 

|f <J3 , "^> , 2 ： '*"2 ： - r )dS=V2 J* b d^5 [—cos 炉 sin^+r 2 (cos9+siny5>]rdr 

=^/2 J 2 ^ -^-(2acosy3> 4 cos9xl^=8>/2a* | ： cos s 
【4355】求均质曲面 z = VTTT " 被曲面: r l +y = fl > r 所割 F 部分的质心坐标. 

JJ j o 0 dS=>/2 j o 0 JJ cLrdy=>/2 < 0) (y) 



解质 m 为 


从而，质心坐标为 


M= 


h J x < Lr 6 y = l ^[ o Tdx dy= ^\[ T 心 1 — xl dj 


= iL f ( f + f ) v(f ) -’ d / ° = iJ 。 V(f ) — d/= f * 

^ = ^- V 2^{； ydy=0 ^ 


JI zdxdy= w\ U d,p L 


4 =S 


cos 3 (pdtp 


_16 a 

_ "9 ^r 


即质心为 （~|~，0,@). 


作变换 


Y - 
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计算下列第二型曲面 积分： 

14363] jj /(: 1) 办 <12+ 容 ( ） )£12 心 +/1(2 ： )£1^ ： (1>» ，式中 /(x) * g ( y ) ，/ Kd 为连续函数， S 为平行六面体 

的外表面 • 

解只要计算任何一个积分，其他两个可类似地写出结果.例如•下面计算 jl\(z)d_rd ： y. 由于六面体有 

四个面垂直于 ar：y 平面，故曲面积分应为零.从而， 

A(z)drdy= JJ* h(c)dxdy— JJ h (0)dxdy=abc 

类似地，可得到 |V(ddx 如及 J^(：y)cLrd 2 的值.于是，所求的积分为 

J/ ⑺办如 + 心〉 〜 6c[ / _ ( ■ 气 ’迎 十 洲 
[4366] J^j^dyciz+y dzcLr+2： 2 d:rdy， 式中 S 为球面 ( j : 一 a> 2 + (y—6): + (jr—c)’ =尺' 的外侧. 


解根据轮换对称知，只要计算 IjVdxdjy. 注意到 r~c= ± VR 2 - ( x ~ a ) 2 - ( y - bV ，并利用极坐标， 


即得 


dxdy 


J 


4 c 


[c+ V^-ix-aY-iy-b) 2 : ： 2 dxd 厂 JJ lc- 

VR 2 -U-a) 2 -(y-bydxdy^Ac ^ d<p^ >/R l - r 2 rdr 


ay -( y-brydxdy 


▼ —^ — 賢 胃穿 賢 — 

=^|» -叫 |». 


于是，我们有 


(]* x z dydz -\- y 2 dzdx -\- z z drdy = 


8 

T 


nRHa ^ b ^ c ), 


§15. 斯托克斯公式 


若 P=P(x,：y, Z ),Q=QCr,：y, Z )， 尺 = /?U,：y,z> 为连续可微函数， S 为分片光滑的有界双侧曲面，其边 
界 C 为分段光滑的简单封闭围线，则成立斯 托克斯公式： 




Pdx + Qdy+Rdz = 



9 

di 


P 



a 

Ty 


Q 


cosy 

d 

dz 

R 


dS, 


式中 cosa,co 峭, cosy 为曲面 S 的法线的方向余弦，并且从此法线所指方向来看，积分时围线 C 的环绕方向 
是逆时针的（对于右手坐标系）. 


【4368】计箅积分 Cx 2 -^)dr4-(y ~ J ： z ^ dy -\-( z 2 ~ xy ) dz . 

此积分是从点 A(a，0,0) 至点 BU，0，/i ) 沿着螺旋线 : r=flcos9)， y = asin < p , 进行的. 

提示 将直线段 AB 与曲线 AmB 组成封闭围线，并依正方向进行，应用斯托克斯公式即易获解 . 
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第八章多重积分和曲线积分 §15•斯托克斯公式 


解连接 A,B 两点得线段 Afl, 它与 A;/iB 组成封闭围线并依正向进行，则由斯托克斯公 式知： 

(x 2 — yz)dr4-(y — zo:)dy+( 2 2 — xy)dz= | Od,ydz+Odzdo: + OcLrdjf=0. 

J AmBA X 


于是， [ (x 2 —yz)dx+ (y — xz)dy+ (z 2 —xy)dz 

J AmB 


z 2 dz 




=\ (x 2 — yz)dx^(y 2 —xz)dy+(z 2 —xy)dz= 

Jab jo o 

* ) 在线段 AB 上， ： r = a ，>=0 t dr = dy =0 •而 

【 436 9 】设 C 为平面 jrcosa+ycos/? 十 zcosy—p = 0 (cosa ， cos 戶， cosy 为平面之法线的方向余弦）上的封 
闭围线，所围面积为 S ， 求 

dx dy dz 
zosa cos 卢 cosy 
x y z 


积分沿围线 C 的正方向进行 . 


解若记 


P 


R = 


cosy 
z 

)sa cos/? _ 

x y 


y 

COSO 


zcosp— ycosy ， Q= 


ycosa ， 


cosy coso I 

… h . 


zcosa. 


则得 


dr 

cosa 


dy dz 

cos 戸 cosy 

y z 


丰 P dx+Qdy-\- Rdz= JJ* 


cosa 

0 

Tx 

P 


cosp cosy 
d d 

r y T z 

Q R 


dS 


I 2 卢 +cos J y>dS=2 dS=2S. 


应用斯托克斯公式，计算 积分： 

【 4372 】炎 （y +z 2 )dr+(ar: +z 2 )dy+(^ +y 〉 dz , 式中 C 是曲线 : r l + y + 〆 = 2Rr ,:r 2 + y = 2rr 

(0<r*<K ， z>0) ， 并且在沿此曲线进行积分时，球面 1 1 +/+? = 2 尺尤外侧被该曲线所围的最小区域始终 
位于左边 . 

解注意到球面的法线的方向余弦为 


cosa = 






即得 


^ Cy 2 +Z 2 )dr+ (z 2 -f j 2 )d>>-+- (x 2 y 2 )dz=2 |J [(>» - z)cosa+ (sr -: r)cos/?+ (x—3>)cosy]dS 

s 

= 2jj [( 厂 2 > (音一 l)+(z—or) 音 + (:r_y) 音 ] dS=2jJ iz—y)dS. 

•s s 

由于曲面 S 关于 ar：y 平面对称，故 JJ : ydS=0 .又 jj rdS= || RcosydS = R - . 

s s s 

于是， 


(y +z 2 )dx+ ( 2 2 +x 2 )dy+(x 2 +y )dz = 27rK〆• 
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§16. 奥斯特罗格拉茨基公式 




若空间区域 V 的边界 S 为分片光滑曲面， />= 尸 (1,>^) ， (?=0(^ ， 2)./?= 尺(^：,>^)和它们的一阶 
偏导数均为区域 V+S 内的连续函数，則成立奥斯特罗格拉茨基公式 

JJ (Pcosa+Qcos^+/?cosy)dS= jjj ( ^ ^ ^ ) dxdydz • 

式中 coso.coM ， cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦 . 

应用奧斯特罗格拉茨基公式变换下列曲面积分 . 设光漘曲面 S 是有界区域 V 的边界 ， C0Sa , 
« 冲 , cosy 为曲面 S 的外法线的方向 余弦： 

【 4382 】证明：以曲面 S 为界的物体的体积等于 

V=-^-JJ* ( jcosa+_ycos^+ zcosy)dS, 
s 

式中 cosa ， cos/? ， cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦 . 

证明思路利用 j (■rcosa+ < ycos/3+2COsy)dS= jjidydz+ydzdj+zdrdy 及奥氏公式，命題易 获证 . 

证由奥氏公式，有 

(■zcosa+ycosp+zcosTOdS: |丁 •rdydz+ydzdj+rdrdj 

3drd^dz = 3V , 

由此可知 7= + | (xcosa + >^cos^-hzcosy)dS. 证毕 • 

利用奧斯特罗格拉茨基公式计算下列曲面 积分： 

【 4389】 JJ (: r-jy+ddydr+b—z+ddrdr+U-i+Wdrdy ， 式中 S 为曲面 

S 

| X^y-hz I 4- I y—z+x | -f- | z— jc+ y \ =1 

的外侧 . 

解 7+*〉d>dz+ (.y—z+x) cLrdz +(z — x + y) dxd^= JJJ ScLrd.yclz. 

其中 V 为由曲面 li—jy+zl + ljy—z+il + |z-x+>| =1 围成的区域.作变换 u = x-y^z,v=y-z + 

^,xv=z-x-by, 则 ^^ ~ ') =4 , 且由 kl + |v| + |u;|=l 围成的体积等于 •I"' 

UKx^y%z) 3 

于是.所求的积分为 

J (x—.y+2)dyd«4-(y — *+j ： )d 2 dj-+( 2 —x+y)djdy= j j " 3 • -^-dudvdu»=-|- • -^- = 1. 

5 |_| 十 I 取 |»r|<l 

*) 由丨 M | + |x；| + |u ； |=l 围成的体积是对称于坐标原点的正八面体的体积，其大小等于由平面 tt 


+ !；+!*;= l,ii = 0, i ;=0, 议 =0所围成的四面体体积的8倍，即为 + = 

143911 证明 公式： |*^^= j [| COS ( r ，”〉 dS ， 

其中封闭曲面 S 为区域 V 的表面，/«为封闭曲面 S 上的点 ($, 7 , p 处的外法向量，而 


r = V ^- x ) 

为从点 (： r ，： yd ) 到点的径向量. 


「： y> z + ( f - z ) 
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提示 研究两种情形 ：（1) 由面 S 不 包围点 （: r , y , z) ; (2〉 曲面 S 包围点 
证先设曲面 S 不包围点 Udd) (即点 (:r,：y，z) 在V之外），我们有 

cos( r t n ) = cos( r»x) cosa+cos( r 9 y ) cos^94 - cos(r， 之) cosy， 
其中 cosa，cos#，cosy 为 n 的方向余弦•由于 


故 


cos(ftx) = —cos(r ， y) = 〜 >^ ， cos(r ， 2 〉 
cos( r ， n) = - ~-COS0+ 2 ~-cos^+ ^~-cosy. 




于是，利用奥氏公式，即得 


cos(r«n)dS 


•s^4 - ^y^cosy) dS 


I O 

=| [ f “ 宁) + f 7 (〒)+ f ? (¥)>_ I +鄉 f 


故 


cos(r，fi)dS. 


次设曲面 s 包围点 （ j : •: y，z> •这时•不能对 V 应用奥氏公式•必须用一小区域将点 （ x ，： y, z ) 挖掉，即以点 
(•r ，： y ， 幻为中心， e 为半径作一开球域 W( € 充分小）•其边界（球面）以 S, 表示.对闭区域 V —应用奥氏公 
式，仿上可得 

cos(r.n)dS+|[cos(r,f«)dS= J[ [^ ( ^ ) ^^ 

r 

但在 S, 上， ri 的方向与 r 的方向相反，故 cos(r.n) = — 1. 于是 • 

T cos(r,n)dS= 一 4 穴€ 2 ， 


cos(r，n)dS. 


由此可知，在舫式中令 e- + 0 取极限，即得 

证毕. 

【4393】证 明：若 + 3 + 有界区域V的边界 S 为光滑曲面，则成立下列 公式： 

(1) { ^S^udxdydz ； ( 2 ) Ju dS =|[ (g )* + (g ) 2 + (g ) 2 ] dxdydz 4 -J|^ w dxdydz . 




式中 u 及其二阶偏导数是在区域 V+S 内连续的函数为沿曲面 S 的外法线的导数. 


证明思路 只要注意 


du du I du 
^ = -cosa + 



cosy_ 


利用奥式公式 ， U ) 及 （2) 的公式均获证. 


证 （1) 由于 d f n = ^cosa-h ^cosfi-h gcosy, 因此，利用奥氏公式即得 


|f^ ds== | (l^ cosa+ § co ⑷ +ff cosy ) ds= JJ (S + l7 + l?)^ d>,dz= |^ dxd ^* 

⑵ S U f^ dS= J ( M E COSa+M Ty C °^ U fi C0S y) dS 

= |[^( u _)+^( u l 5 ) + ^( u ff)] djdydz 
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= |" ^-d X AyAz+ |"[(|^) 2 + (|^) l+ (_) Z pjychr. 

【4394】证明三维情形的格林第二公式： 

|[ \ AU AV dxdydz = J ^ ^ dS , 

V S U V 

式中区域 V 以曲面 S 为界， n 是曲面 S 的外法向 M ， 而函数 2 ) ，!；= v ( x ，>»，《)在区域 V + S 内二 
阶可微. 

3 u 9 v 
3 n dn 

u v 

= | ^( t / fi - u fi ) cosa + ^;( v S ~ u §) cos ^ + £( , j fi _,, fi) cosy 

■I 卜(& + 銨 +&) _ “(& + 0+0 )] d ' rdydl 

f l Au 

I … d " d3，dz - 

【4396】 证明： 若函数 《= M ( J ：,： y , z ) 是以光滑曲面 S 为界的有界闭区域 V 内的调和函数，则 

u(w) = ±|[ u ^ + ±|H] ds . 

式中 r 是从区域 V 的内点 （ u . z ) 引至曲面上的点 （ f 7 , f ) 的径向撖， 

r = >/(^- x ) 1 + ( ly - y ) 2 + < ?- *) Z • 
n 为曲面 S 上在点 （$， 7 ， f ) 的外法向 W . 

证在 4394 题中令 + •则当 （ fwf ) 关时，有 At ^ O . 现以点 P (: r ,： y , Z ) 为中心#为半径作 


J [ ( v ff _“ S ) a ) sa +( v 8 _“ l ^) cos ^ f ( v S _“ lf) cosyds 
^ _ 



-球曲 S , 含于曲甜 S 内•冉将4394娌应用到由曲面 S + S , 所包围的区域 V 内，即得 


I (+詰 _ tt %^) ds=( 

p 

ii (+ s _ “- y ) ds = _ i [(+^- 




as. 


显然上的法线是向外的，而 s , 上的法线是指向球心的，即指向半径 减少的 一方.因此 


于是，我们有 


规 _ 组 = 丄 . 

dn dr _ p 2 

1 (士砮 _7 ) ds= _i (+砮 _ u _ y ) 




i Jf |^ dS =0, 又利用中值定理.得 


■^■dS= s -^M(j / ， < y’ jz)A^p 2 =A^uix\y ^z) 


其中 l /( x \ 3 /,2： / ) 为函数 W 在球面\上某点之值.从而， 
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w )= M (+ 


du 

dn 




3n 


dS. 


上式右端与户无关•而因而，令 p + 0. 即得 

广 + 0 


又由于 


故最后得 


u(x 9 y^z) = 


ij ( + 


Su 

dn 


dn 


dS. 




Sn 


dr 


Sr dn 


= 一 + ( li COStf + T v cos ^ l ^ cosy ) 


士 ( cosa + cosfi 十 ^-^cosy )=- 

一 •[“ 亨 + +g] ds . 


cos(rtfi) 


§ 17. 场论初步 

1° 梯度若 《( r> 重 M Cr, ： y,r) (其中 r=i + W+* A: >是连续丐傲标最场，则称向 M 

, 9 . du f t du . 

grad M =-l + -J + -A 

为它的梯度•简记为 grad«= ▽…其 *V=i A+J j- y ^k 场“在巳知点 2 ) 的梯度的方向与过此 
点的 等值面 《(•!•, >0=0：的法线方向一致.对于场的每一点，此向置给出函数《变化率最大的方向和大小， 


一 — v ^)+(!?) +(普）- 


场 m 在某方向 f {cosa，cos/3，cosy } 上的导数等厂 

du 


Ti 


gradi 



2° 场的败度与旋度若 


是连续玎微 向量场 ，则称标量 


a(r)=a x (xt>ftz)i+a > (Xfytz)y+a t (xt^t2)A 


diva= V • a = 


^£x 

3x 


ay Sz 


为这个场的散度. 
向贵 


= vx 


d d d 

dx 9y dz 


称为场的旋度. 

3° 向置通过曲面的通置若 d(r) 给出区域口内的向量场， S 是此区域内的曲面， nkosa， CO 峭， cosy} 是 
曲面 S 的单位 法向罱 ，则称积分 


JJa■ dS = JJ (a,coso+a，cos^+ a,cosy)dS 
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(式中 A = a • n 为向量的法向分量>为向贵 fl 在单位法向所指的方向上通过所给曲面 S 的通量.以向 
最形式表述 的奥斯特罗格拉茨基公式为 

m dS = jjj divadxd ^ dz . 

式中曲面 S 为区域 V 的边界， / i 为曲面 S 的单位外法向 fi . 

4** 向置的环量数 | a • dr = \ a r Ax + a y dy ^ a t &z 

称为向 S fl ( r > 沿某曲线 C 的曲线积分（场的功〉. 

若 C 是封闭围线，则称曲线积分为向量 fl 沿围线 C 的环量. 

以向* 形式表述的斯 托克斯 公式为 - dr =|( roifl ). dS . 

式中封闭围线 C 为曲面 S 的边界•并且曲面 S 的单位法向童 n 之方向应当这样来 选择： 使得立于曲面 S 上 
的观察者从法线所指方向来看，围线 C 的环绕是逆时针的（对于右手坐标 系）. 

5°有势场若向量场 a ( r ) 是某标饋《的梯度，即 grada = fl ，则 a 称为有势场，而标置《称为场的势. 

若势“为单值函数•则 a • dr = u ( R )- uCA ). 

特别地•这时向 fi a 的环® 等于零. 

在单连通区域内给定的场为有势场的充要条件足 

rota = 0, 

即这样的场应当是无旋场. 


【 4412 】求 gra d<kXr|*}(c 为常向 *>• 

解 |cXr| 2 = (c ， 一 coO* + (c,:r — — c〆 ） * • 于是， 

grad { |cXr| 2 } 08 [2c.<c,x—c,r) — 2c,(c x y — c^c)]i+ [—2c, (c,z —c.y) + 2c x ( c x y — c,x)"]j 

+l2cy(.c y z—c t y)~~2cAc.x—c x z)']k 

= 2[x(cJ-f c x (c x x-+-c,> + c,z)]i-f 2 [ 3 »(cj-f c} +cj )—c y (.c,x + c y y-{-c t z)^j 

+ 2[«(c5+cj+ci)— c,(c x j + c,> + c,z) JA 
= 2r(c • c) — 2c(r • c). 

【 4415 】 证明： 若函数 《 = u (: r, ： y, Z ) 在凸区域内可微，且 |gradu|<M ，其中 M 为常数，则对于中任 
意两点 A ， B 有： 

式中 〆 A ， B) 为 A 与 B 两点之间的距离 • 

证由于口为凸 K 域，故线段％整个属于 . 设 B 的坐标为（ :1 ：。，於，々）， >\ 的坐标为（ : r, , a ,z ,)， 且令 
X \ 一 x 0 =^- T»yj — y 0 =^y^zi _ z 。= 厶 z ， 并考虑一元承数 /(/) = u ( x 0 -f (0< t < l ) ，显 

然 /(0) = “ （ B),/(1) = «(A>, 且 /(r) 在 [0,1] 上可微，并且 

# 

/ ’ （ f) = i/, (a：o + tAx^y 0 +tAy^z 0 + tAz)Ax+u y (x 0 + tAx • + tAy,z 0 + tAz)Ay 

+ i/ f (x 0 + t^x,y 0 + tAy^Zo^ tAz)Az. 

于是，由微分学中值定理知 

u(A)-u(B)=/(l)-/(0)=/ ， (e> 

= «l(x 0 +6^r，yo +6^ 夕，々 ■ J r^Az)Ax J ru y ixo + 必工， 3> 0 +6^ ： y ， 2： 0 
«l(xo +^r ， y 0 十 6^«y ， 2o +6^2 〉么 2 

= [gradM(:rc+6^r ， 加 +6^y ， zo+^2：)] • BA, 

由此可知 


! u(A) — u(B) I = I [gradM(or 。 +6^>f ， 2 。 + 必 2〉] • BA \ 
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<|grad“ （ o ： o+$^r ， 3^+6^y ， zo+^z〉|* | BA | 

【 4421 】 用直接计算的方法证 明：向 S a 的散度与直角坐标系的选择 无关 . 

证设除直角坐标系坐标轴方向的单位向 S 为 i,«/ ， A ： ) 外，另有直角坐标系(坐标轴方 
向的单位向量为， ,/,〆 〉.我们要证 


ox ay dz dx dy 


17, 


设 


*•’ = cosai i+ co&Pij+ cosy 山 
w j 9 = cosa 2 i+cos ^7 + cosy 2 k ^ 
k f = cosa3 *•+cos^j ) + cosy 3 A:. 


又设十于是，空间一点尸在两个坐标系中的坐标 （ Ud) 与 （ J ： ' ， y ， 〆 ） 之间的关系为 
(令 〆 = &?〉： 


x =r • i =ir—r 0 ) • i / = (x _ a)cosai+ (y6)co^i+(*—c)cosyi t 

>/ = 〆 = (r—r 0 ) • j f = (x — a)cosaz ^ (y—b^cos^z -b (z — c)cosy 2 , 
z —r • ft / = (r—r 0 ) • A' = (*r —a)cosa 3 +(y—6)cos^ 3 十 （ z—c)cosy 3 , 

我们有 


a ™ay< / +ay i / / -ha t ^ / 

=ay ( cosai i + cos 奸 ）+ cosyi A:) -fay ( cosa 2 +cos^j+ cosy 2 A)-f a t - (cosaj i + cos^j j + cosy 3 A: ) • 

由此可知 


a T =a x *cosai +aycosa 2 +a f cosaj a y =a/ cos^i +a/cos^ + a〆cos 体 a* =aycos/i -fa/cosy 2 +a f *cosy 3 . 
于是， 

3a s _da t dx , da j dy ± dg t dz _ / day da, da^ \ 

17-d7 a7 + a7 + aI~( cosa, aZ +cosa2 a^ +cosas aT) cosai 

十 (cosai 十 cosa 2 + cosaj )cosa 2 十 (cos<^ 十 cosa 2 + cosa 3 ^cosa3. 

同理 * 可得 


(CO 呦 |^ + CO^ ^+005^ |^)c05^-f (CO 吻 ^ + 005^ ^ + COS^ 3 ) COS^ 

+ ( COS/?i ^7-4 - COS^Z + COS 体 ^r) cosfij * 

g=( COsyi |^ + cosy 2 ^ 4 -cosy 3 )^y, + (cosy, ^r + cosy 2 ^ + cosy, ^r)cosy 2 

+ (cosy 丨尝^十 cosy 2 ^^* + cosy 3 ) cos}^ • 

将这三式相加•得 

告 + 舞 + 尝 =(，• i') 备 + (/ • ，>答 + (*' • 崎 + “， • /) 象 + (/ • /) 赛 + U' • />gv 

+(〆 • 〆）$+(/• k ，) 务 


ax oy dz 

证毕 . 

【 4422 】 证明： diva(M)= lim 各 [Ja-dS ， 

disy^o V 1} 
s 

其中 S 表示围绕着点 M 的封闭曲面， V 是该曲面所围区域的体积， /i 为曲面 S 的外法向贵 d(S) 为曲面 S 
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【 4437 】 ^i(l)rot[c/(r)]|(2)rot[cX/(r)r](c 为常向 录 ）. 


解 (1) rot[c/(r)] = /(r)rotc+ grad/( r) X c= 


V) 


(rXc). 


(2) rotrcX /(r)rl = /(r)rot(cXr) + grad/(r) X (cX r). 


但是， 


rot(cXr) = 


2c, 


grad/(r) X (cXr) = 1 ^ ^ r) r X (cXr) = ^ -[(r • r)c—(r • c)r] 


故最后得 


rot[cX /(r)r] = 2/( r)c+ 


V) 


L(r • r)c—(r • c)r]. 


【 4440 】设流体充满空间并以恒定的角速度 u ； 围绕轴 / <cosa, 
时刻在空间点 M( ： r ，： y， Z ) 处的旋度 • 

解 v=v 0 +wXr . 从而有 

v x =Voj +W y z — vo 9 y % v y = Vo y +7v z x — WjZ 9 v z = 
>17 = 21 ^ 及 1 # 01 妒 = 21 ^，故 rotv=2w. 


s/?, C0S y> 旋转 . 求速度向 M v 在已知 


y — ^yX 


由于 rotiv= g 一 g = 21 ^， 


【 4444 】 求向萤 fl = «r 2 i+：yV + z 2 /t 通过正八分之一球面 1 2 +/+2： 2 = 1,0^0,3^0, 之 >0 的通量 • 
解设 S 为所给的曲面 ， S, ,S 2 及 S 3 为球内三个坐标平面上的部分，则有 


吉米多维奇数学分析习题经典解析 


= a x cosa + a y cos^+ a t cosy♦ 并应用奥氏公式及积分中值定理，命题即可 


的 直径 . 

证明思路 注意 
获证. 

证 由于 a«=a • n = a x cosa + a y cos^+ a,cosy« 

其中 cosa, cos/3, cosy 是 ft 的方向 余弦 . 应用奥氏公式以及积分中值定理，得 


a,dS = [| (a，cosa + a ， cos 々 +a ， cosy)dS=jjj* 

= diva (Mi > • V ， 

其中从 是 V 中某点，即 diva(M,) = yjJa 0 dS. 

令 AS)— 0, 这时 V 缩向点从而点 iVf,—Af • 取极限，即得 

diva(M)= lim jt T a m dS. 

^<S)-o V 


^jdxdydz= Jj" (diva)dj-d.ydz 


证毕 • 


【 4423 】求 


div 


d 




提示利用散度的定义，易得结果为零. 


解 div 


^ 

dx dy dz 


= div 


:( 管-砮營-尝 v+ 陰-尝 H 
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丄 a , dS + J[ a „ dS + JJ a w dS + f[ a , dS = 

S S. S- s. 


divadV = 


(j ： ^y^z)da:dydz 



2 ㉝ U 


= 2 J 2 d<p J " 2 d^J —cos# • r(cos^cos0+sin^cos 少 +sin^)dr 

= 2 • J 2 [cosAsinA+cosZ^Ccosp+sin^Ojc^sj [•|- + ^'(cos95+si 

但在 SJf = l ,2,3) 上•显然有 fl 丄1^故〜=0.从而， 


d 广音 


m dS=0 


,2,3). 


于是，所求的通量为 J «,. dS =-|- w . 

[4450] 在温度场《内，在单位时间内通过面微元 dS 的热 M 等于： 

dQ=—kn • gradwdSt 

其中 々为热异率， n 为曲面 S 的单位法向 M . 求在单位时间内物体 V 所吸收的热 M . 研究温度上升的速度 
从而推出物体温度所满足的方程（热 传导方 往）. 

解 由于 dQ = —kn • gradwdS = — kgrad n udSt 


故由奧式公式.即得 


0 =一 


k grad ll iidS = I k div ( gradu ) dV . 


因此，每单位时间内向物体内郎流人的热为 

JJ div (^ gradu ) dV . (1) 

V 

这一热引起物体内部温度的增加•现在我们从另一方面再来计算此热锹.在时间 d / 内温度 U 增加 


, du . 
aw = —d/t 

ot 

Aup6V — c —pdtdV . 


滿 要对体积元素 dV 输人热妖 
其中 c 为物体在所考察的点处的热容敏.于是，在时间 d / 内笹个物体就要吸收热录 

d/ |[^l? dV - 


而在每单位时间内所吸收的热攢即为 




( 2 ) 


比较 （1) 式及 (2) 式，即得等式 Jf { c jO | y - div ( itgrad M )} dV =0. 


由于上式对取在所考察境域内的任何物体 V 都适合•且被枳函数显见连续，故根据4097题的结果，当 
点属于所考察的境域时，恒有 


du 


cp — = div(kgradu) f 


此即所求的热传导方程. 


14455] 求向 M a = gr a d ( arC t an f ) 沿着围线 C 的环鼠 r : 
( l ) c 不围绕 Oz 轴； （2) C 围绕02轴 • 


解 我们有 a =- ; 

% 

于是，易知 rota = 0 ( 除 ar = y =0, 即 Oz ： 轴上的 点）. 


+7 4 ' + TO 
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(1) 若 C 不围绕轴，则 SJ 于 C 上张一曲面 S， 使 S 与 Cfe 轴不相交，于是，根据斯托克斯公式，得 



^ a • dr= (I n • 


rotadS=0. 


(2) 若 C 围绕 Oz 轴.先设 C 正好围绕 Oz 轴旋转一周，取常数 r>0 充分小，使 C 位于平面 z = i ■的上 
方.在平面■上围绕 Oz 轴取一圆周 C r (x 2 +y =〆， z = 充分小，使半径 r 小于 C 到 Oz 轴的距离.以 C 
与 C 为边界张上一曲面 S, 使 S 与 Or 轴不相交.由斯托克斯公式，得 


丰 fl • dr+ ^ a • dr= Jn • rotfldS=0 


其中一 C 表示沿顺时针方向取向.于是， 


r= ^ a • dr= ^ a • dr. 

但取 C, 的参数方程: r = rcos^，y=rsin^，z=rS，# 

丰 fl • dr = 厂[(一 ( 一 rsin ^) + (( rcos ^) "| d ^= J *" 

从而， r=f a • dr=2»r. 


= 27T. 


现设 C 围绕 Oz 轴旋转了 n 阍.为叙述简单起见•假定 n = 2. 在平面 Ozx 上引辅助线（直线段) Aii, 将 C 


分解成两个只绕 Oz 轴转一周的闭曲线 

C,=ABMA 与 C 2 =ANBA 
(图 4455) .根据前面已证的结果 SJ 知 

^ a • dr=2ir. ^ a • dr=2ir. 

于是，注意到^的曲线积分（第 二型〉 与 &上的 曲线积分相消.即得 


r= 


I ； a • dr= ^ 


dr+ 




dr=4ir. 


完全类似地，可得一般情况 （C 围绕 Oz 轴旋转 W 阍）时，有 



dr=27rn. 



【 4457 】证明：场£1 =外(21+>+以+1:(1+2>^+ 2 ^/ + 0(1+3^+2 2 〉/^是有势场•并求这个场 的势. 


提示 只 要证明 roui = 0 • 又由势“满足 da = a - dr, 可得 “ = 13^(1 + 夕 +z)+C •其中 C 为任意常數 . 
解由于对空间任一点 (■r, ： y， Z > 均有 

rota = I y+Zz')'] — ji[_xz(.x-\-2y-\- |i+ | j^[yzi2x-\- z)~\ — y-\-2z)'] }j 

+ {£；[xz(x+2>-l-z)]-^ ; [yz(2x+>+z)] } k 

= 0 , 


故 a 为有势场. 

又由于势 M 满足 

du =a • dr=yz( 2x ^z)dx^xz(x^2y^z)dy^xy(x^y + 2z)dz 

= xyzCdjr ^ h dy+d^:) 4 - (x+>f+ z ) ( yz ( Lr - hz ^ rdy - hjrydz ) =:ryzd (: r+v+z> + (: r+y+z)d(x>^) 
= d[j>»2(x-hy+z)], 

故势•其中 C 为任意 常数. 
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